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Вступ 

 

У галузi математики є основнi завдання позашкiльної освiти це: 

висвiтлити нестандартнi пiдходи та методи розв’язування задач;  

розширити знання з математики; 

розглянути важливi теми, якi недостатньо висвiтленi у шкiльному 

курсi;  

виконати посильнi дослiдно-експериментальних завдання [7]. 

За допомогою практичних завдань, а саме задач з параметрами, тому 

що саме вони вiдкривають перед учнями низку евристичних прийомiв, якi i 

мають величезну цiннiсть у математичному розвитку особистостi та 

застосовуються у рiзних дослiдженнях – цi питання можна з легкiстю 

вирiшити [2]. 

Також цi завдання стосуються i симетрiї аналiтичних виразiв, а також 

застосування властивостей функцiй та засвоєння графiчних прийомiв 

розв’язування задач як рiвноправних, по сутi, з аналiтичними методами [7]. 

Задачi з параметрами часто можна зустрiти у прикладних напрямках 

елементарної математики та в дослiдницьких завданнях. Адже вони 

допомагають учням розвивати логiчне мислення та вмiння лаконiчно та 

прозоро записувати розв’язання а також пiдiбрати всi можливi варiанти 

розташування графiкiв, а це є основа для майбутнiх дослiдникiв природничих 

наук [4]. 

Структура даної роботи побудована за логічним принципом i 

складається з вступу, трьох розділів, висновків та списку використаної 

літератури.  

Перший розділ включає в себе теоретичні основи розв’язування 

рiвнянь з параметрами, основні види рiвнянь з параметрами. 

У другому розділі наводяться методи розв’язування задач з 

параметрами. 

У третьому розділі описуються можливості розв’язку задач за 
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допомогою комп’ютерної програми Micrоsоft Mathematics 4.0. 

Об'єктом дослiдження роботи є задачi з параметрами, а предметом — 

методи розв’язання задач з параметрами. 

Метою даної роботи є систематизацiя та розробка методiв розв’язання 

задач з параметрами. 
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Розділ 1. Історія виникнення задач з параметрами  

 

1.1. Поняття параметра 

 

При вивченні теми «задачі з параметром» важливо знати, що означає 

термін параметр. Якщо рівняння чи нерівність крім невідомих містить ще 

деякі змінні (позначені літерами) i нам потрібно знайти розв’язок даного 

рівняння чи нерівності при певних значеннях параметрів то такі рівняння або 

нерівності називаються параметричними. 

Можливi випадки, що розв’язок рiвняння залежить вiд значень одного 

або кiлькох параметрiв, i в цих випадках це рiвняння прийнято називати 

рiвнянням з параметром або з декількома параметрами. 

Для того, щоб розв’язати рiвняння з параметром необхiдно для кожного 

значення параметра знайти таке значення кореня, яке буде задовольняти 

даному рiвнянню, а також дослiдити, при яких значеннях параметра рівняння 

буде мати корiнь та кiлькiсть їх для рiзних значень параметра, знайти всi 

коренi та вказати для кожного з них ті значення параметрів, при яких цей вираз 

дiйсно визначає корінь рiвняння [2]. 

Розглянемо рiвняння 𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘) = 𝑎𝑎 + 𝑐𝑐  де 𝑎𝑎, 𝑐𝑐,𝑘𝑘, 𝑥𝑥 - змiннi величини. 

Нехай 𝐴𝐴  - множина всiх допустимих значень 𝑎𝑎 , 𝐾𝐾  - множина всiх 

допустимих значень 𝑘𝑘, 𝑋𝑋 - множина всiх допустимих значень 𝑥𝑥, 𝐶𝐶 - множина 

всiх допустимих значень 𝑐𝑐 . Якщо з кожної множини 𝐴𝐴,𝐾𝐾,𝐶𝐶,𝑋𝑋  вибрати та 

зафiксувати вiдповiдно по одному значенню 𝑎𝑎, 𝑐𝑐,𝑘𝑘, i пiдставити їх у рiвняння, 

то отримаємо рiвняння вiдносно 𝑥𝑥, тобто рiвняння з одним невiдомим. 

Змiннi 𝑎𝑎, 𝑐𝑐,𝑘𝑘, можна вважати сталими при розв’язуваннi рiвняння та 

називати параметрами, а саме рiвняння будемо називати рiвнянням з 

параметрами [1]. 

Параметри позначаються першими лiтерами латинського алфавiту: 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑, … , 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚,𝑛𝑛, а невiдомi – лiтерами 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧. 
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1.2. Iсторiя виникнення задач з параметрами 

 

У 499р. в астрономiчному трактатi, створеному Арiабхаттою, вже 

зустрiчалися задачi з параметрами. Проте загальне правило розв’язку 

квадратних рiвнянь, зведених до єдиної канонічної форми, виклав iндiйський 

вчений, Брахмагупта (VII ст.): 

𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 = 𝑐𝑐, 𝑎𝑎 > 0. 

У рiвняннi коефiцiєнти 𝑏𝑏 𝑖𝑖 𝑐𝑐 можуть i вiд’ємними 

Ал-Хорезмi у своєму трактатi класифiкує лiнiйнi та квадратнi рiвняння 

з параметром а. Автор видiляє 6 видiв рiвнянь, виражаючи їх так: 

Квадрати дорiвнюють кореням, тобто ax2 = bx. 

Квадрати дорiвнюють числу, тобто ax2 = c. 

Коренi дорiвнюють числу, тобто ax = c. 

Квадрати та числа рiвнi кореням, тобто ax2 + c = bx. 

Квадрати i коренi рiвнi числу, тобто ax2 + bx = c. 

Коренi та числа рiвнi квадратам, тобто bx+c=ax2. 

Вперше в Європi в «Книзi абака», яку написав iталiйський математик 

Леонардо Фiбоначчi, були викладенi формули розв’язування квадратних 

рiвнянь. 

Рiвняння з параметрами можна роздiлити на такi види: 

1.  Лінійне рівняння. Загальний вигляд: 

𝛼𝛼𝑥𝑥 =  𝑏𝑏, де 𝑥𝑥– невiдоме; 𝛼𝛼, 𝑏𝑏 – параметри. 

Для даного виду рiвнянь цiкавим є значення параметру, при якому 

коефiцiєнт, що стоїть бiля невiдомого перетворюється в нуль. 

При розв’язаннi лiнiйного рiвняння з параметром бувають випадки, 

коли параметр дорiвнює своєму особливому значенню 𝛼𝛼 =  0. 

.1.Якщо, а ≠ 0 , то для будь-якої пари параметрiв 𝛼𝛼 i 𝑏𝑏 рiвняння має 

єдиний розв’язок. 
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 2.Якщо, а =  0, то рiвняння має вигляд: 0х =  𝑏𝑏 . Значення 𝑏𝑏 =  0 є 

особливим значенням параметра 𝑏𝑏. 

2.1. При 𝑏𝑏 ≠  0 рiвняння не має розв'язкiв. 

2.2. При 𝑏𝑏 =  0 рiвняння буде мати вигляд: 0𝑥𝑥 =  0. 

Розв’язком даного рiвняння буде будь-яке число [26]. 

2. Квадратні рівняння. Загальний вигляд: 

𝑥𝑥² +  𝑏𝑏𝑥𝑥 +  𝑐𝑐 =  0 , де х  – змiнна, а 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐  – параметри. Квадратне 

рiвняння може мати два коренi, якщо дискримiнант 𝐷𝐷 > 0, один корiнь, якщо 

𝐷𝐷 = 0 та взагалi не мати коренiв, якщо  𝐷𝐷 < 0. 

3. Дробово-раціональнi. Загальний вигляд: 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)

= 0. 

Для розв’язання даного рiвняння необхiдно перенести всi доданки в 

одну сторону, знайти спiльний знаменник, звести подiбнi доданки та 

розв’язати. 

4. Ірраціональні рівняння. Загальний вигляд рис. 1: √𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 , 𝑛𝑛 ∈

𝑁𝑁,𝑛𝑛 ≥ 2. 

 

Рисунок 1 
5. Тригонометричні рівняння. Загальний вигляд найпростiших 

тригонометричних рiвнянь рис. 2: 

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 = 𝑎𝑎, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 = 𝑎𝑎, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥 = 𝑎𝑎, 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥 = 𝑎𝑎. 
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Рисунок 2 
 

5.1. З iсторiї графiчного методу розв’язування задач з параметрами 

 

У 14 столiттi, коли середньовiчна наука була схоластичною, 

розпочалось дослiдження загальних залежностей. Iнтенсивнiсть довжини 

вiдрiзкiв почав зображувати французький вчений Микола Оресм, вiн 

розташував вiдрiзки перпендикулярно до прямої, i таким чином кiнцi вiдрiзкiв 

утворили деяку лiнiю, яку називали лiнiєю iнтенсивностей i отримали графiк 

вiдповiдної функцiональної залежностi. Вчений також дослiджував функцiї, 

якi залежать вiд декiлькох змiнних [30]. 

Особливим зусиллям Оресма можна вважати його спробу 

класифiкувати графiки. Вiн їх подiлив на три типи: 

рiвномiрнi; 

рiвномiрно-нерiвномiрнi (постiйна швидкiсть змiни iнтенсивностi); 

нерiвномiрно-нерiвномiрнi. 
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Для вивчення графiкiв функцiй потрiбно було створити математичний 

апарат, для цього необхiдно знати, що таке змiнна величина. Французький 

фiлософ та математик Рене Декарт розкрив iдею про єднiсть алгебри i 

геометрiї та роль i поняття змiнних величин, також саме вiн ввiв поняття 

одиничного вiдрiзка та розкрив вiдношення iнших вiдрiзкiв до нього. 

Отже, графiки функцiй за весь час пройшли дуже багато рiзних 

фундаментальних перетворень, якi призвели їх до того вигляду, до якого ми 

звикли. Теорiя побудови графiкiв, кожен їх етап являється невiд’ємною 

частиною в iсторiї сучасної алгебри та геометрiї. 

Графiчний спосiб розв’язування параметричних рiвнянь часто буває 

набагато зручніший, нiж аналітичний. 

 

5.2. Основнi методи та алгоритми розв’язку завдань iз параметром 

 

Видiляють кiлька методiв, розглянемо декiлька з них. Всiм вiдомi 

найпоширенiшi методи розв’язування задач з параметром, це аналiтичний та 

графiчний.  

Аналiтичний – спосiб, який потребує прямого розв’язку, це найважчий 

спосiб, який вимагає високої грамотностi та багато зусиль.  

Графiчний – красивий та наочний спосiб, дуже зручний, залежно вiд 

умови задачi розглядається положення графiка вiдповiдної квадратичної 

функцiї у системi координат [30]. 

Аналітичний метод 

Алгоритм рiшення: 

Спершу, нiж розпочати розв’язувати задачу з параметрами 

аналiтичним методом, необхiдно розiбратись в ситуацiї для конкретного 

числового значення параметра. 

Для прикладу, можна взяти значення параметра 𝑎𝑎 = 1 i дослiдити чи 

значення параметра α =1 є дiйсно шуканим для задачi [2]. 
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На конкретному прикладi спробуємо розiбратись в даному 

аналiтичному методi розв’язування задач з параметрами. 

Але тут є деякi моменти, на якi необхiдно звернути увагу: 

перевiрити всi контрольнi значення параметра;  

необхiдно визначити область допустимих значень як змiнної, так i 

параметра; 

знайти значення параметра, яке може привести заданий вираз до 

тотожно iстинного або тотожно хибного виразу [8]. 

Приклад 1.: розв'яжiть рiвняння  2(𝑎𝑎+1)
𝑎𝑎

= 3(𝑥𝑥 + 1) + 7
𝑎𝑎
 

Розв’язання:  

Спершу можна дiйти до висновку, що знаменник перетвориться в 0 при 

𝑎𝑎 = 0  i рiвняння не буде мати коренiв, але, якщо покласти що 𝑎𝑎 ≠ 0  i 

перетворити початкове рiвняння, тобто перенести всi елементи в лiву частину 

i вiдразу звести до спiльного знаменника, будемо мати вигляд:  
(2 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 − (3𝑎𝑎 + 7)

𝑎𝑎
= 0 

Домножимо двi частини на 𝑎𝑎 ≠ 0 виразимо 𝑥𝑥 = 3𝑎𝑎+7
2−𝑎𝑎

 

Отримаємо, що вираз 𝑥𝑥 = 3𝑎𝑎+7
2−𝑎𝑎

 не має сенсу при 𝑎𝑎 = 2. 

Тодi вiдповiдь буде 𝑎𝑎 ≠ 0 та 𝑎𝑎 ≠ 2, якщо 𝑎𝑎 = 0 та 𝑎𝑎 = 2, то рiвняння  

не має коренiв. 

Отже, можна зробити висновки, що школярам дуже близький 

аналiтичний метод, оскiльки вони можуть розв’язувати рiвняння i нерiвностi 

рiзними прийомами. Недолiк даного способу полягає у громiздкому розв’язку 

завдання, що вимагає зосередженостi, уважностi та математичної грамотностi 

[11].  

Графічний метод. 

Графiк функцiї – це множина точок, у яких абсциси є допустимими 

значеннями аргументу, а ординати – вiдповiдними значеннями функції. 

Алгоритм графiчного розв'язання рiвнянь iз параметром: 
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1. знаходимо область визначення рiвняння; 

2. виражаємо параметр, як функцiю вiд 𝑥𝑥; 

3. у системi координат 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦  будуємо графiк функцiї (𝑥𝑥 ) для тих 

значень 𝑥𝑥, якi входять в область визначення даного рiвняння; 

4. Знаходимо точки перетину прямої 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎, з графiком функцiї 

𝑦𝑦(𝑥𝑥). Якщо пряма 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 перетинає графiк 𝑦𝑦(𝑥𝑥), то визначаємо абсциси 

точок перетину. Для цього достатньо розв'язати рiвняння 𝑦𝑦 =  𝛼𝛼(𝑥𝑥) щодо 𝑥𝑥. 

В залежностi вiд ролi параметра, подiляють на два основних графiчних 

прийоми побудови графiчного образу: перший – це на координатнiй площинi 

(𝑥𝑥,𝑦𝑦), другий – на (𝑥𝑥,𝑎𝑎). 

Але варто знати, що графiчний метод не завжди можна використати, 

оскiльки вiн не є унiверсальним. Найлегшi завдання на знаходження кiлькостi 

коренiв, оскiльки на мовi графiкiв – це кiлькiсть точок перетину чи взагалi їх 

вiдсутнiсть. [1], [7], [9]. 

Вiд учнiв вимагається вмiння застосовувати графiчний метод та 

проводити побудови рiзних графiкiв, а iнодi вести  графiчнi дослiдженнi. 

Важливо знати, що графiки, залежно вiд значень параметра можуть 

змiнюватись [11]. 

Наприклад, можна побачити, що рiвняння 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 задає множину всiх 

прямих, якi проходять через початок координат. Проте, все ж iснує пряма, яка 

проходить через початок координат, але не задовольняє умовi i збiгається з 

вiссю 𝑥𝑥у. Рiвняння прямої має вигляд 𝑥𝑥 = 0.  

Приклад 2. Знайти значення параметра 𝑎𝑎 , при яких рiвняння 

(𝑎𝑎 + 6𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − 8)(𝑎𝑎 − 1 + |𝑥𝑥 − 3|) = 0 має три рiзних кореня. 

Розв’язок 

Це завдання можна розв’язати аналiтично, проте розв’язок буде надто 

громiздким i доведеться розв’язувати не лише два рiвняння 𝑎𝑎 + 6𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − 8 =

0 i 𝑎𝑎 − 1 + |𝑥𝑥 − 3| = 0, але i врахувати можливiсть збiгу однакових коренiв.  

Але якщо завдання розв’язати графiчним способом, то все стає дуже 

легко i просто.  
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На координатнiй площинi (𝑥𝑥,𝑦𝑦)  рiвняння 𝑎𝑎 + 6𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 − 8 = 0  задає 

параболу, а рiвняння 𝑎𝑎 − 1 + |𝑥𝑥 − 3| = 0 – ламану лiнiю рис.3. 

Побудуємо графiки функцiй: 

 

 

Рисунок 3 
 

На графiку помiтно, що рiвняння має два рiзних кореня.  

Розглянемо ще один приклад.  

Приклад 3. При яких значеннях параметра 𝑎𝑎 рiвняння 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 1 = 0 

має розв’язки.  

Розв’язок  

Є два способи розв’язання даного рiвняння, розглянемо їх. 
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Спосiб 1. Квадратне рiвняння 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 1 = 0 має єдиний розв’язок, 

якщо його дискримiнант 𝐷𝐷 = 𝑎𝑎2 − 4  дорiвнює нулю. Розв’язавши рiвняння 

𝑎𝑎2 − 4 = 0 отримуємо 𝑎𝑎 = ±2. 

Спосiб 2. Для розв’язання, введемо функцiю 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 1. Оскiльки 

ця функцiя квадратична, то вона на площинi задає параболу. Якщо графiк 

перетинає вiсь абсцис, то рiвняння має коренi. Якщо вершина параболи лежить 

на осi абсцис, то парабола має лише одну точку перетину, тобто 𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 0. 

Отримуємо: 𝑥𝑥0 = −𝑎𝑎
2
 

𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = �− 𝑎𝑎
2
�
2

+ 𝑎𝑎 �− 𝑎𝑎
2
� + 1 = 𝑎𝑎2

4
− 𝑎𝑎2

2
+ 1, звiдки −𝑎𝑎2

4
+ 1 або 𝑎𝑎2 = 4, 

а це означає, що 𝑎𝑎 = ±2. 

Вiдповiдь: 𝑎𝑎 = ±2. 

Приклад 4. Знайти всi додатнi значення параметра 𝑎𝑎, при кожному з 

яких система рiвнянь має три рiзних розв’язки. 

�√2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 =  �2𝑎𝑎𝑦𝑦 − 𝑎𝑎2𝑦𝑦2

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2
, 

Спершу пiднесемо до квадрату рiвняння i додамо одиницю до обох 

частин: 

�
𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = 𝑎𝑎2𝑦𝑦2 − 𝑎𝑎𝑦𝑦 + 1

2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 ≥ 0
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2

, 

Далi необхiдно розв’язати друге рiвняння методом iнтервалiв, таким 

чином отримаємо вiдрiзок якому буде належати 𝑥𝑥. 

�
(𝑥𝑥 − 1)2 = (𝑎𝑎𝑦𝑦 − 1)2

𝑥𝑥 ∈ [0; 2]
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2

, 

В першому рiвняннi потрiбно все перенести в одну сторону, i розписати 

рiзницю квадратiв, яка утвориться. 

�
(𝑥𝑥 − 1 − 𝑎𝑎𝑦𝑦 + 1)(𝑥𝑥 − 1 + 𝑎𝑎𝑦𝑦 − 1) = 0

𝑥𝑥 ∈ [0; 2]
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2

, 
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Тепер можна побудувати графiки рис. 4: 

 

Рисунок 4 

 

Розв’язком цiєї системи будуть точки перетину параболи 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2  i 

даних прямих, при такiй умовi 𝑥𝑥 ∈ [0; 2]. 

Пряма 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
𝑎𝑎
 всього лише один раз перетинає параболу в точцi [0; 0], а 

це i є розв’язок. Очевидно, що вона i вдруге перетне параболу для 𝑥𝑥 ∈ [0; 2] 

при 1
𝑎𝑎
≤ 2, 𝑎𝑎 ≥ 0,5 

Вiдповiдно, при 𝑎𝑎 ∈ [0,5; +∞)  за виключенням перетину прямих з 

параболою в однiй i тiй же точцi: 

�
𝑥𝑥
𝑎𝑎

= −𝑥𝑥
𝑎𝑎

+ 2
𝑎𝑎

𝑥𝑥
𝑎𝑎

= 𝑥𝑥2
⇔  �

𝑥𝑥 = 1
𝑥𝑥
𝑎𝑎

= 𝑥𝑥2 ⇒ 𝑥𝑥 = 1 ⇒ 𝑎𝑎 = 1 . 

Вiдповiдь: [0,5; 1) ∪ (1; +∞). 
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Основнi типи задач з параметрами: 

 

Тип 1. Рiвняння, нерiвностi, їх системи i сукупностi, якi потрiбно 

розв’язувати для будь-якого значення чи значень параметра (параметрiв), що 

належать заздалегiдь обумовленiй множинi. 

Тип 2. Рiвняння, нерiвностi, їх системи i сукупностi, для яких 

визначають кiлькiсть розв’язкiв в залежностi вiд значення параметра 

(параметрiв). 

Тип 3. Рiвняння, нерiвностi, їх системи i сукупностi, для яких потрiбно 

знайти всi тi значення параметра, при яких зазначення задачi мають певну 

кiлькiсть розв’язкiв. 

Тип 4. Рiвняння, нерiвностi, їх системи i сукупностi, при шуканих 

значеннях параметра безлiч розв’язкiв задовольняє заданим умовам в областi 

визначення. 

Отже, якщо виникають питання, з чого розпочати розв’язування задачi, 

можна скористатись такими пiдказками: 

Спочатку необхiдно дiзнатись який тип рiвняння задано у завданнi 

(лiнiйне, квадратне, рацiональне або те, що вiдноситься до iншого класу). 

Потiм можна застосувати до задачi вiдомi принципи розв’язування. 

Необхiдно зрозумiти, що необхiдно знайти у задачi (розв'язати 

рiвняння або знайти кiлькiсть його коренiв). Якщо, сказано знайти кiлькiсть 

коренiв, то бiльшiсть завдань розв’язуються графiчним методом. 

Наступним кроком необхiдно враховувати старший коефiцiєнт та 

дискримiнант. Знаходження областi допустимих значень змiнної, якщо це 

впливає на параметр. Якщо, наприклад, взяти дробовi вирази , особливу увагу 

потрiбно звернути на знаменник дробу, якщо вiн мiстить параметр, то 

потрiбно накласти обмеження. 

Звичайно, це не весь перелік підказок, його можна продовжувати, але 

навiть i перевiрка рiвняння за цими принципами допоможе розв’язати задачу.  
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Розділ 2. Приклади розв’язування задач з параметрами 

 

2.1. Нерівності з параметрами 

 

Серед задач з параметрами також виділяють нерiвностi з параметрами.  

Алгоритм розв’язку нерiвностей. 

1. Знаходимо область визначення даної нерiвностi. 

2. Зводимо нерiвнiсть до рiвняння. 

3. Виражаємо як функцiю вiд х. 

4. У системi координат х𝑥𝑥а будуємо графiки функцiй а =  𝑓𝑓(х) для тих 

значень х, якi входять до областi визначення даної нерiвностi. 

5. Знаходимо безлiч точок, що задовольняють цiй нерiвностi. 

6. Дослiджуємо вплив параметра на результат. 

7. Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв. 

8. Задамо пряму а =  с𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑡𝑡 i зрушуватимемо її вiд −∞ д𝑐𝑐 + ∞ 

9.  Записуємо вiдповiдь. 

Це лише один з алгоритмiв розв'язання нерiвностей з параметрами, з 

використанням системи координат  х𝑥𝑥а . Можливi iншi методи рiшення, з 

використанням стандартної системи координат х𝑥𝑥𝑦𝑦. 

Приклад 5. Для всiх допустимих значень параметра 𝑎𝑎  розв’язати 

нерiвнiсть √𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 + √2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 + √𝑎𝑎 − 1 + √3 − 𝑎𝑎 > 0  

Розв’язок 

В областi визначення параметра 𝑎𝑎, визначеного системою нерiвностей 

�𝑎𝑎 − 1 ≥ 0
3 − 𝑎𝑎 ≥ 0,        𝑎𝑎 ∈ [1; 3] 

Дана нерiвнiсть рiвносильна системi нерiвностей 

� 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 ≥ 0
2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ≥ 0,      𝑎𝑎 ∈ [𝑎𝑎; 2𝑎𝑎] 

Якщо 𝑎𝑎 ∈ [1; 3], то розв’язки початкової нерiвностi входять [𝑎𝑎; 2𝑎𝑎]. 

Вiдповiдь: 𝑎𝑎 ∈ [1; 3], 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎; 2𝑎𝑎].  
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Приклад 6. Знайти розв’язки нерiвностi 𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 − 6𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎 ≥ 0 

при всiх допустимих значеннях параметра 𝑎𝑎.   

Розв’язок. 

Знайдемо коренi тричлена в лiвiй частинi нерiвностi: 

𝑥𝑥1 = −2𝑎𝑎 + 1 ; 𝑥𝑥2 = 3𝑎𝑎  . 

Розкладемо тричлен на множники: 

(𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎 − 1)(−𝑥𝑥 − 3𝑎𝑎) ≥ 0; 

�
�х + 2а − 1 ≥ 0

х − 3а ≥ 0
�х + 2а − 1 ≤ 0

х − 3а ≤ 0

;                

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡�
а ≥ 0.5(1 − х)

а ≤ 1
3
𝑥𝑥

�
а ≤ 0.5(1 − х)

а ≥ 1
3
𝑥𝑥

. 

Прямi, заданi рiвняннями 𝑥𝑥 = −2𝑎𝑎 + 1; 𝑥𝑥 = 3𝑎𝑎 , розбивають 

координатну площину 𝑥𝑥𝑐𝑐𝑎𝑎  на чотири областi, в кожнiй з яких квадратний 

тричлен 𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 − 6𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎 зберiгає постiйний знак.  

Знайдемо ординату точки перетину прямих 𝑥𝑥 = −2𝑎𝑎 + 1; 𝑥𝑥 = 3𝑎𝑎:𝑎𝑎 =

0.2. 

Задамо пряму 𝑎𝑎 = 𝑐𝑐(𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑡𝑡)  i будемо перемiщати її при   с ∈

 (−∞; +∞). 

Проаналiзуємо взаємне розташування графiка нерiвностi 𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎 +

1)𝑥𝑥 − 6𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎 > 0 та прямих а = с при  с ∈  (−∞; +∞) записуємо розв’язки 

даної нерiвностi. 

Маємо: 𝑥𝑥2 − (𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 − 6𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎 ≥ 0 

при     а ∈  (−∞; 0.2).            х ∈  (−∞;3а) U (−2а + 1; +∞); 

при     а ∈  (0.2; +∞).            х ∈  (−∞;−2а + 1) U (3а; +∞); 

при      а=0.2                            х ∈ (−∞; +∞). 
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Рисунок 5 
 

Вiдповiдь: 

при     а ∈  (−∞; 0.2)             х ∈  (−∞;3а) U (−2а + 1; +∞); 

при      а = 0.2                        х ∈ (−∞; +∞); 

при     а ∈  (0.2; +∞)             х ∈  (−∞;−2а + 1) U (3а; +∞). 

Приклад 7. При якому найменшому значеннi параметру 𝑎𝑎  нерiвнiсть 

sin155𝑥𝑥 +  cоs237𝑥𝑥 ≤  𝑎𝑎 має єдиний розв’язок? 

Розв’язання 

Будемо розглядати 2 випадки: 

Випадок 1: 𝑎𝑎 < – 1 

Якщо  a < –1, то скористаємося наступними нерiвностями: 

sin155 𝑥𝑥 = (sin2 𝑥𝑥) ∙ (sin153 𝑥𝑥) ⟹− sin2 𝑥𝑥 ≤ sin155 𝑥𝑥; 

 

javascript:hide1()
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cоs237 𝑥𝑥 = (cоs2 𝑥𝑥) ∙ (cоs235 𝑥𝑥) ⟹− cоs2 𝑥𝑥 ≤ cоs237 𝑥𝑥. 

Додамо  цi нерiвностi, та отримаємо, що  

          −1 = − sin2 𝑥𝑥 − cоs2 𝑥𝑥 ≤ sin155𝑥𝑥 +  cоs237𝑥𝑥 , 

                sin155𝑥𝑥 +  cоs237𝑥𝑥 ≥ −1 .Тому при 𝑎𝑎 < – 1  нерiвнiсть не має 

розв’язкiв. 

Випадок  2: 𝑎𝑎 ≥ – 1 

Якщо 𝑎𝑎 ≥ – 1,  то, наприклад, число 𝜋𝜋  є розв’язком: sin155𝜋𝜋 +

 cоs237𝜋𝜋 = −1 ≤ 𝑎𝑎 . 

Приклад 8. При яких значеннях параметра a нерiвнiсть 

𝑎𝑎 sin2 𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 + 2) cоs 𝑥𝑥 + 3 − 𝑎𝑎 ≥ 5 

має кiнцеве додатне число рiшень на iнтервалi (−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋)? 

Розв’язування. 

𝑎𝑎 sin2 𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 + 2) cоs 𝑥𝑥 + 3 − 𝑎𝑎 ≥ 5; 

𝑎𝑎 (1 − cоs2 𝑥𝑥) +(𝑎𝑎 + 2) cоs 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 ≥ 2; 

𝑎𝑎−𝑎𝑎 cоs2 𝑥𝑥+(𝑎𝑎 + 2) cоs 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 − 2 ≥ 0; 

𝑎𝑎 cоs2 𝑥𝑥 − (𝑎𝑎 + 2) cоs 𝑥𝑥 + 2 ≤ 0; 

Розглянемо наступнi випадки:  

Випадок1:  𝑎𝑎 = 0. 

 Якщо 𝑎𝑎 =  0, то нерiвнiсть приймає вигляд:  

           −2 cоs 𝑥𝑥 + 2 ≤ 0;  

cоs 𝑥𝑥 ≥ 1; 

cоs 𝑥𝑥 = 1; 

𝑥𝑥 = 2𝜋𝜋𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 

Корнi рiвняння , якi входять до iнтервалу  (−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋),  це: 

             −2𝜋𝜋; 0; 2𝜋𝜋; 4𝜋𝜋.  

Отже, останнє рiвняння має кiнцеве додатне число рiшень на iнтервалi 

(−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋), тому 𝒂𝒂 =  𝟎𝟎 входить у вiдповiдь завдання. 

Випадок 2:   𝑎𝑎 < 0 

Нехай cоs 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡. Отримаємо квадратну нерiвнiсть:  

javascript:hide2()
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                     𝑎𝑎𝑡𝑡2 − (𝑎𝑎 + 2)𝑡𝑡 + 2 ≤ 0; 

Розв’яжемо рiвняння  𝑎𝑎𝑡𝑡2 − (𝑎𝑎 + 2)𝑡𝑡 + 2 = 0.   

𝐷𝐷 = (𝑎𝑎 + 2)2 − 8𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2 + 4𝑎𝑎 + 4 − 8𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2 − 4𝑎𝑎 + 4 = (𝑎𝑎 − 2)2;   

𝑡𝑡1 = 𝑎𝑎+2−(𝑎𝑎−2)
2𝑎𝑎

= 2
𝑎𝑎
;   𝑡𝑡2 = 𝑎𝑎+2+(𝑎𝑎−2)

2𝑎𝑎
= 1. 

Якщо 𝑎𝑎 <  0,  то 𝑡𝑡1 = 2
𝑎𝑎

< 0.  Врахуємо, що гiлки параболи 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑡𝑡2 −

(𝑎𝑎 + 2)𝑡𝑡 + 2  спрямованi вниз. Тому рiшення квадратного нерiвностi 

задаються сукупнiстю 

�𝑡𝑡 ≤
2
𝑎𝑎

;

𝑡𝑡 ≥ 1.
⟺ �cоs 𝑥𝑥 ≤

2
𝑎𝑎

;

cоs 𝑥𝑥 ≥ 1.
 

cоs 𝑥𝑥 ≥ 1 ⟺ cоs 𝑥𝑥 = 1    i має кiнцеве позитивне число рiшень на 

iнтервалi (−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋). 

Тодi треба, щоб нерiвнiсть cоs 𝑥𝑥 ≤ 2
𝑎𝑎

 чи зовсiм не мала рiшень на 

iнтервалi (−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋) , чи мало на цьому iнтервалi кiнцеве число рiшень, що 

вiдповiдає умовi   2
𝑎𝑎
≤ −1, тобто 2+𝑎𝑎

𝑎𝑎
≤ 0;      −𝟐𝟐 ≤ 𝒂𝒂 < 𝟎𝟎. 

Випадок 3:   𝒂𝒂 > 𝟎𝟎 

Нехай cоs 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡.  Отримаємо квадратну нерiвнiсть:  𝑎𝑎𝑡𝑡2 − (𝑎𝑎 + 2)𝑡𝑡 +

2 ≤ 0;  

Якщо 𝑎𝑎 >  0,  то 𝑡𝑡1 = 2
𝑎𝑎

> 0    та   𝑡𝑡2 = 1.  

Врахуємо, що гiлки параболи 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑡𝑡2 − (𝑎𝑎 + 2)𝑡𝑡 + 2  спрямованi до 

верху. Але треба розглянути, два випадки  взаємного  розташування  коренiв 

рiвняння. 

Якщо 𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2, тобто  0 < 2
𝑎𝑎

< 1;     𝒂𝒂 > 𝟐𝟐. 

Маємо ,що при 𝑎𝑎 >  2,  рiшення нерiвностi    𝑡𝑡1 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡2,        

тобто  2
𝑎𝑎
≤ 𝑡𝑡 ≤ 1, 2

𝑎𝑎
≤ cоs 𝑥𝑥 ≤ 1 

Ця нерiвнiсть має на iнтервалi (−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋) нескiнченно багато рiшень. 

2) Якщо 𝑡𝑡1 ≥ 𝑡𝑡2, тобто  2
𝑎𝑎
≥ 1;  2−𝑎𝑎

𝑎𝑎
≥ 0;  𝑎𝑎−2

𝑎𝑎
≤ 0, то отримаємо 0 < 𝑎𝑎 ≤

2. 
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Тодi при 𝟎𝟎 < 𝒂𝒂 ≤ 𝟐𝟐, наша нерiвнiсть має розв’язок  𝑡𝑡2 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡2,    𝟏𝟏 ≤

𝒕𝒕 ≤ 𝟐𝟐
𝒂𝒂
 

𝟏𝟏 ≤ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝒙𝒙 ≤
𝟐𝟐
𝒂𝒂

 

Ця нерiвнiсть рiвносильна  рiвнянню cоs 𝑥𝑥 =  1 i має кiнцеве додатне 

число рiшень на iнтервалi (−3𝜋𝜋;  5𝜋𝜋). 

Вiдповiдь: −2 ≤ 𝑎𝑎 ≤  2. 

 

2.2 Рiвняння з параметрами 

 

Для того аби успiшно розв’язати рiвняння з параметрами, необхiдно 

пам’ятати, про те, що: 

 у двох частинах рiвняння можна звести подiбнi доданки або 

розкрити дужки; 

 будь-який член рiвняння можна переносити з однiєї частини 

рiвняння в iншу, змiнивши його знак на протилежний; 

 обидвi частини рiвняння можна помножити або подiлити на одне 

й те саме число, вiдмiнне вiд нуля. 

Тобто усi прийнятнi перетворення, якi можуть бути зробленi для 

вирiшення звичайного рiвняння, можуть бути зробленi i для вирiшення 

рiвняннi з параметром [1]. 

 

Лінійні рівняння з параметрами 

 

Рiвняння виду ax = b , де a  i b  – деякi числа, називають лiнiйним 

рiвнянням зi змiнною x. Для того щоб знайти коренi рiвняння необхiдно його 

розв’язати, лiнiйне рiвняння може не мати коренiв, мати один, або безлiч 

коренiв. При розв’язуваннi такого типу рiвнянь вiдносно змiнної x, всi доданки 

що мiстять цю невiдому переносять в лiву частину, а якi не мiстять в праву, 

тодi це рiвняння зведеться до вигляду ax = b. 
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Визначимо, при яких значеннях a i b, рiвняння ax = b має один або 

безлiч кренiв i взагалi не має коренiв. 

 

Рисунок 6 
Зi схеми помiтно: 

якщо a = 0, b = 0, то рiвняння має безлiч коренiв; 

якщо a = 0, b ≠ 0, то рiвняння немає коренiв; 

якщо a ≠ 0, b = 0, то рiвняння має один корiнь 0; 

якщо a ≠ 0, b ≠ 0, то рiвняння має корiнь, який дорiвнює x = a
b
. 

Приклад 9. Розв’язати рiвняння ax − 3 = b, залежно вiд параметрiв a i 

b. 

Розв’язання 

У рiвняннi ax − 3 = b виконаємо тотожнi перетворення та отриаємо: 

ax = b + 3. 

Якщо a ≠ 0, то x = b+3
a

, при будь-якому b. 

Якщо a = 0, то при b = −3 рiвняння набуває такого вигляду 0x = 0, 

тобто можна сказати, що коренями рiвняння є будь-якi числа. 
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Якщо a = 0, а b ≠ −3, то ми отримаємо наступний вигляд рiвняння 

0x = b + 3, причому b + 3 ≠ 0. Така рiвнiсть означає. Що рiвняння не має 

коренiв. 

Вiдповiдь: при a ≠ 0 i при будь-якому b, x = b+3
a

; при a = 0, i b = −3 

коренi всi числа; при a = 0, i b ≠ −3 коренiв немає. 

Приклад 10. Розв’язати рiвняння (𝑎𝑎 + 1) 𝑥𝑥 =  𝑎𝑎² − 1. 

Розв’язання: 

Аналiзуючи рiвняння, приходимо до висновку, що треба розглянути двi 

множини значень а: а = – 1 𝑖𝑖 а ≠ – 1. 

Коли а = – 1 , то рiвняння приймає вигляд: 0х = 0 . Цьому рiвняння 

задовольняє довiльне значення х (𝑥𝑥 ∈  𝑅𝑅). 

Коли а ≠ –  1, то пiсля скорочення на вираз (a +1) дiстанемо рiвняння, 

яке має єдиний розв’язок х =  а– 1. 

Вiдповiдь: При а =  − 1 розв’язком є довiльне число (𝑥𝑥 ∈  𝑅𝑅), коли 

а ≠ –  1, то х =  а – 1. 

Завдання для самостiйної роботи: 

1. Знайти кiлькiсть коренiв системи �𝑎𝑎𝑥𝑥 + 8𝑦𝑦 = 24
2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦 = 12  та значення 

параметра 𝑎𝑎 при яких система матиме безлiч коренiв.  

2. При яких значеннях параметра 𝑚𝑚  система рiвнянь 

�
𝑚𝑚𝑥𝑥 + 4𝑦𝑦 = 6 − 9𝑚𝑚
2𝑥𝑥 + (2 + 𝑚𝑚)𝑦𝑦 = 8  має розв’язки 𝑥𝑥 > 0, 𝑦𝑦 > 0. 

 

Квадратні рівняння з параметром 

 

Квадратне рiвняння з параметрам – це рiвняння виду  𝑎𝑎𝑥𝑥² +  𝑏𝑏𝑥𝑥 +  𝑐𝑐 =

 0, де х – змiнна, а 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 – параметри. 

Наочний приклад розв’язання типового квадратного рiвняння з 

параметром у виглядi схеми: 
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Рисунок 7 

Вiдповiдь: при 𝑎𝑎 = 0, 𝑥𝑥 = − 𝑐𝑐
𝑏𝑏

;  якщо 𝑎𝑎 ≠  0,𝐷𝐷 >  0  то 𝑥𝑥 =  −𝑏𝑏 ±√𝐷𝐷
2𝑎𝑎

; 

якщо 𝑎𝑎 ≠  0, 𝐷𝐷 =  0 т𝑐𝑐 𝑥𝑥 =  −𝑏𝑏
2𝑎𝑎

;i якщо 𝑎𝑎 ≠  0, 𝐷𝐷 <  0 то 𝑥𝑥 ∈  Ø. 

Приклад 11 У рiвняннi 𝑥𝑥2  +  𝑎𝑎𝑥𝑥 +  𝑎𝑎 +  2 =  0 знайти усi значення 

параметра а, при кожному з яких один корiнь рiвняння дорiвнює подвiйному 

значенню другого кореня [29]. 

Розв’язання: 

Дане рiвняння буде зручно розв’язати за допомогою теореми Вiєта та 

скласти систему рiвнянь: 

�
𝑥𝑥₁ + 𝑥𝑥₂ =  −𝑎𝑎
𝑥𝑥₁𝑥𝑥₂ = 𝑎𝑎 + 2
𝑥𝑥₁ = 2𝑥𝑥₂

 

де 𝑥𝑥₁, 𝑥𝑥₂  – коренi квадратного тричлена. Iз цiєї системи знаходимо 

значення 

𝑥𝑥₁ =  −  2
3
𝑎𝑎, 𝑥𝑥₂ =  −  1

3
 𝑎𝑎 

i дiстанемо рiвняння вiдносно параметра а: 2𝑎𝑎² −  9𝑎𝑎 − 18 =  0 . 

Розв’язуючи це рiвняння, отримаємо шуканi значення 𝑎𝑎₁ =  −  3
2

, 𝑎𝑎₂ =  6 . 

Перевiряємо цi значення. Коли 𝑎𝑎 = −1,5, то задане рiвняння приймає вигляд 
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𝑥𝑥² − 1,5𝑥𝑥 +  0,5 =  0 , коренi якого 1; 0,5. Якщо 𝑎𝑎 =  6 , то маємо 

рiвняння 

𝑥𝑥² +  6𝑥𝑥 +  8 =  0, коренi якого 𝑥𝑥₁ =  −4, 𝑥𝑥₂ =  −2. 

Можна побачити, що отриманi значення a задовольняють умови задачi. 

Вiдповiдь: 𝑎𝑎 = – 1,5; 𝑎𝑎 =  6 [3. стр. 16]. 

Наступний приклад цiкавий тим, що там на першому мiсцi стоїть не 

коефiцiєнт, як звично нам, а параметр. Тому до рiвняння потрiбно пiдходити з 

особливим пiдходом – розглядати вираз при змiннiй, тобто дослiдити при 

якому значенню параметра цей вираз дорiвнює нулю. За допомогою схеми 

можна побачити розв’язок такого рiвняння: 

 

Рисунок 8 
Вiдповiдь: при 𝑎𝑎 =  −1 , 𝑥𝑥 =  − 1,5 ; якщо 𝑎𝑎 <  − 2  то  𝑥𝑥 ∈  Ø ; 

при 𝑎𝑎 =  − 2, 𝑥𝑥 =  −2; якщо 𝑎𝑎 > − 2, 𝑥𝑥 = −𝑎𝑎 ±√𝑎𝑎+2
𝑎𝑎+1

. 

Приклад 12. Знайти коренi рiвняння 4𝑥𝑥2 − (3𝑎𝑎 + 1)𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 − 2 = 0 та 
значення параметра 𝑎𝑎, якi належать iнтервалу (-1;2) [27]. 

Розв’язання. 
Спершу будемо обчислювати дискримiнант рiвняння  
𝐷𝐷 =  (3а + 1)2 +  16(а + 2)  =  9а2  +  22а +  33. 
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Якщо 𝐷𝐷 ≥  0, то коренi рiвняння будуть 𝑥𝑥1,2 = 3𝑎𝑎+1±√9𝑎𝑎2+22𝑎𝑎+33
8

. Потiм 
потрiбно розв’язати систему нерiвностей, оскiльки коренi х1,  х2 ∈ (– 1; 2) 

 

�
−8 < 3𝑎𝑎 + 1 + √9𝑎𝑎2 + 22𝑎𝑎 + 33  < 16
−8 < 3𝑎𝑎 + 1 − √9𝑎𝑎2 + 22𝑎𝑎 + 33  < 16

9𝑎𝑎2 + 22𝑎𝑎 + 33 ≥ 0
, 

  
Краще розглянути простий i зручний спосiб розв’язування – графiчний. 
 

 
Рисунок 9 

 
Умови, що визначають саме таке положення параболи: 

⎩
⎨

⎧
𝑓𝑓(−1) > 0
𝑓𝑓(2) > 0
𝐷𝐷 ≥ 0

−1 < 𝑥𝑥0 < 2

 

У даному конкретному випадку, будемо мати: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2𝑎𝑎 + 3 > 0
−7𝑎𝑎 + 12 > 12

9𝑎𝑎2 + 22𝑎𝑎 + 33 ≥ 0

−1 <
3𝑎𝑎 + 1

8
< 2

 

Проаналiзувавши дану систему, отримаємо, що 𝑎𝑎∈ .
7

12;
2
3







−  

Вiдповiдь: 𝑎𝑎 ∈ .
7

12;
2
3







−  

 

Дробово-раціональні рівняння з параметрами 

 

Рiвняння у яких лiва чи права частина, або навiть i обидвi частини 

дробовi вирази i мають один або ж декiлька параметрiв, називаються дробово-

рацiональнi рiвняння з параметрами. 

Варто при розв’язуваннi таких рiвнянь пам’ятати про область 

визначення даного рiвняння [1]. 

Приклад 13. Розв’язати рiвняння 𝑎𝑎−1
2𝑎𝑎𝑥𝑥+3

= 1 

Розв’язання: 

У даному рiвняннi потрiбно розглянути наступнi значення параметра а: 

𝑎𝑎 =  1 i 𝑎𝑎 ≠  1. 

1. Якщо 𝑎𝑎 =  1, то отримаємо рiвняння 0
2х+3

= 1, яке не має змiсту. 

2. Якщо 𝑎𝑎 ≠  1, спершу необхiдно знайти область визначення рiвняння, 

яке залежить вiд а. Область визначення рiвняння: 2𝑎𝑎𝑥𝑥 +  3 ≠  0. Якщо 𝑎𝑎 =  0, 

то ця умова виконується при усiх дiйсних значеннях х. Для усiх х iз областi 

визначення х ≠ − 3
2а

 задане рiвняння має розв’язок: х = 𝑎𝑎−4
2𝑎𝑎

. Потрiбно 

обов’язково знайти розв’язок рiвняння при а = 0. Пiдставляючи 𝑎𝑎 = 0  у задане 

рiвняння, отримуємо −1
3

= 1, тобто при 𝑎𝑎 = 0 рiвняння розв’язкiв не має [28]. 

Вiдповiдь: при 𝑎𝑎 = 0 i 𝑎𝑎 = 1рiвняння розв’язкiв не має, коли 𝑎𝑎 ≠  0; 

𝑎𝑎 ≠  1 x=𝑎𝑎−1
2𝑎𝑎

 [9. стр. 13]. 
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Iрраціональні рівняння з параметрами 

 

Рiвняння в якого лiва i права частини є алгебраїчними виразами, один з 

яких iррацiональний, а в лiвiй чи правiй, або ж в обох частинах мiститься 

параметр, називається iррацiональним рiвнянням з параметром. 

Iррацiональними називають такi алгебраїчнi вирази, якi крiм дiй 

додавання, вiднiмання, множення, дiлення та пiднесення до степеня з 

натуральним показником мiстять також i дiї добування кореня n-го степеня. 

Важливо вiдмiтити, що в таких типах рiвнянь, як i в дробово-

рацiональних рiвняннях, важливо не забувати про область визначення [13]. 

Приклад 14. Розв’язати рiвняння √1 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 − √1 −  𝑎𝑎𝑥𝑥 = x. 

Розв’язання: 

Маємо iррацiональне рiвняння, тому припустимi значення параметра а 

i змiнної х визначаються iз наступних умов: 

Область визначення: �1 + 𝑎𝑎𝑥𝑥 ≥ 0
1 − 𝑎𝑎𝑥𝑥 ≥ 0 => -1≤ 𝑎𝑎𝑥𝑥 ≤ 1. 

Наступним кроком будемо з’ясовувати, коли добуток ах має додатне i 

вiд’ємне значення. 

1. Якщо 𝑎𝑎𝑥𝑥 >  0 , то вираз √1 + 𝑎𝑎𝑥𝑥  − √1 −  𝑎𝑎𝑥𝑥  > 0, тобто додатний. 

Згiдно з заданим рiвнянням змiнна х >0. Вiдповiдно параметр а > 0 (бо ах > 0). 

2. Якщо 𝑎𝑎𝑥𝑥 <  0 , то вираз √1 +  𝑎𝑎𝑥𝑥 − √1 −  𝑎𝑎𝑥𝑥 < 0,тому х < 0 i 

вiдповiдно а > 0. 

3. Коли a =  0, то iз заданого рiвняння знаходимо розв’язок х = 0 [18]. 

Таким чином, задане рiвняння має розв’язок тiльки при 𝑎𝑎 ≥  0 . 

Перетворимо рiвняння до виразу: √1 +  𝑎𝑎𝑥𝑥  = x + √1 −  𝑎𝑎𝑥𝑥 . Пiсля того як 

рiвняння пiднести до квадрата та виконати вiдповiднi перетворення дiстанемо: 

𝑥𝑥(𝑥𝑥 +  2 √1 −  𝑎𝑎𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎) = 0. 

Отримуємо, що рiвняння має розв’язок 𝑥𝑥₁ =  0  для усiх дiйсних 

значень а. 

Друге рiвняння 2 √1 − ах = 2a − 𝑥𝑥 має розв’язок, коли 2𝑎𝑎 − x ≥ 0, 1− 𝑎𝑎𝑥𝑥 
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≥ 0. Пiсля пiднесення до квадрата маємо 𝑥𝑥²  = 4(1 −  𝑎𝑎²).  Це рiвняння має 

коренi при 

|𝑎𝑎| ≤ 1: 𝑥𝑥₂ =  −2 √1 − 𝑎𝑎; 𝑥𝑥₃ =  2 √1 − 𝑎𝑎. 

Таким чином, х₂ i х₃ є розв’язками заданого рiвняння при виконаннi 

наступних умов: 

�

𝑎𝑎𝑥𝑥 ≤ 1
2𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 ≥ 0
𝑎𝑎 > 0

|𝑎𝑎| ≤ 1

 

Пiдставляючи значення х₂ i х₃  у систему вище дiстанемо iнтервал змiни 

параметра 𝑎𝑎. 

�
±2𝑎𝑎√1 − 𝑎𝑎2 ≤ 1
𝑎𝑎 ≥ √1 − 𝑎𝑎2

0 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 1
      =>   �

4𝑎𝑎2(1 − 𝑎𝑎2) ≤ 1
𝑎𝑎2 ≥ 1 − 𝑎𝑎²
0 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 1

     =>   �
4𝑎𝑎4 − 4𝑎𝑎2 − 1 ≥ 0

2𝑎𝑎2 ≥ 1
0 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 1

 

    �
(2𝑎𝑎2 − 1)2 ≥ 0

𝑎𝑎2 ≥ 0,5
0 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 1

    =>    �
𝑎𝑎 є (−∞;∞)
√2
2

< 𝑎𝑎 < 1
0 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 1

 

 

Вiдповiдь: Розв’язки: 𝑥𝑥₁ = 0 для 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 , 𝑥𝑥₂  = −2 √1 − 𝑎𝑎2 , 𝑥𝑥₃  = 2 

√1 − 𝑎𝑎2  при 0,5√2 ≤ 𝑎𝑎 ≤1 [9. стр. 14]. 

 

Рівняння з параметрами, що містять модуль 

 

Для розв’язання рiвнянь з параметрами, що мiстять знак модуля, 

найчастiше використовують два методи: 

1. Метод iнтервалiв (для таких рiвнянь |𝑥𝑥 + 𝑎𝑎| ≥ 𝑎𝑎); 

2. Метод областей ( для рiвнянь |𝑥𝑥 + 𝑎𝑎| ≤ 𝑥𝑥). 

Алгоритм розв’язку методу iнтервалiв: 

• Спершу потрiбно визначити область допустимих значень та 

позначити їх на промiжку; 

• Вирази, що стоять пiд знаком модуля прирiвняти до нуля, та 
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знайти невiдомi значення; 

• Область допустимих значень, а також нулi функцiї на промiжку 

визначають систему iнтервалiв, на кожному з яких функцiї є неперервними, 

оскiльки вони стоять пiд знаком модуля; 

• Наступний крок, розв’язування рiвнянь на кожному з iнтервалiв; 

• Останнiм етапом буде знаходження остаточного розв’язку 

рiвняння на кожному з iнтервалiв. 

Алгоритм розв’язку методу областей 

• Спершу необхiдно знайти та побудувати на площинi область 

допустимих значень рiвняння з параметром; 

• Потiм, вирази, що стоять пiд знаком модуля прирiвняти до нуля. 

Побудувати графiк на координатнiй площинi 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑎𝑎, де 𝑥𝑥 – змiнна, 𝑎𝑎 – параметр, 

який задовольняє даному рiвнянню; 

• За допомогою графiка, необхiдно визначити промiжки на яких 

область допустимих значень буде розбитою; 

• На кожному промiжку розв’язуємо рiвняння; 

• Останнiй крок, знайти остаточнi розв’язки рiвняння. 

Приклад 15. Знайти кiлькiсть розв’язкiв рiвняння |𝑥𝑥+2|
|𝑥𝑥|−2

= |𝑥𝑥| + 𝑎𝑎 

залежно вiд параметра 𝑎𝑎 [26]. 

Розв'язання 
Найперше потрiбно побудувати в системi координат (𝑥𝑥; 𝑦𝑦)  графiки 

функцiй 𝑦𝑦 = |𝑥𝑥+2|
|𝑥𝑥|−2

 та 𝑦𝑦 = |𝑥𝑥| + 𝑎𝑎. 

Далi шукаємо область визначення функцiй – це буде множина дiйсних 
чисел, окрiм 2 та -2. 

Для функцiї 𝑦𝑦 = |𝑥𝑥| + 𝑎𝑎: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

−(𝑥𝑥 + 2)
−𝑥𝑥 − 2

, якщ𝑐𝑐  𝑥𝑥 < 2

𝑥𝑥 + 2
−𝑥𝑥 − 2

, якщ𝑐𝑐 − 2 < 𝑥𝑥 < 0

𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 − 2

, якщ𝑐𝑐  𝑥𝑥 ≥ 0, 𝑥𝑥 ≠ 2
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Рисунок 10 

 

Чiтко можна побачити, що графiки функцiй 𝑦𝑦 = |𝑥𝑥+2|
|𝑥𝑥|−2

 та 𝑦𝑦 = |𝑥𝑥| + 𝑎𝑎 , 

мають одну точку перетину, тобто один розв’язок, при 𝑎𝑎 > −1. 
При 𝑎𝑎 = −1, графiки мають двi спiльнi точки, тобто рiвняння має два 
розв’язки. 
При −3 < 𝑎𝑎 < −1, графiки мають 4 точки перетину, а отже i чотири 
розв’язки. 
При 𝑎𝑎 ≤ −3, графiки мають три спiльнi точки, а отже i три розв’язки. 
Вiдповiдь. Якщо 𝑎𝑎 ≤ – 3 — рiвняння має 3 розв’язки; 
якщо – 3 <  𝑎𝑎 < – 1 —  4 розв’язки; 
якщо  𝑎𝑎 = – 1 — 2 розв’язки; 
якщо 𝑎𝑎 > – 1 — 1 розв’язок. 

Приклад 16. Розв’язати рiвняння �𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝟖𝟖|𝐱𝐱| + 𝟕𝟕� = 𝐚𝐚 
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 та знайти при яких значеннях параметра 𝑎𝑎 є менше чотирьох коренiв. 

Розв’язання 

Виконаємо деякi перетворення у рiвняннi та запишемо його у виглядi: 

|(|𝑥𝑥| − 4)2 − 9| = 𝑎𝑎 

Видiлимо двi функцiї та запишемо їх  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |(|𝑥𝑥| − 4)2 − 9| та  

g(x)= 𝑎𝑎 

 

 

Рисунок 11 
 

Побудуємо графiки функцiй 𝑓𝑓(𝑥𝑥) та 𝑡𝑡(𝑥𝑥)  

Графiком функцiї   𝑡𝑡(𝑥𝑥) =  𝑎𝑎 буде пряма, паралельна осi Ох. 

Розв’язком рiвняння є абсциси точок перетину графiкiв функцiй. Пряма 𝑡𝑡(𝑥𝑥)  

не перетинає графiк 𝑓𝑓(𝑥𝑥), якщо 𝑎𝑎 <  0 i 𝑎𝑎 > 9, то точок перетину з графiком 

буде менше, нiж чотири, а це означає, що рiвняння буде мати менше 

чотирьох коренiв. 𝑎𝑎 ∈ (−∞; 0) ∪ (9; +∞) [29]. 

Вiдповiдь:  𝒂𝒂 ∈ (−∞;𝟎𝟎) ∪ (𝟗𝟗; +∞) 
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Приклад 17. Знайти коренi рiвняння |𝑥𝑥2  −  4| − |𝑥𝑥 2 −  9| = 𝑎𝑎  

при всiх дiйсних значеннях параметра а. 

 

Розв’язання 

Подiлимо рiвняння на двi функцiї та розглянемо їх  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  |𝑥𝑥2  −  4| − |𝑥𝑥2  −  9| i 𝑡𝑡(𝑥𝑥) =  𝑎𝑎. 

Знайдемо нулi модулiв та знаки їх на промiжку i побудуємо графiк 

функцiї 𝑓𝑓(𝑥𝑥).  

Для −3 < 𝑥𝑥 < −2;   2 < 𝑥𝑥 < 3   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2х2 −  13 

Для −2 < 𝑥𝑥 < 2   𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  − 5 

 

 

Рисунок 12 
Проаналiзувавши розв’язки рiвняння можна зробити такi виснови: 

якщо  𝑎𝑎 <  −5 або 𝑎𝑎 > 5 – розв’язкiв не має 

якщо  𝑎𝑎 =  −5, то х ∈ [−2; 2] 

якщо 𝑎𝑎 =  5, то х ∈ (−∞;−3] ∪ [3;  ∞) 

якщо 𝑎𝑎 ∈ (−5; 5) то х = ±�а+13
2
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Рисунок 13 
 

Вiдповiдь: при  𝑎𝑎 <  −5 або 𝑎𝑎 > 5 – розв’язкiв не має 

при 𝑎𝑎 =  −5, то х ∈ [−2; 2] 

при 𝑎𝑎 =  5, то х ∈ (−∞;−3] ∪ [3;  ∞) 

при 𝑎𝑎 ∈ (−5; 5) то х = ±�а+13
2

 

 

Тригонометричні рівняння з параметрами 

 

Тригонометричнi рiвняння з параметром – це такий тип рiвнянь, коли 

невiдома величина знаходиться пiд знаком тригонометричних функцiй, а в 
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лiвiй, або правiй, або в обох частинах якого є параметр, або параметри. 

Найпростiшими тригонометричними рiвняннями називаються 

рiвняння 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 =  𝑎𝑎;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 =  𝑎𝑎;  𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥 =  𝑎𝑎;  𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑥𝑥 =  𝑎𝑎 . Для того, щоб 

розв’язати найпростiше тригонометричне рiвняння потрiбно знайти множину 

всiх кутiв, що мають дане значення a тригонометричної функцiї. Якщо 

рiвняння не є найпростiшим, то його треба звести до найпростiшого [18]. 

Для правильного розв’язку тригонометричного рiвняння з параметром 

необхiдно пам’ятати: 

1) всi тригонометричнi формули (основнi тригонометричнi формули, 

формули подвiйних кутiв, формули зниження степеню, формули перетворення 

добутку в суму, формули перетворення суми в добуток, унiверсальнi 

тригонометричнi пiдстановки тощо); 

2) перiоди тригонометричних функцiй (у функцiй 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑥𝑥, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥 перiод 

2П, у 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥, 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑥𝑥 перiод П; 

3) обмеженiсть функцiй (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑥𝑥 за модулем одиницею); 

4) формули зведення; 

5) метод замiни змiнної; 

6) метод введення допомiжного кута; 

7) метод вирiшення однорiдних тригонометричних рiвнянь (подiлити 

обидвi частини рiвняння на старших аргумент, який не дорiвнює нулю). 

Приклад 18. При яких значеннях 𝑎𝑎  рiвняння 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠24𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 −

3) cоs 4𝑥𝑥 = 0  має коренi на промiжку i дослiдити їх кiлькiсть �𝜋𝜋
8

; 5𝜋𝜋
8
� ? 

Розв’язання. 

Спершу необхiдно винести спiльний множник за дужки, отримаємо 

рiвняння  cоs 4𝑥𝑥 (cоs 4𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 − 3) = 0. 

Припустимо спочатку, що cоs 4𝑥𝑥 = 0.  

Тодi при  𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
8

+ 𝜋𝜋
4
𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ Ζ можна отримати три кореня  𝜋𝜋

8
, 3𝜋𝜋
8

, 5𝜋𝜋
8

, якi 

належать вiдрiзку �𝜋𝜋
8

; 5𝜋𝜋
8
�.  
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Другий множник не дорiвнює нулю при 𝑎𝑎 ≠ 3 на цьому вiдрiзку i може  

перетворитися в нуль при |3 − 𝑎𝑎| ≤ 1. 

Якщо  |3 − 𝑎𝑎| ≤ 1 , то коренями другого множника будуть числа   

∓1
4

arccоs(3 − 𝑎𝑎) + 𝜋𝜋
2
𝑛𝑛 i хоча б один з них потрапить на вiдрiзок �𝜋𝜋

8
; 5𝜋𝜋
8
�.  

Отже, має бути |3 − 𝑎𝑎| ≤ 1, звiдки отримуємо   

𝑎𝑎 < 2   або   𝑎𝑎 > 4. 

Вiдповiдь: 𝑎𝑎 ∈ (−∞; 2) ∪ (4; +∞). 

Приклад 19. Знайдiть усi значення параметра 𝑎𝑎 , при яких рiвняння 

cоs(√𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2) = 1  має шiсть коренiв. 

Розв’язання. 

Рiвняння     cоs(√𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2) = 1 рiвносильне рiвнянню  

�𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2 = 2𝜋𝜋𝑛𝑛,𝑛𝑛 ∈ 𝑛𝑛. 

При 𝑛𝑛 ∈ 𝑛𝑛−—рiвняння не має коренiв. 

При 𝑛𝑛 = 0 рiвняння має два коренi. 

Розглянемо рiвняння при 𝑛𝑛 ∈ 𝑛𝑛+. 

Графiком рiвняння 𝑦𝑦 = √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2 є пiвколо з центром у точцi О (0;0), 

радiусом 𝑅𝑅 = |𝑎𝑎|. 

Графiком рiвняння 𝑦𝑦 = 2𝜋𝜋𝑛𝑛,𝑛𝑛 ∈ 𝑛𝑛+  є прямi, паралельнi осi абсцис. 

Наприклад, 
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Рисунок 14 
Якщо 𝑎𝑎 = 6𝜋𝜋, то рiвняння має 5 рiшень, а при   𝑎𝑎 = 8𝜋𝜋 , то розв’язкiв 

вже 7. 

Отже, при 𝑎𝑎 ∈ (−8𝜋𝜋;−6𝜋𝜋) ∪ (6𝜋𝜋; 8𝜋𝜋) рiвняння матиме шiсть коренiв.  

Вiдповiдь: При 𝑎𝑎 ∈ (−8𝜋𝜋;−6𝜋𝜋) ∪ (6𝜋𝜋; 8𝜋𝜋). 

Приклад 20. При яких значеннях параметра 𝑏𝑏 рiвняння  

(1 − 𝑏𝑏)𝑡𝑡𝑡𝑡2𝑥𝑥 −
2

cоs 𝑥𝑥
+ 1 + 3𝑏𝑏 = 0 

 має бiльш нiж один корiнь на промiжку (0; 𝝅𝝅
𝟐𝟐

)? 

Розв’язання. 

Нехай 𝑡𝑡 = cоs 𝑥𝑥, тодi 

𝑡𝑡𝑡𝑡2𝑥𝑥 =
sin2 𝑥𝑥
cоs2 𝑥𝑥

=
1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑥𝑥

=
1 − 𝑡𝑡2

𝑡𝑡2
, 

(0 < 𝑡𝑡 < 1, враховуючи умову задачi). 

Тодi рiвняння набуває вигляду  
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(1 − 𝑏𝑏)
1 − 𝑡𝑡2

𝑡𝑡2
−

2
𝑡𝑡

+ 1 + 3𝑏𝑏 = 0, 

(1 − 𝑏𝑏)(1 − 𝑡𝑡2)  − 2𝑡𝑡 + 𝑡𝑡2 + 3𝑏𝑏𝑡𝑡2 = 0, 

1 − 𝑡𝑡2 − 𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡 + 𝑡𝑡2 + 3𝑏𝑏𝑡𝑡2 = 0; 

4𝑏𝑏𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡 + (1 − 𝑏𝑏) = 0. 

Нехай спершу 𝒃𝒃 = 𝟎𝟎, тодi рiвняння набуває вигляду 2𝑡𝑡 = 1, звiдки  𝑡𝑡 =
1
2
. 

Звiдки слiдує  cоs 𝑥𝑥 = 1
2
  ; 

Тобто, 𝑥𝑥 = ±𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 1
2

+ 𝜋𝜋𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛; 

𝑥𝑥 = ± 𝜋𝜋
3

+ 𝜋𝜋𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛. 

Отже, в цьому випадку рiвняння має єдиний корiнь 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋
3

   на промiжку 

(0; 𝜋𝜋
2

), а даний факт не задовольняє умову задачi. 

Проаналiзуємо рiвняння при  𝑏𝑏 ≠ 0 :  4𝑏𝑏𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡 + (1 − 𝑏𝑏) = 0. 

Дискримiнант рiвняння  𝐷𝐷
4
 буде дорiнювати: 

𝐷𝐷
4

= 1 − 4𝑏𝑏 + 4𝑏𝑏2 = (1 − 2𝑏𝑏)2, 

А тому 

𝑡𝑡1 = 2+4𝑏𝑏−2
8𝑏𝑏

= 4𝑏𝑏
8𝑏𝑏

= 1
2
, 

𝑡𝑡2 = 2−4𝑏𝑏+2
8𝑏𝑏

= 4−4𝑏𝑏
8𝑏𝑏

= 1−𝑏𝑏
2𝑏𝑏

. 

cоs 𝑥𝑥 = 1
2
 , cоs 𝑥𝑥 = 1−𝑏𝑏

2𝑏𝑏
; 

За умовою задачi нам потрiбно, щоб рiвняння мало бiльше нiж один 

корiнь на iнтервалi (0; 𝜋𝜋
2

), тобто має виконуватися нерiвнiсть 

0 <
1 − 𝑏𝑏

2𝑏𝑏
< 1. 

З останньої умови слiдує, що рiвняння матиме бiльше нiж один корiнь 

на промiжку (0; 𝜋𝜋
2

), за виконання умов, звiдки знаходимо:  
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
1−𝑏𝑏
2𝑏𝑏

> 0,
1−𝑏𝑏
2𝑏𝑏

< 1,
1−𝑏𝑏
2𝑏𝑏

≠ 1
2

,

               

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑏𝑏−1
2𝑏𝑏

< 0,
1−𝑏𝑏−2𝑏𝑏

2𝑏𝑏
< 0,           

1−𝑏𝑏
𝑏𝑏
≠ 1,

�

𝑏𝑏−1
𝑏𝑏

< 0,
3𝑏𝑏−1
𝑏𝑏

> 0,
1 − 𝑏𝑏 ≠ 𝑏𝑏,

      �

0 < 𝑏𝑏 < 1;
𝑏𝑏 < 0;  𝑏𝑏 > 1

3
,

𝑏𝑏 ≠ 1
2

.
 

Звiдки маємо 𝑏𝑏 ∈ �1
3

; 1
2
� ∪ �1

2
; 1�.  

Вiдповiдь: При 𝑏𝑏 ∈ �1
3

; 1
2
� ∪ �1

2
; 1� рiвняння може мати бiльше нiж один 

кокрiнь. 

Приклад 21. Знайдiть всi значення параметру р, при яких рiвняння 

cоs 𝑥𝑥 + �1 + 𝑝𝑝 sin 𝑥𝑥 =  1 + �1 − 𝑝𝑝 має  розв’язки. 

Розв’язання. 

Область визначення для параметра р: �1 + 𝑝𝑝 ≥ 0,
1 − 𝑝𝑝 ≥ 0.      �

𝑝𝑝 ≥ −1,
𝑝𝑝 ≤ 1.   

Маємо −1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 1. 

Застосуємо метод допомiжного аргументу . Для цього введемо 

параметри 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 та 𝑐𝑐. 

𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = �1 + 𝑝𝑝 , 𝑐𝑐 = 1 + �1 − 𝑝𝑝 

�𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = �1 + 1 + 𝑝𝑝 = �2 + 𝑝𝑝 

Подiливши обидвi частини рiвняння на �2 + 𝑝𝑝 , отримаємо  

1
�2 + 𝑝𝑝

cоs 𝑥𝑥 +
�1 + 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
sin 𝑥𝑥 =

1 + �1 − 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
; 

Зауважимо, при цьому у нас коефiцiєнти перед синусом i косинусом 

володiють наступними властивостями:  

0 <
1

�2 + 𝑝𝑝
≤ 1;    0 ≤

�1 + 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
≤ 1 

�
1

�2 + 𝑝𝑝
�
2

+ �
�1 + 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
�
2

=
1 + 1 + 𝑝𝑝

2 + 𝑝𝑝
=
𝑝𝑝 + 2
𝑝𝑝 + 2

= 1; 

Позначимо sin𝜑𝜑 =
1

�2 + 𝑝𝑝
  ;  cоs𝜑𝜑 =

�1 + 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
  . 
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sin𝜑𝜑 cоs 𝑥𝑥 + cоs𝜑𝜑 sin 𝑥𝑥 =
1 + �1 − 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
; 

sin(𝜑𝜑 + 𝑥𝑥) =
1 + �1 − 𝑝𝑝

�2 + 𝑝𝑝
; 

Зауважимо, що невiдому х шукати не треба  

−1 ≤ sin(𝜑𝜑 + 𝑥𝑥) ≤ 1.   

Тодi −1 ≤ 1+�1−𝑝𝑝
�2+𝑝𝑝

≤ 1. 

Враховуючи, що цей дрiб приймає додатнi значення, маємо 

 1 + �1 − 𝑝𝑝 ≤ �2 + 𝑝𝑝. 

Обидвi частини нерiвностi теж приймають додатнi значення. Отже, 

можна пiднести обидвi частини до квадрату. Тодi матимемо нерiвнiсть  

1 + 2�1 − 𝑝𝑝 + 1 − 𝑝𝑝 ≤ 2 + 𝑝𝑝; 

Звiдки 

2�1 − 𝑝𝑝 ≤ 2𝑝𝑝;   т𝑐𝑐бт𝑐𝑐   �1 − 𝑝𝑝 ≤ 𝑝𝑝 

�
1 − 𝑝𝑝 ≥ 0;
𝑝𝑝 ≥ 0;

1 − 𝑝𝑝 ≤ 𝑝𝑝2.
      � 

0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 1;
𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝 − 1 ≥ 0.      

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 1;

�
𝑝𝑝 ≤ −1−√5

2
;

𝑝𝑝 ≥ −1+√5
2

.

           

Аналiзуючи отриманi нерiвностi, будемо мати,   −1+√5
2

≤ 𝑝𝑝 ≤ 1. 

Вiдповiдь:𝑝𝑝 𝑛𝑛 �−1+√5
2

; 1� 

Приклад 22. При якому значеннi параметра 𝑎𝑎 рiвняння 

 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠23𝑥𝑥 + �2𝑎𝑎2 − 7
2
� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2 − 2 = 0    має коренi на промiжку 

�− 𝜋𝜋
6

; 𝜋𝜋
2
�? [8] 

Розв’язання 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠23𝑥𝑥 + �2𝑎𝑎2 −
7
2
� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2 − 2 = 0 ⇔ �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 = − 1
2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 = −2𝑎𝑎2 + 4
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Розглянемо графiк 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 на промiжку �− 𝜋𝜋
6

; 𝜋𝜋
2
�. 

 

 

Рисунок 15 

Рiвняння 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 = −1
2
 на даному промiжку має два коренi�− 𝜋𝜋

6
; 𝜋𝜋
2
�. Для 

того щоб виконати умову задачi потрiбно, щоб це рiвняння  

Для виконання умови задачi необхiдно, щоб рiвняння 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 = −2𝑎𝑎2 +

4  мало коренi на цьому промiжку. Вiдразу зрозумiло, що потрiбн6о щоб 

−2𝑎𝑎2 + 4 = 0 ⇔ 𝑎𝑎 = ±√2. 

Вiдповiдь: 2a = ± . 

Приклад 23. Розв’язати рiвняння |𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥| + 2|𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥| +

|2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 − 1| = 𝑎𝑎 − 1. [19] 

Розв’язання 
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Для зручнiшого розв’язку потрiбно подати рiвняння у виглядi: 

|𝑎𝑎 − 2 sin 𝑥𝑥| + 2|sin 𝑥𝑥 − cоs 𝑥𝑥| + |2 cоs 𝑥𝑥 − 1|

= (𝑎𝑎 − 2 sin 𝑥𝑥) + (sin 𝑥𝑥 − cоs 𝑥𝑥) + (2 cоs 𝑥𝑥 − 1) 

Скористаємося тим, що |𝑎𝑎| + |𝑏𝑏| = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ⇔ �𝑎𝑎 ≥ 0
𝑏𝑏 ≥ 0 . 

Звiдси випливає, що 

 

|𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥| + 2|𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥| + |2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 − 1| = 𝑎𝑎 − 1 ⇔

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑎𝑎 − 2 sin 𝑥𝑥 ≥ 0

sin 𝑥𝑥 − cоs 𝑥𝑥 ≥ 0  
2 cоs 𝑥𝑥 − 1 ≥ 0

         ⇔               

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ sin 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎

2

sin �𝑥𝑥 − 𝜋𝜋
4
� ≥ 0

cоs 𝑥𝑥 ≥ 1
2

       ⇔

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ sin 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎

2
𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 5𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛

−𝜋𝜋
3

+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋
3

+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛,   𝑛𝑛 ∈ 𝑅𝑅

       ⇔       �
sin 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎

2
𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋
3

+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛,   𝑛𝑛 ∈ 𝑅𝑅
. 

 

Розв’язки другої нерiвностi можна розглянути на одиничному колi: 
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Рисунок 16 
Перша нерiвнiсть при 𝑎𝑎 ≥ 2  виконується  завжди, при 𝑎𝑎 < −2 не має 

розв’язкiв i при −2 < 𝑎𝑎 < 2: 

−𝜋𝜋 − arcsin
𝑎𝑎
2

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥 ≤ arcsin
𝑎𝑎
2

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘,   𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 

Можна зробити висновки, що при 𝑎𝑎 ≥ √3,   𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋
3

+

2𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅   , при  √2 ≤ 𝑎𝑎 ≤ √3,   𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑎𝑎
2

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅   i при 

𝑎𝑎 < √2,   𝑥𝑥 ∈ ∅. 
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Рисунок 17 
 

Вiдповiдь: при 𝑎𝑎 ≥ √3,   𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋
3

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘,𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅   , при  √2 ≤

𝑎𝑎 ≤ √3,   𝜋𝜋
4

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑎𝑎
2

+ 2𝜋𝜋𝑘𝑘,𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅   i при 𝑎𝑎 < √2,   𝑥𝑥 ∈ ∅. 
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Розділ 3. Застосування комп’ютерної програми для розв’язання задач з 
параметрами 

 

За допомогою комп’ютерної програми Micrоsоft Mathematics 4.0 можна 

з легкiстю побудувати графiки функцiй рiзної складностi, а також визначити 

ОДЗ функцiй, знайти  промiжки спадання та зростання. Також в програмi 

можна побудувати декiлька функцiй на одному графiку рiзними кольорами, 

що дає змогу чiтко визначити точки перетину графiкiв. 

 

 

Рисунок 18 
 

Ось так виглядає сам iнтерфейс програми. Розглянемо декiлька 

прикладiв та побудуємо графiки функцiй в данiй програмi. 

Приклад 24. Визначити кiлькiсть розв’язкiв в рiвняннi |𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3| =

𝑎𝑎, для кожного параметра 𝑎𝑎. 

Розв’язання 
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Спершу потрiбно побудувати графiки функцiй даного рiвняння 

322 −−= xxy  та ay = . 

На рисунку наглядно можна побачити множину паралельних прямих 

);(; +∞−∞∈= aay , де кiлькiсть точок перетину рiзна. 

 

 

Рисунок 19 
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Можна чiтко побачити, що при 𝑎𝑎 < 0 -- розв’язки вiдсутнi, при 𝑎𝑎 = 0 – 

можна побачити два розв’язки, при 0 < 𝑎𝑎 < 4 – чотири розв’язки, при 𝑎𝑎 = 4 – 

три розв’язки та при 𝑎𝑎 > 4 – два розв’язки. 

Ця програма надає змогу знайти коренi в типових промiжках параметра 

𝑎𝑎 , при цьому задавати значення для параметра i розв’язуючи рiвняння 

|𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 3| = 𝑎𝑎. 

Також ця програма показую хiд дiй при розв’язуваннi рiвняння, якi i 

показують всi коренi. 

 

 

Рисунок 20 
 

Вiдповiдь: при 0<a – розв’язкiв немає,  

 при 0=a  – 2 розв’язки,  

 при 40 << a – 4 розв’язки,  

 при 4=a – 3 розв’язки,  

 при 4>a – 2 розв’язки. 

Приклад 25. Знайти кiлькiсть розв’язкiв рiвняння �2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎, для 

кожного значення параметра 𝑎𝑎. [7] 
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Розв’язання.  

1. За допомогою програми Micrоsоft Mathematics 4.0 отримуємо 

розв’язок рiвняння з параметром  �2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎. 

Проаналiзувавши розв’язки рiвняння, можна побачити, що параметр 𝑎𝑎 

знаходиться в промiжку −1 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 1. На даному промiжку рiвняння має всього 

чотири розв’язки. 

 

 

Рисунок 21 
 

Отже, вiдповiдь буде наступна:  

при 𝑎𝑎 < −1  та  𝑎𝑎 > 1 – розв’язкiв не має, 

при 𝑎𝑎 = ±1 – 2 розв’язки, 

при −1 < 𝑎𝑎 < 1 – 4 розв’язки. 
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1. Побудуємо графiк функцiї 𝑦𝑦 =  +�2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2 та  𝑦𝑦 = −�2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2 . 

При побудовi графiкiв потрiбно врахувати ОДЗ функцiї пiд коренем  

 2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2 ≥ 0, тобто 𝑥𝑥 ∈ [−2; 2]. 

 

 

Рисунок 22 
 

Графiк функцiї 𝑦𝑦 =  +�2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2. 
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Рисунок 23 
 

Графiк функцiї 𝑦𝑦 =  −�2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2. 

Отже, проаналiзувавши графiки функцiй, можна зробити такi висновки: 

при 𝑎𝑎 < −1  та  𝑎𝑎 > 1 – розв’язкiв не має, 

при 𝑎𝑎 = ±1 – 2 розв’язки, 

при −1 < 𝑎𝑎 < 1 – 4 розв’язки. 
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Рисунок 24 
Графiк функцiї 𝑦𝑦 =  ±�2|𝑥𝑥| − 𝑥𝑥2 

Вiдповiдь: при 𝑎𝑎 < −1  та  𝑎𝑎 > 1 – розв’язкiв не має, при 𝑎𝑎 = ±1 – 2 

розв’язки,  при −1 < 𝑎𝑎 < 1 – 4 розв’язки. 

Приклад 26. Скiльки розв’язкiв має система рiвнянь ( 0>a ) 

�
|𝑥𝑥| + |𝑦𝑦| = 1
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑎𝑎2 

 

Розв’язання.  
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Першим кроком будемо будувати графiки функцiй |𝑥𝑥| + |𝑦𝑦| = 1  та 

  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑎𝑎2  в програмi Micrоsоft Matematics. Графiком цiєї функцiї 𝑥𝑥2 +

𝑦𝑦2 = 𝑎𝑎2 буде коло з центром гомотетiї (0;0) 

 

 

Рисунок 25 
 

Дивимось на графiк, i якщо коло буде лежати всерединi квадрата, то 

розв’язкiв не буде. 

Проте, якщо коло буде вписане в квадрат, то розв’язки з’являться. 



53 
 

За допомогою теореми Пiфагора: 2
2

2
21

2
2 =








−=a

. При 

2
20 << a

система не має розв’язкiв, при 2
2

=a
 система має 4 розв’язки.  

При 1=a  квадрат буде вписаний в коло, тодi будемо мати 4 розв’язки. 

При 1>a  розв’язкiв немає. 

Вiдповiдь: при 2
20 << a

 розв’язкiв не має, при 2
2

=a
 – 4 розв’язки, 

при 
1

2
2

<< a
 – 8 розв’язкiв, при 1=a  – 4 розв’язки, при 1>a  розв’язкiв не 

має. 

Приклад 27. Графiчно розв’язати рiвняння та знайти кiлькiсть 

розв’язкiв √4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎 + 1. 

Розв’язання  

Розв’яжемо дане рiвняння за допомогою програми Micrоsоft Matematics. 

Побудуємо графiки функцiй 𝑦𝑦 = √4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2;  та  𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 1  та 

проаналiзуємо розв’язки даного рiвняння. 

 

 
Рисунок 26 

Отже, розв’язки рiвняння: 

При 𝑎𝑎 ≤ 1 𝑖𝑖 𝑎𝑎 ≥ −3, буде  𝑥𝑥 = �−4(𝑎𝑎+1)2+16
2

+ 2 
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При 𝑎𝑎 ≤ 1 𝑖𝑖 𝑎𝑎 ≥ −3, 𝑥𝑥 = −�−4(𝑎𝑎+1)2+16
2

+ 2. 

 

 
Рисунок 27 

 

Вiдповiдь: при 𝑎𝑎 ≤ 1 𝑖𝑖 𝑎𝑎 ≥ −3 рiвняння буде мати два розв’язки. 

Приклад 28. Знайти при яких значеннях параметра 𝑏𝑏  рiвняння 

(𝑏𝑏2 − 2𝑏𝑏)𝑥𝑥 = 𝑏𝑏2 − 4 має безлiч коренiв.  

Скористаємось комп’ютерною програмою. Спершу подiлимо обидвi 

частини рiвняння на (𝑏𝑏2 − 2𝑏𝑏). Ми отримаємо 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏2−4 
(𝑏𝑏2−2𝑏𝑏). Виконавши деякi 

перетворення отримаємо: 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏+2
𝑏𝑏

.  
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Рисунок 28 
Побудуємо графiк функцiй. 

 

Рисунок 29 
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Приклад. За допомогою програми розв’язати нерiвнiсть 

𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 > 0 та побудувати графiк. 

Розв’язання 

 

 

Рисунок 30 

Знайдемо дискримiнант рiвняння: 

𝐷𝐷 = 36 − 4 ∗ 1 ∗ (−𝑎𝑎) = 36 + 4𝑎𝑎, 

√𝐷𝐷 = √36 + 4𝑎𝑎 = 2√9 + 𝑎𝑎, 

𝑥𝑥1 = 6−2√9+𝑎𝑎
2

= 3 − 2√9 + 𝑎𝑎, 

𝑥𝑥2 = 6+2√9+𝑎𝑎
2

= 3 + 2√9 + 𝑎𝑎. 

Отже, розв’язками нерiвностi будуть: 

�
𝑥𝑥1,2 = 3 ± 2√9 + 𝑎𝑎,   при 𝑎𝑎 > −9 

𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅,   при  𝑎𝑎 < −9
𝑥𝑥 ≠ 3, при   𝑎𝑎 = −9

. 
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Рисунок 31 
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Висновки 

 

В данiй роботi розглядаються рiзнi методи розв’язування задач з 

параметрами. Основна увага в роботі придiлялась найбiльш поширеним 

методам, це аналiтичний та графiчний. В роботi з’ясовується, чому графiчний 

часто буває зручнiшим, нiж аналiтичний. Розглядаються деякi алгоритми 

розв’язування задач з параметрами та застосування їх в примiненнi для 

розв’язування конкретних прикладiв.  

При розв’язуваннi математичних задач, зокрема задач з параметрами, в 

учнiв формується особливий тип мислення, лаконiчне вираження своїх думок, 

а також вони можуть складати логiчнi схеми. Учнi стають дослiдниками, коли 

розв’язують задачi з параметрами, їм необхiдно проаналiзувати всi можливi 

випадки даної задачi i в результатi прийти до правильної вiдповiдi. Iнколи в 

задачi необхiдно просто спростити її i зробити бiльш красивою, це i полегшить 

розв’язок. 

У шкiльнiй програмi з математики розв’язання задач з параметрами 

займає почесне мiсце. Рiвняння, нерiвностi та текстовi задачi, що мiстять 

параметр дуже широко представленi у завданнях державної пiдсумкової 

атестацiї, зовнiшньому незалежному оцiнюваннi, а також в олiмпiадних 

завданнях. 

В данiй роботi систематизованi вiдомостi про розв'язування рiвнянь з 

параметрами та  методи розв'язування задач з параметрами; 

Результати даної роботи можуть бути корисними для вчителiв та учнiв 

старших класiв. 

Для того щоб оволодiти та правильно використовувати рiзнi методи до 

рiзних завдань, необхiдно розв’язати низку задач з параметрами i таким чином 

систематизувати та узагальнити знання по цiй темi. 

Результати роботи доповiдались на звiтнiй науковiй конференцiї 

викладачiв, спiвробiтникiв i здобувачiв вищої освiти Рiвненського державного 

гуманiтарного унiверситету за 2021 рiк.  
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