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ВСТУП 

Курс «Вступ у вищу математику» відіграє важливе значення в 

навчальному процесі. Він є необхідним для кращого сприйняття студентами 

вищої математики. 

Математика є однією з найдавніших фундаментальних наук, що 

зародилась на початку цивілізації. Сучасна математика інтенсивно проникає 

у всі сфери діяльності людини, об’єктивно відображаючи універсальні 

закони навколишнього світу. Інколи математична культура ближча до 

науки, інколи до мистецтва; вона може бути і дотичною до них. 

В Україні на вагу золота повинні цінуватися ті спеціалісти, які 

досконало володіють елементами вищої математики і не є вузькими 

ремісниками, а творцями у своїй справі.  

Дисципліна «Вступ у вищу математику» для студентів та викладачів 

початківців має стати органічним поєднанням фундаментальної 

математичної теорії та задач професійної спрямованості.  

Особистісно орієнтоване навчання вищої математики має 

забезпечувати умови для особистого зростання, самовизначення і 

самореалізації майбутніх вчителів та викладачів, для підвищення їхнього 

кругозору, творчої активності у професійній діяльності. 

На заняттях з вступу у вищу математику існують всі можливості для 

використання математичних відомостей, морально-виховних аспектів, 

сучасних комп’ютерних засобів, які разом із продуманою організацією 

навчальної діяльності студентів можуть посприяти удосконаленню їхнього 

як математичного, так і педагогічного способу мислення. Тому процес 

навчання математики виступає тренінговою технологією у набутті життєво 

важливих та професійних компетентностей.  

Велика кількість типових розв’язаних задач в кожному розділі дає 

можливість краще засвоїти теоретичний матеріал даного курсу. 

Актуальність теми «Методичні матеріали з курсу «Вступ у вищу 

математику» для дистанційного навчання» обумовлена тим, що він є базою 
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для кращого засвоєння студентами математичного аналізу, алгебри, 

геометрії та інших розділів вищої математики.  

Об’єкт дослідження: основні методи розв’язування задач, які 

базуються на теорії курсу «Вступ у вищу математику». 

Предмет дослідження: теоретичний матеріал із шкільного курсу 

математики. 

Мета дослідження: розробити теоретичний матеріал та матеріал для 

практичних занять з курсу, а також завдання для самостійної, 

індивідуальної роботи студентів.  

Апробація: матеріали дипломної роботи доповідались на звітній 

науковій конференції викладачів, здобувачів вищої освіти та співробітників 

РДГУ, 13-15 травня 2021 року.  
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РОЗДІЛ 1. ЛЕКЦІЙНИЙ МАТЕРІАЛ 

1.1 Графіки елементарних функцій. Перетворення графіків 

функцій шляхом паралельного перенесення, стиску тощо 

План 

1. Поняття графіка функції. Класи функцій. 

2. Графіки елементарних функцій. 

2.1. Стала функція. 

2.2. Степенева функція. 

2.3. Показникова функція. 

2.4. Логарифмічна функція. 

2.5. Тригонометрична функція. 

2.6. Обернено тригонометрична функція. 

3. Перетворення графіків функція. 

1. Поняття графіка функції. Класи функцій. 

Графіком функції        називається множина точок площини    , 

для кожної з яких абсциса   є значенням аргументу, а ордината   ‒ 

відповідним значенням функції [1, с. 44]. 

Степенева функція    (  ‒ будь-яке число), показникова функція    

(     ), логарифмічна функція       (     ), тригонометричні 

функції:     ,     ,      ,      , обернені тригонометричні функції: 

       ,       ,         ,          і гіперболічні функції: 

     ,      ,     ,       називаються основними елементарними функціями. 

Елементарною функцією називають таку функцію, яку можна задати 

формулою вигляду       , де вираз правої частини складено з основних 

елементарних функцій та сталих функцій з використанням скінченної 

кількості операцій додавання, віднімання, множення, ділення, піднесення до 

степеня, добування кореня та побудови функції від функції [14, с. 148]. 

Всі функції, що отримуються за допомогою скінченного числа 

арифметичних дій над основними елементарними функціями, а також 
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отримані шляхом накладання цих функцій складають клас елементарних 

функцій.  

2. Графіки елементарних функцій. 

2.1. Стала функція. 

Стала функція ‒ це функція, яка задається формулою    , де   ‒ 

деяке число. Графіком цієї функції є пряма, що проходить через точку       

і паралельна осі   , що знаходиться на відстані | | від осі    і розташована 

вище осі    (Рис. 1.1), якщо    , і нижче осі   , якщо     (Рис. 1.2). 

 

 

 

 

 

          Рис. 1.1                                                              Рис. 1.2 

2.2. Степеневої функції 

Степенева функція ‒ це функція виду  

                                       ,      .                                                      (1.1) 

a)          .           . Функція неперіодична, непарна. 

Графіком є пряма лінія (Рис. 1.3). 

b)           .             . Функція неперіодична, парна. 

(Рис. 1.4). 

c)           .             . Функція неперіодична, непарна. 

Графік функції ‒ лінія, яка називається кубічною параболою (Рис. 1.5). 

 

 

 

 

 

                 Рис. 1.3                          Рис. 1.4                                   Рис. 1.5 
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d)   √     
 

 
 .            ,            . Функція 

неперіодична, ні парна, ні непарна (Рис. 1.6.). 

e)     
 

 
       .                        ,                 

       . Функція неперіодична, непарна (Рис. 1.7).  

 

 

    

     

                  

Рис. 1.6                                                         Рис. 1.7 

f)   
 

         .                    ,            . 

Функція неперіодична, парна (Рис. 1.8). 

 

 

 

 

                        Рис. 1.8 

2.3. Показникова функція. 

                                                     ,                                                   (1.2) 

де     і    , називається показниковою.  

                  . Функція неперіодична, ні парна, ні 

непарна. Графіки функцій для     і для       зображенні на Рис. 1.9, 

Рис. 1.10. 
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 Рис. 1.9 
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2.4. Логарифмічна функція. 

Функція вигляду 

                                                       ,                                              (1.3) 

де    ,        , називається логарифмічною. Число   називається 

основою логарифма. 

Область визначення такої функції ‒ множина всіх додатних чисел 

   . Множина значень ‒ це множина всіх дійсних чисел. Функція 

неперіодична, ні парна, ні непарна. 

Оскільки співвідношення (1.3), за визначенням логарифма 

рівносильне, рівності     , то функції (1.2) та (1.3) взаємно обернені. Ми 

можемо, таким чином, отримати графік логарифмічної функції (Рис. 1.10) із 

графіка показникової, повернувши криву Рис. 1.9 на      навколо 

бісектриси першого координатного кута.  

Графіки функцій для     і для       зображені на Рис. 1.11, 

Рис. 1.12. 

 

 

 

 

 

              Рис. 1.11                                                Рис. 1.12 

2.5. Тригонометрична функція. 

Тригонометричні функції мають вид 

      ,       ,        ,        . 

a)       . Графіком цієї функції є хвилеподібна лінія, яку 

називають синусоїдою. (Рис. 1.13) 

 

                             Рис. 1.13 

     y                      

y=𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥   𝑎     

      

     O        1                         x 
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        ,           ]. Зростає при     ( 
 

 
      

 

 
    ), 

     , і спадає при     (
 

 
      

  

 
    ),      . Функція періодична, 

найменший додатний період даної функції   , тобто 

              . 

Крім того, функція (1.3) непарна (             ).  

b)       . Графіком цієї функції є та ж синусоїда , що і на Рис. 1.13, 

але посунута на 
 

 
 одиниць вправо. Графік косинуса називають косинусоїдою 

(Рис. 1.14).  

 

                             Рис. 1.14 

          ,           ]. Вона ‒ періодична, найменший 

додатний її період рівний   , тобто               . 

Функція парна (            ). 

c)       . Графік розглянутої функції називають тангенсоїдою (Рис. 

1.15).  

             
 

 
   ,      .,           . Функція періодична, 

період ‒  , непарна                .  

d)        . Графік розглянутої функції називають котангенсоїдою 

(Рис. 1.16).  

 

              Рис. 1.15                                     Рис. 1.16 
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               ,      .,           . Функція періодична, 

період ‒  , непарна                  .  

2.6. Обернено тригонометрична функція. 

Обернені тригонометричні функції мають вид 

                                          

a)          .           ],      [ 
 

 
 
 

 
]. Функція 

неперіодична, непарна. Графік функції зображений на Рис. 1.15а. 

b)          .           ],          ]. Функція неперіодична, 

ні парна, ні непарна. Графік функції зображений на Рис. 1.15б. 

c)          .                  ( 
 

 
 
 

 
). Функція неперіодична, 

непарна. Вона зростає при      . Графік функції зображений на Рис. 1.15в. 

d)           .                      . Функція неперіодична, ні 

парна, ні непарна. Графік функції зображений на Рис. 1.15г. 

                                

        Рис. 1.17а                                                 Рис. 1.17б 

  

                     Рис. 1.17в                                       Рис. 1.17г 

3. Перетворення графіків функцій. 

Якщо графік функції        відомий, то 

1. Графік функції          дістанемо, з графіка функції 

       паралельним перенесенням вздовж осі    вгору на  , якщо    , 

або на | | вниз, якщо    . 
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2. Графік функції           отримаємо, з графіка функції 

       паралельним перенесенням вздовж осі    на   вправо, якщо  

   , або на | | вліво, якщо    . 

3. Графік функції          дістанемо, з графіка функції        

його розтягом (при       розтяг у 
 

 
 разів) або стиском (при     стиск 

у   разів) вздовж осі   . 

4. Графік функції          дістанемо, з графіка функції        

його розтягом (при     розтяг у   разів) або стиском (при       стиск 

у 
 

 
 разів) уздовж осі   . 

5. Графік функції          дістанемо, з графіка функції          

       його симетричним відображенням відносно осі   . 

6. Графік функції          дістанемо, з графіка функції          

       його симетричним відображенням відносно осі   . 

7. Щоб отримати графік функції   |     | із графіка функції 

      , потрібно частину графіка       , яка лежить вище осі    (і на 

самій осі) залишити без змін, а ту частину, яка лежить нижче осі   , 

відобразити симетрично відносно цієї осі. 

8.  Щоб отримати графік функції     | |   із графіка функції 

      , потрібно частину графіка       , яка лежить праворуч осі    (і 

на самій осі) залишити без змін, і саме цю частину відобразити симетрично 

відносно осі   . 

9. Щоб отримати графік функції | |       , потрібно частину 

графіка       , яка лежить вище осі    (і на самій осі) залишити без змін, 

і саме цю частину відобразити симетрично відносно осі   . 

10. Щоб отримати графік функції | |    | |   із графіка функції 

      , потрібно частину графіка       , яка лежить вище осі    (і на 

самій осі) залишити без змін, а ту частину, яка лежить нижче осі   , 

відобразити симетрично відносно цієї осі. 
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1.2 Метод математичної індукції. Біном-Ньютона 

План 

1. Метод математичної індукції. 

2. Поняття перестановки, розміщення та комбінації. 

3. Формула біном Ньютона. 

4. Основні наслідки із формули Ньютона. 

1. Метод математичної індукції.  

Принцип математичної індукції називають таке твердження: будь-яка 

множина натуральних чисел  , що має такі властивості 

1)      , 

2) якщо      , тоді наступне число       також належить цій 

множині, містить всі натуральні числа. 

Також використовується узагальнений принцип математичної 

індукції: будь-яка множина натуральних чисел  , що має властивості 

1) число      , 

2)     належить  , тоді наступне число       теж належить 

цій множині, містить всі натуральні числа. 

Кожне доведення твердження за методом математичної індукції 

складається з трьох кроків: 

1) Перевіряють правильність твердження      для    , тобто 

істинність висловлення     ; 

2) Припускаємо, що твердження      для     істинне і 

доводимо справедливість даного твердження для      , тобто 

           ; 

3) Робимо висновок про справедливість даного твердження для 

будь-якого натурального  . 

Перевірка правильності висловлення      у доведеннях методом 

математичної індукції обов’язкова. 

Приклад. Довести методом математичної індукції, що  
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. 

Доведення 

1) Перевіряємо вірність при    , маємо 

      

          
 

      

   
, 
 

 
 

 

 
.  

2) Припустимо, що дана рівність виконується для     

   

   
 

   

   
   

      

          
 

      

   
. 

Користуючись цим припущенням доведемо, що дана рівність 

виконується і для       

   

   
 

   

   
   

      

          
 

          

          
 

          

   
. 

      

   
 

          

          
 

                      

          
 

                   

          
   

 
              

          

           

          
 

          

     
. 

3) На основі принципу математичної індукції робимо висновок, що 

задана рівність справедлива для будь-якого натурального  . 

2. Поняття перестановки, розміщення та комбінації. 

Означення. Перестановкою з   елементів називається довільна 

впорядкована множина з   елементів. 

Позначимо число усіх перестановок  ‒елементної множини   . 

                       

Скорочення    (читають «ен факторіал») називається факторіалом 

числа  . 

Означення. Розміщенням з   елементів по   називається довільна 

впорядкована підмножина з   елементів      , складена з елементів  ‒

елементної множини, що відрізняються один від одного або складом 

елементів, або порядком їх розміщення. 

Кількість упорядкованих  ‒елементних підмножин  ‒елементної 

множини, всі   елементів якої різні, становить 
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або 

  
  

  

      
. 

Означення. Комбінацією (сполученням) з   елементів по   називається 

вибірка елементів   із даної невпорядкованої множини. 

Кількість комбінацій позначується   
 . 

Число всіх комбінацій із   елементів по  , де      , дорівнює 

добутку   послідовних натуральних чисел, з яких найбільшим є  , діленому 

на добуток всіх натуральних чисел від 1 до  . 

  
  

                   

               
. 

Помноживши чисельник і знаменник даного дробу на добуток 

             , отримаємо: 

  
  

  

         
. 

Властивості сполучень: 

1.   
   ; 

2.   
   ; 

3.   
   ; 

4.   
    

   ;    ; 

5.   
      

      
   ; 

6.   
  

  
 

  
. 

3. Формула біном Ньютона. 

Теорема (біноміальна теорема). Для будь-якого натурального числа 

  має місце рівність 

         
      

         
            

            
     (1.4) 

Права частина рівності (1.4) називається розкладом бінома, а 

коефіцієнти   
 ,   

 , …,   
 , …,   

  ‒ біноміальними коефіцієнтами. 

Формула (1.4) називається формулою бінома Ньютона. 

Для доведення теореми зручно користуватись лемою. 

Лема (формула додавання).   
      

      
   .                              (1.5) 
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Доведення 

    
      

    
      

         
 

      

           
        (

   

       
 

 

       
)    

   
        

       
 

   

       
   

 . 

Доведення 

Застосуємо метод математичної індукції. 

1) Перевіряємо вірність при    , маємо 

         
        

     ,        . 

2) Припустимо, що дана теорема виконується для    : 

         
      

         
            

            
     

Користуючись цим припущенням доведемо, що дана теорема 

правильна і для      : 

             
          

         
               

           

     
                  

         
       . 

З припущення 

                     (  
      

         
          

   
            

   )        
        

       
          

   
              

       
       

          
          

   
              

        
         

    
         

    
     

          (  
      

 )         (  
    

   )           

 (  
      

 )        
      . 

За лемою (1.5) і тим, що   
      

   .                                             (1.6) 

Отже, теорема правильна і для      . 

3) На основі принципу математичної індукції робимо висновок, що 

формула Біном Ньютона справедлива для будь-якого натурального  . 

Застосувавши знак суми   і (1.6) формула (1.4) набуде вигляду 

       ∑   
       

 

   

. 
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4. Основні наслідки із формули Ньютона. 

Наслідки: 

1) Число всіх членів розкладу на одиницю більше за показник 

степеня бінома. 

2) Сума показників степенів при   і   в довільному розкладі рівна 

n-показнику степеня бінома. 

3) Біноміальні коефіцієнти, рівновіддалені від кінців розкладу, 

рівні між собою, бо   
    

   . 

Доведення 

  
  

  

        
 

  

                
   

   . 

4) Загальний член розкладу має вигляд  

       
       . 

5) Сума всіх біноміальних коефіцієнтів дорівнює   . 

Приклад. Напишіть розклад по формулі біном Ньютона виразу 

        . 

Розв’зання 

           
      

            
             

           

   
          

                                       . 

Запишемо у стандартному вигляді: 

                                         . 

Відповідь:                                 . 
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1.3 Нерівності Бернулі, Коші-Буняковського 

План 

1. Нерівність Бернулі та її доведення. 

2. Нерівність Коші-Буняковського та її доведення. 

3. Часткові випадки нерівності Коші-Буняковського. 

1. Нерівність Бернулі та її доведення. 

Означення. Якщо     і   ‒ натуральні числа, тоді має місце 

нерівність 

                                                 .                                           (1.7) 

Нерівність (1.7) називається нерівністю Бернулі. 

Доведення 

Нерівність (1.7) будемо доводити методом математичної індукції 

1) Перевіряємо чи виконується при    , маємо 

             ,         . 

2) Припустимо, що дана нерівність виконується для     

            . 

Користуючись цим припущенням доведемо, що нерівність 

виконується і для       

                  . 

                                          

                    . 

3) На основі принципу математичної індукції робимо висновок, що 

задана нерівність справедлива для будь-якого натурального  . Причому, для 

    і    ,     справедлива строга нерівність: 

            . 

Узагальнена нерівність Бернулі 

                                         , 

де   ,   ,   ,…,    ‒ числа одного знаку         ,    ,  ,…,  ;    . 

Доведення 

Доведемо методом математичної індукції 
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1) Перевіряємо чи виконується при    , маємо 

                                 ,  

тут ми врахували, що    та    одного знака. 

2) Припустимо, що дана нерівність виконується для       

                                         . 

Користуючись цим припущенням доведемо, що нерівність 

виконується і для       

                                             

          . 

                                              

                                               

                              . 

3) На основі принципу математичної індукції робимо висновок, що 

задана нерівність справедлива для будь-якого натурального  . 

Приклад. Довести, що якщо    , то            . 

Доведення 

Нехай      , тоді    ,      ; 

                      , 

а так як             , то і             . 

2. Нерівність Коші-Буняковського та її доведення. 

Теорема. (Нерівність Коші-Буняковського) Для будь-яких двох 

елементів     евклідового простору справедлива нерівність: 

                                                      [27, с. 110].                    (1.8) 

Доведення 

Для будь-якого дійсного числа   виконується нерівність 

                                                     .                                     (1.9) 

За властивостями симетричності і лінійності скалярного добутку: 

           ,                    ,              , вираз (1.9) 

можна записати у вигляді:                        . 
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Якщо розглядати ліву частину попередньої нерівності як квадратний 

тричлен відносно  , тоді для виконання самої нерівності при будь-яких   

дискримінант має бути недодатнім      : 

                        , тобто                    

Нерівність Коші-Буняковського застосовується в лінійній алгебрі для 

векторів, в математичному аналізі для нескінченних рядів, інтегрування 

добутків та в теорії ймовірностей при застосуванні до коваріації та варіації. 

Приклад. Знайдіть найбільше та найменше значення виразу      , 

якщо         . 

Розв’язання 

Розглянемо два набори чисел       і       та застосуємо нерівність 

Коші-Буняковського (1.8):  

                       . 

Врахувавши те, що         , отримаємо  

                               ,  

             ,  

означає             . 

Отже, найбільше значення виразу дорівнює   , а найменше    . 

Відповідь: найбільше   , найменше    . 

Приклад. Довести нерівність √     √     √       при 

умові, що           . 

Доведення 

Розглянемо два набори чисел (√      √    ) √     і         

та застосуємо нерівність Коші-Буняковського (1.8):  

(  √       √       √    )
 

 ((√    )
 
 

 (√    )
 
 (√    )

 
)           , 

  (√     √     √    )
 

                    , 

(√     √     √    )
 

                  . 
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Врахувавши те, що           , отримаємо  

(√     √     √    )
 

             , 

√     √     √     √  . 

Отже,  

√     √     √      . 

3. Часткові випадки нерівності Коші-Буняковського. 

Які б не були дійсні числа            і           , маємо: 

                                        (∑     

 

   

)

 

 ∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

,                                   (  10) 

причому знак рівності буде тоді і тільки тоді, коли    і    пропорційні: 

  

  
 

  

  
   

  

  
. 

Теорема. Якщо       і       дві дійсні функції на проміжку      , 

тоді нерівність для інтегралів має вигляд 

                  [∫            

 

 

]

 

 ∫  
      

 

 

 ∫   
      

 

 

  23  с. 141].          (  11) 

Доведення 

∫             ]   

 

 

   ∫  
      

 

 

   ∫            

 

 

 ∫   
      

 

 

, 

де   ‒ довільне дійсне число. У лівій частині видно, що при будь-якому   

вираз не може бути від’ємним. Але якщо тричлен           при всіх 

дійсних   невід’ємний, тоді як відомо        . Застосувавши до 

попереднього тричлена це і дає нерівність (11). 

Приклад. Розв’яжіть рівняння √   √        |   |. 

Розв’язання 

Перепишемо дане рівняння у вигляді:  

√  √    √        |   |. 
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Розглянемо два набори чисел (√   ) і  √  √        та 

застосуємо нерівність Коші-Буняковського (1.10):  

(√  √    √      )
   

 (√ 
 
   ) (√ 

 
 √       

 
), 

(√  √    √      )
 

              , 

(√  √    √      )
 

            , 

√  √    √       √ |   |  

У цій нерівності рівність досягається тоді і тільки тоді, коли існує таке 

число  , що √   √ ,    √      .  

Звідси 

 
√ 

√ 
 

√      

 
. 

Ми отримали рівняння, яке рівносильне заданому. 

Маємо:  

{
 

 
 

      

 

   
, {           

   
, {     

  √  

 

   
,   

  √  

 
. 

Відповідь:   
  √  

 
. 
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1.4 Тригонометричні рівняння і нерівності 

План 

1. Найпростіші тригонометричні рівняння. 

2. Знаходження розв’язків найпростіших тригонометричних 

рівнянь за допомого одиничного кола. 

3. Однорідні тригонометричні рівняння. Метод введення 

допоміжного кута. 

4. Найпростіші тригонометричні нерівності. 

1. Найпростіші тригонометричні рівняння 

Найпростішими тригонометричними рівняннями називають рівняння 

вигляду 

      ,       ,       ,        . 

Для знаходження розв’язків найпростіших тригонометричних рівнянь 

використовують три такі підходи: 

1) використання графічного способу розв’язування рівнянь; 

2) знаходження розв’язків найпростіших тригонометричних 

рівнянь за допомого одиничного кола; 

3) аналітичне виведення формули розв’язків найпростіших 

тригонометричних рівнянь. 

2. Знаходження розв’язків найпростіших тригонометричних 

рівнянь за допомого одиничного кола. 

Знайдемо розв’язок рівняння 

                                                                                                     (1.12) 

Будемо шукати розв’язки рівняння (1.12) на проміжку       ], 

зробивши обмеження для  . 

a) Нехай      . На осі    позначимо точку   з ординатою   і 

проведемо через неї пряму, паралельну осі    (Рис.1.18.). Пряма перетне 

коло у двох точках   і C. Точка   зображає число з проміжку [   
 

 
]. Це 
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C            A        B 

   y                  

                

                              

  

  O                        x                  

число можна позначити через        . Інше довільне число можна 

записати формулою: 

             , де      . 

Точка   зображає число, що дорівнює 

         . Будь-яке інше число має 

вигляд:                , де      . 

Об’єднуючи останні формули 

розв’язків рівняння (1.12) в одну, дістанемо 

формулу                  , де      , 

b) Нехай       . На осі    позначимо точку   і проведемо 

через неї пряму, паралельну осі    (Рис.1.19). Пряма перетне коло у двох 

точках   і  . Точка   відповідає числу з проміжку [ 
 

 
  ]. Це число можна 

позначити через        . Інше довільне число має вигляд:           

   , де      . 

Точка   відповідає числу, що 

позначається через           . Будь-яке 

інше значення   можна записати 

формулою: 

                , де      , 

або 

                          , де      .               Рис.1.19    

Об’єднуючи останні формули розв’язків рівняння (1.12) в одну, 

отримаємо формулу                  , де      , яка еквівалентна 

формулі для випадку      . 

Якщо    ,    ,      , то відповідні точки зображають числа на 

одиничному колі вигляду: 

     , де      , 

  
 

 
    , де      , 

   
 

 
    , де      . 

   y                  

                

                              

  

  O                        x                  

Рис.1.18 

        C            A        B 
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Дані точки, можна дістати із знайденої формули загальних розв’язків 

рівняння (1.12) при вказаних значеннях  . 

Знайдемо даним способом розв’язок рівняння 

                                                                                                     (1.13) 

На (Рис.1.20) видно, що коли     і     , то рівняння (1.13) не має 

розв’язків, бо           для будь-якого  . 

Косинус ‒ парна функція, тому на відрізку      ] рівняння (1.13) має 

точно один розв’язок ‒ число        , а на відрізку      ] ‒ число 

        .                                     

Внаслідок періодичності функції косинус всі інші розв’язки 

відрізняються від цих на    ,      , тобто формула коренів рівняння (1.13) 

має вигляд: 

              , де      . 

Якщо    , тоді числа         і 

         збігаються (дорівнюють нулю), 

тому розв’язки рівняння (1.13) записують у 

вигляді: 

     , де      .. 

Якщо     , тоді        , де      .                Рис.1.20 

Якщо    , тоді   
 

 
   , де      . 

Рівняння 

                                                                                                      (1.14) 

Розв’язування рівняння (1.14) зручно проілюструвати за допомогою 

лінії тангенсів. 

Функція тангенс приймає будь-яке дійсне значення, тому рівняння 

(1.14) має корені при довільному значенні  . Рівняння має на інтервалі 

( 
 

 
  

 

 
) завдовжки   лише один корінь, який дорівнює       . 

   y                  

                

 B                            

 

  O      A                x 

            C  
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Так як, функція тангенс ‒ періодична, з основним періодом  , всі інші 

корені рівняння (1.14) відрізняються від знайденого на   ,      , тобто 

формула коренів рівняння (1.14) має вигляд: 

           , де      . 

Якщо    , то     , де      . 

Рівняння 

                                                         ,                                           (1.15) 

аналогічно до рівняння (1.14), має корені при довільному значенні  . 

Розв’язування рівняння (1.15) також зручно проілюструвати за допомогою 

лінії котангенсів. 

Рівняння має на інтервалі ( 
 

 
  

 

 
) завдовжки   лише один корінь, 

який дорівнює        . 

Функція котангенс, як і тангенс ‒ періодична, з основним періодом  , 

тому всі інші корені рівняння (1.15) відрізняються від знайденого на   , 

     , тобто формула коренів рівняння (1.15) має вигляд: 

            , де      . 

Якщо    , то   
 

 
   , де      . 

3. Однорідні тригонометричні рівняння. Метод введення 

допоміжного кута. 

Однорідними тригонометричними рівняннями називають, рівняння, у 

яких ліва частина є многочленом, у кожному члені якого сума показників 

степенів синуса і косинуса одного і того самого аргументу однакова, а права 

частина ‒ нуль. 

В загальному вигляді однорідне рівняння можна записати так: 

                                             . 

Дане однорідне рівняння  -го степеня відносно синуса та косинуса 

розв’язується діленням лівої і правої частини на       або на      . 

Рівняння вигляду              , де  ,  ,   ‒ деякі відмінні від 

нуля числа, зручно розв’язувати методом введення допоміжного кута   
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                                   √              ,                 (1.16) 

де         
 

 
 ‒ допоміжний аргумент. 

4. Найпростіші тригонометричні нерівності. 

Найпростішими тригонометричними нерівностями називають 

нерівності, які містять найпростіші тригонометричні вирази виду       , 

      ,       ,         та інші, у яких на місті знака   стоїть один із 

знаків  ,   або  . 

Загальні формули для розв’язування найпростіших тригонометричних 

нерівностей є досить громіздкими, тому їх, як і алгебраїчних, доцільно 

розв’язувати графічним способом. Порівняно з іншими способами 

розв’язування найпростіших тригонометричних нерівностей графічний 

метод має недолік: кожного разу потрібно будувати, хоч і схематично, 

графіки тригонометричних функцій. Тому, зазвичай такі нерівності 

розв’язують, використовуючи одиничне коло, лінії тангенса і котангенса. 

Приклад. Розв’язати нерівність |   (    
 

 
)|  

√ 

 
. 

Розв’язання 

Розкриємо в даної нерівності модуль 

{
   (    

 

 
) √ 

 
 

   (    
 

 
)  √ 

 
 
  

      
√ 

 
 

 

 
; 

      ( 
√ 

 
)         

√ 

 
    

 

 
 

  

 
. 

 

 
        

 

 
 

  

 
   ,      ; 

  

  
 

  

 
    

  

  
 

  

 
,      .                                    Рис. 1.21 

 
  

  
 

  

 
    

  

  
 

  

 
,      . 

Відповідь:  
  

  
 

  

 
    

  

  
 

  

 
,      . 

 

 

                     y        

               

 
√ 

 
                                      

√ 

 
 

          B       O            A         x 
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РОЗДІЛ 2. ПРАКТИЧНІ ЗАНЯТТЯ 

2.1 Алгебраїчні вирази та їх перетворення (цілі та дробово-

раціональні вирази) 

Формули скороченого множення 

1)                 ; 

2)                  ; 

3)                        ; 

4)                       . 

Приклад 1. Спростити вираз та знайти його значення:  

(  
 

   
)  (  

     

   
  ), якщо    . 

Розв’язання 

(  
 

   
)  (  

     

   
  )  (

     

   
)  (

             

   
)  

  

   
   

 
        

   
 

  

   
 

   

        
 

  

        
. 

Знайдемо значення отриманого виразу, при    : 

  

          
  

 

  
     . 

Відповідь:     . 

1. 
 

    
 

   

    
 

 

  √ 
, якщо    ;   4. (

 

   
 

 

   
)  

 

   
, якщо    ; 

2. (  
       

       
)
  

, якщо    ,    ;            5. 
 

  
 

  
 
 

, якщо     ; 

3. (  
 

 
 

 

  
)  (  

 

 
 

 

  
), якщо    ;     6.  

 

  
 

  
 
 

, якщо     . 

Приклад 2. Спростити: 
   

 
 (

 

    
)
 

 (
   

      
        

     
 

   

         
)
  

. 

Розв’язання 

1) (
   

      
        

     
 

   

         
)
  

 (
   

                 
 
        

        
 

 
   

            
)
  

 (
   

    
 

 

        
 

   

            
)
  

  

 (
   

         
 

   

            
)
  

 (
                              

                    
)
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 (
                              

                    
)
  

 (
        

                    
)
  

   

 (
          

                          
)
  

 (
          

                        
)
  

   

 (
   

              
)
  

 (
              

  
)
 

 
              

  
; 

2) (
 

    
)
 

 
              

  
 ( 

 

    
)
 

 
              

  
 

 

       
  

 
              

  
 

    

  
; 

3) 
   

 
 

    

  
 

         

  
 

    

  
. 

Відповідь: 
    

  
. 

1. (      
         

   
)  (

 

   
 

 

   
 

   

     
)
  

; 

2. (
 

   
 

     

      
 

   
)  

     

 
 (

   

  
)
  

 
 

   
; 

3. (
 

       
 

     
 

 

       
)  

        

        
; 

4. (  
 

 
 

 

   
 

  
)  (  

 

 
 

 

   
 

  
); 

5. 
      

 
 (

 

      
 

 

     
)  

    

   
. 

Завдання 3. Поділити многочлен на двочлен: 

                          на     . 

Розв’язання 

Використаємо ділення під «кутом»:  

                                   

                                                                                  

                           

            

                                  

                        

                                          

                                    

   ‒ 

   ‒ 

   ‒ 

   ‒ 
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                    ‒ многочлен-частка. 

       ‒ многочлен-остача. 

Отже, згідно формули                          можемо 

записати: 

                                                  

                  . 

Відповідь:                                        . 

1.                   на      ; 

2.                       на      . 

3.                                  на     . 

4.                      на         . 

5.                         на          . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ‒ 
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2.2 Алгебраїчні вирази та їх перетворення (ірраціональні 

вирази) 

Приклад 1. Обчислити: 

√    √  √  √   √  √  √   √   √    

 √  √   √   √ . 

Розв’язання 

√    √  √  √   √  √  √   √   √    

 √  √   √   √  √    √  √  √   √    

 √(  √   √   √ )  (  √   √   √ )  √    √    

 √  √   √  √   (   √   √ )  √    √  √  √   √    

 √  √   √  √    √  √      √  √    √    

 √    √  √    ( √ )
 

 √        √    . 

1. √  √  √  √  √  √  √  √  √   

 √  √  √  √ ; 

2. (√  
 

 √  
 

)  (√  
 

 √  
 

); 

3. √  √   √  (  √ ); 

4. √   √  √   √ ; 
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5. √   √  √  √    √  √  √   √    √   

 √  √   √    √ . 

Приклад 2. Спростити: ( 
 

    
     

 
 

√    
)  (

 
 
 

√   
   

 
 

√    
 

 

√    
). 

Розв’язання 

( 
 

    
     

 
 

√    
)  (

 
 
 

√   
   

 
 

√    
 

 

√    
)    

 (
( √    ) ( √    )     √   

√    
)  (

√    ( √    ) √    

√   
   

)  (
√   

        √   

√    
)   

 (
√    √      √    

√   
   

)  (
   

√    
)  (

  

√   
   

)  (
   

√    
)  (

√   
   

  
)  (

   

√    
)    

 (
( √    ) ( √    )

  
)    (√    )   √     . 

Відповідь:  √     . 

1. (
(√  √ )

 
   

 
   √ 

 √   
 
 

 
√  
 

   

   
)

  

; 

2. (
√   

√    √   
 

   

√         
)  √(

  

    )
  

; 

3. (
√  √ 

 √   √ 
 

√  √ 

 √   √ 
)  

 
 
   

 
 

   
 

  

   
; 

4. 
 

 
      

 
 

       ( 
 
  √ )

 
  

 
   

 
   

       ( 
 
  √ )

; 

5. (
  

   √ 
 √ 

    
 
 

)  (
    

 
 

√ 
 

    
 
 

  
). 
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2.3 Модуль дійсного числа. Розв’язування рівнянь та нерівностей 

з модулями 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 

 |     |   |    |  |     |   |   |      . 

Розв’язання 

1)       

2) Знайдемо нулі модулів 

                                             

                                                           

                          

3) Знайдемо знаки функцій на кожному проміжку 

                                                                                 

        -6                                     0                  2.5                      6 

4) На кожному з цих інтервалів розв’язуємо рівняння без знака модуля 

а)             , тоді  

                                       

                              

  
 

 
 ‒ не входить до інтервалу 

б)            , тоді 

                                        

                               

           ‒ рівняння не має розв’язки, бо    . 

в)             , тоді 

                                       

                              

              ‒ рівняння не має розв’язки, бо    . 

г)             , тоді 
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    √   

  
 ‒ не входить до інтервалу. 

д)            , тоді 

                                       

                              

              ‒ рівняння не має розв’язки, бо    . 

Об’єднавши розв’язки, які ми отримали на всіх п’ятьох проміжках, 

отримаємо, що дане рівняння не має розв’язку. 

Відповідь:      . 

1. |    |  |     |   |    |    ; 

2.   |    |  |   |   |     |  |    |     ; 

3. |      |  |   |   |     |  |     |        ; 

4.  |    |  |   |   |     |  |    |     ; 

5.  |     |   |    |  |     |    |    |         ; 

6.  |       |   |    |  |     |  |     |      ; 

Приклад 2. Розв’язати нерівність:  

|   |   |    |   |    |    . 

Розв’язання 

1) Знайдемо ОДЗ:      . 

2) Знайдемо нулі підмодульних функцій: 

     ,       ,        

   ,              ,     
 

 
. 

3) Знайдемо знаки функцій на кожному проміжку 

                                                                                                            

      0.5                
 

 
                                                                         1                                                                                                                                   

4) На кожному з цих інтервалів розв’язуємо нерівність без знака 

модуля 

а)              , тоді  
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б)           
 

 
 , тоді 

                           

                     

  
  

  
  

    (
  

  
  

 

 
)  

в)      
 

 
    , тоді 

                           

                     

        

     
 

 
      

г)            , тоді 

                        

                    

       

              

Об’єднавши розв’язки на всіх чотирьох проміжках, отримаємо 

     
  

  
      . 

Відповідь:      
  

  
      . 

1.  |   |  |     |  |   |      ; 

2.   |     |  |    |   |    |    ; 

3.  |      |   |    |  |   |     ; 

4.  |   |   |   |  |      |     ; 

5.    |      |  |   |   |       |      ; 

6.    |   |    |      |  |    |      . 
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2.4 Рівняння з одним невідомим 

Приклад 1. Розв’язати рівняння: 
  

       
 

  

      
  

 

 
 

Розв’язання 

  

       
 

  

      
  

 

 
; 

ОДЗ: [
          

        
 [       √  

   
 

 

    
 

 

 
 

    
 

 

  
 

 
; 

Вводимо нову змінну:   
 

 
   

Отримаємо: 
 

   
 

 

   
  

 

 
; 

 

   
 

 

   
 

 

 
  ; 

                                 

            
  ; 

                      

            
  ; 

       

            
  . 

ОДЗ:               , [
   

    
. 

         ; 

                    ; 

   
   √  

 
 

    

 
  ;        

   √  

 
 

    

 
   ; 

Повертаємося до заміни: 

  
 

 
  ;                                       

 

 
   ; 

  
 

 
    ;                                

 

 
    ; 

       

 
  ;                                  

       

 
  . 

ОДЗ:     . 

         ;                            ; 

              ;                           ; 



37 

 

   
  √ 

 
 

   

 
  ;                 

  √ 

 
 

   √ 

 
   √    не зад. ОДЗ 

   
  √ 

 
 

   

 
  ; ;               

  √ 

 
 

   √ 

 
   √    не зад. ОДЗ 

Відповідь:     ,     . 

1. 
      

 
 

  

      
    ;               4.  (  

 

 
)   (   

 

  
)    ; 

2. 
 

        
 

  

    
 

 

      
;               5. 

  

           
 

  

           
  ; 

3. (
   

    
)
 

  (
   

    
)
 

  ;               6. 
   

   
 

   

   
 

   

   
 

   

   
. 

Приклад 2. Розв’язати квадратне рівняння: (√   )          . 

Розв’язання 

Знайдемо ОДЗ:     

Розв’яжемо рівняння: 

(√   )          , 

√      або         , 

√                         , 

    ;    
    

 
  ;    

    

 
    ‒ не задовольняє ОДЗ. 

Відповідь:     ;     . 

1.                      ; 

2.  (   √ )              ; 

3.                     ; 

4.                              ; 

5.                     . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння:                . 

Розв’язання 

Групуємо два перші та два останні члени: 

                 . 

Винесимо спільний множник       за дужки, отримаємо: 

              . 
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    ,       √
 

 
. 

Відповідь:     ,       √
 

 
. 

1.                  ;             4.               ; 

2.              
 

 
  ;               5.                 ; 

3.                    ;      6.        . 

Приклад 4. Розв’язати ірраціональні рівняння:  

√     √    √   √     . 

Розв’язання 

Введемо нову змінну: √     , де    . 

Тоді       ;       . 

Отримаємо рівняння √        √         , яке можна 

записати так: √       √        . Звідси 

|   |  |   |   . 

1)      . 

2) Знаходимо точки в яких модулі перетворюються в нуль 

                        

                                     

3) Знайдемо знаки функцій на кожному проміжку 

                                                        

        1                                      2 

4) На кожному з цих інтервалів розв’язуємо рівняння без знака модуля 

а)            , тоді  

                

            

    ‒ не входить в інтервал. 

б)           , тоді 
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    ‒           . 

в)             

           

        

    ‒ входить до інтервалу. 

Об’єднавши розв’язки, які ми отримали на всіх трьох проміжках, 

отримаємо         ]. 

 Виконуючи обернену заміну, маємо   √     , звідки 

         

        

Відповідь:          ]. 

1.  √      √     √    √       ; 

2.  √     √    √   √     ; 

3.  √      √    √      √     ; 

4.  √     √     √ ; 

5.  √       √         √    . 
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2.5 Системи рівнянь (лінійних з двома невідомими) 

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь:  {
          
       

  . 

Розв’язання 

З другого рівняння виразимо змінну   через змінну  :      . 

Підставимо у перше рівняння системи замість змінної   вираз    : 

{
              

     
 {
       
     

 {
     

     
 {
     
   

 

Пара чисел        ‒ розв’язок. 

Відповідь:        . 

1.  {
         
        

  ;         2. {
         

          
;   3. {

        
         

; 

4.  {
         

           
  ;   5. {

          
      

  ; 6. {
         
         

. 

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь:  {
          
          

  . 

Розв’язання 

Помножимо обидві частини першого рівняння на  , а другого 

рівняння на  , отримаємо {
           

             
 

Додаємо почленно ліві і праві частини рівнянь системи, отримаємо: 

        ;          . 

Підставимо знайдене значення   змінної в перше рівняння вихідної 

системи, отримаємо: 

                ;          . 

Пара чисел                ‒ розв’язок. 

Відповідь:               . 

1. {
        

         
  ;         2. {

         
         

 ;   3. {
          
          

  ;                               

4. {
             

          
 ;  5. {

         
          

 ;  

6. {
            

         
. 
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2.6 Системи рівнянь (нелінійних з двома невідомими) 

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь:  {
              

             
 

Розв’язання 

Помножимо перше рівняння на   , а друге ‒ на    , отримаємо: 

 {
                   

                     
 

Додамо почленно рівняння системи: 

                ; 

               . 

Дана система не має розв’язків при    , тоді при     

  (
 

 
)
 

   
 

 
    . 

Нехай  
 

 
  , тоді  

            ;  

             ; 

   
      

  
 

 

 
;    

      

  
 

   

  
 

  

 
.  

Отже, 

{
[

 

 
 

 

 
 

 

 
 

  

 
 

              

 {
[      
       

               
 [

{
     

              

{
 

  
    

               

 

[
 
 
 {      

                

{

 

  
    

    
 

 
   

  

  
      

 

[
 
 
 {      

        

{

 

  
    

  

  
      

  [
{

     
           

{
 

  
    

           

 [
{
           
           

{
           
           

 

Пара чисел      ,        ,       ,        ‒ розв’язок. 

Відповідь:      ,        ,       ,       . 

1.  {
             

              
                      4. {

              

                
 

2. {
               

              
                     5. {

                

             
 



42 

 

3. {
              

              
                    

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь:  {
           

         
 

Розв’язання 

Оскільки 

                                           

                          ; 

                  , 

тоді маємо систему: 

{
      

            
  {

  
  

 
 

 (     
  

 
)     

  {
  

  

 
 

       
 {
    
    

 

Отже, маємо систему: 

{
      
     

 

Розв’яжемо її методом підстановки: 

{
      

         
 {

      

          
 {

      
          

 {
          
          

 

Пара чисел      ,       ‒ розв’язок. 

Відповідь:      ,      . 

1. {
          

        
                                   4. {

 √   √     

         
 

2. {
             

             
                           5. {

         

              
                       

3. {
        

             
                            6. {
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2.7 Показникові функції і їх властивості. Показникові рівняння і 

системи рівнянь 

Показникові співвідношення 

          ;                ;                     ; 

            ;     
  

   (
 

 
)

 

, якщо    ;         ;          

    
 

  , якщо    ;       
 

  √   
 

Приклад 1. Розв’язати рівняння:                    . 

Розв’язання 

                   ; 

                  ; 

            ; 

       ; 

     ; 

    . 

Відповідь:     . 

1.             ; 

2.                           ; 

3.                 ; 

4.                    ; 

5.       
             

                 . 

Приклад 2. Розв’язати рівняння:                    . 

Розв’язання 

     

        
     

         ; 

 

 
 (

 

 
)
  

 
 

 
 (

 

 
)

 

    ; 

  (
 

 
)
  

   (
 

 
)

 

    ; 

Введемо нову змінну (
 

 
)

 

  , отримаємо: 

          ; 
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                        ; 

   
  √  

   
 

  

 
  

 

 
;    

  √  

   
 

  

 
    ‒ не задовольняє умові; 

(
 

 
)

 

  
 

 
; 

      

 

 
 

 
. 

Відповідь:       

 

 
 

 
. 

1.                      ;           4.              ; 

2.                       ;         5.       
 

  ; 

3.                      ;           6.     
 

      . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння             . 

Розв’язання 

Прологарифмуємо обидві частини рівності за основою   , отримаємо: 

                ; 

                    ; 

                       ; 

                        ; 

  
          

          
. 

Відповідь:   
          

          
. 

1.                 ;                          4.              ; 

2.             ;                                      5.             ; 

3.              ;                                    6.               . 

Приклад 4. Розв’язати рівняння:                     . 

Розв’язання 

Перетворимо дане рівняння: 

                        ; 

                    ; 

                ; 
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         або       ; 

       або     ; 

                   
 

 
     ;         . 

Відповідь:    
 

 
     ;         . 

1.                     ; 

2.                     ; 

3.                  ; 

4.                       ; 

5.                        . 

Приклад 5. Розв’язати систему рівнянь: { 
        

         
  

Розв’язання 

Перемножимо рівняння системи, отримаємо: 

              ; 

       ; 

     . 

Поділимо перше рівняння на друге, отримаємо: 

          
  

  
; 

(
 

 
)

   

 
 

 
; (

 

 
)

   

 (
 

 
)
  

; 

      . 

Розв’язок даної системи зведеться до розв’язку рівносильній їй 

системі: {       
       

  {      
     

 {    
    

 

Пара чисел       ‒ розв’язок. 

Відповідь:      . 

1.  {           
           

;                  2. {          
          

;                       3. {            
            

; 

4. {            
            

;                  5. {           
           

;                      6. { 
        

         
. 
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2.8 Логарифмічні функції. Властивості логарифмів. 

Логарифмування та потенціювання. Логарифмічні рівняння і системи 

рівнянь 

Логарифмічні тотожності 

Основна логарифмічна тотожність          

       ;            ;                | |      | |,      

    
 

 
     | |      | |, 

 

 
  ;                 | |,      

       
 

 
     ;                   

      
     

     
, де    ,    ,     

Приклад 1. Обчислити: 

       

      
 

      

      
                                    

     

       
           

           
                            

                                                  

                                                

                                      . 

1.    (  
 

 
                 

√  );          4. 
       

 

 
      

       
 

 
      

; 

2. 
 

 
                   √  

 
;         5. (      

 

     
)     ; 

3.           √          ;                    6.   
            

             . 

Приклад 2. Виразити через   і  :    √     , якщо         , 

        . 

Розв’язання 

   √                                              

                                      . 

1.         , якщо        ; 

2.         , якщо         ,          ; 

3.          , якщо    √      ,    √     ; 
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4.         , якщо        ,           ; 

5.         , якщо         . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння: 

                             . 

Розв’язання 

                        ; 

                        ; 

  
      

 
            ; 

{
 

 
    

 
         

    

 
   

          

  {
          

      
      

   {
     

   √ 

 
 

      
      

 

Відповідь:      
   √ 

 
. 

1.                      ;        4.                       ; 

2.    √        √
   

    

  
   ;          5. 

 

       
 

 

       
. 

3.                                 
            ; 

Приклад 4. Розв’язати рівняння:         
                . 

Розв’язання 

ОДЗ:      ;     ;             . 

         
               ; 

 (
 

         
)
 

   
 

         
  . 

Введемо нову змінну: 
 

         
  , отримаємо: 

          ; 

                   ; 

   
  √  

   
 

 

 
;    

  √  

   
  

 

 
; 

[
 

         
 

 

 
 

 

         
  

 

 
 
 [

                 

              
 

 
 
 [

         

    
 

 
 

 [
    √   

     
 

 
 
 [   √ 
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Відповідь:    √ 
 

  ;         . 

1.     
          

         ; 

2.                ; 

3.      
          

            
 

 
; 

4.                             ; 

5.                            . 

Приклад 5. Розв’язати систему рівнянь: {            
                  

. 

Розв’язання 

ОДЗ: {     
      

 {     
     

 

{
          

  
      

 
      

 {
         
      

 
    

 {        
           

 {        
          

 {
       

[       
       

 

{
       

[     ‒не задовольняє ОДЗ 
    

 [{      
    

 

Пара чисел         ‒ розв’язок. 

Відповідь:        . 

1. {          
          

.                                   6. {             
                  

. 

2. {          
          

.                                   7. {            
                       

. 

3. {           
          

.                                  8. {
  

     

     
   

    

  
   

           
. 
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2.9 Тригонометричні функції. Основні тригонометричні формули. 

Доведення тотожностей 

Основні тригонометричні тотожності 

             ;          
    

    
;           

    

    
; 

            ;            
 

     
;             

 

     
 

Формули подвійного кута 

                ;                      ; 

      
     

      
;            

       

      
 

Формули потрійного кута 

                  ;                        

      
           

       
;            

            

       
 

Формули додавання 

                             

                             

        
         

            
;              

             

           
 

Формули суми та різниці 

              
   

 
    

   

 
 

              
   

 
    

   

 
 

               
   

 
    

   

 
 

          
        

         
;                  

        

         
 

Формули універсальної підстановки 

     
    

 

 
 

      

 

;          
      

 

      

 

 

Формули пониження степеня 

      
       

 
;           
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Формули добутку тригонометричних функцій 

          
                 

 
 

          
                 

 
 

          
                 

 
 

Приклад 1. Спростити: 
                  

                  
. 

Розв’язання 

                  

                  
 

                               

                  
   

 
                    

                  
 

                     

                        
 

             

                 
   

 
             

                 
 

 

 
. 

Відповідь: 
 

 
. 

1. 
                         

                       
;                        4.      

 
      

 
; 

2. (
 

    
      )  (

 

    
      );             5.  

           

     
; 

3. 
             (

  

 
  )

         
;                                    6. 

             

             
. 

Приклад 2. Обчислити:                             . 

Розв’язання 

                               
√ 

 
                       

              √                       √           

 
              

 
 √         

                   

 
 √           

 
             

 
  √         

       
 

 

 
 

√ 

 
               

√ 

 
        

 
√ 

 
 
              

 
 

√ 

 
         

√ 

 
        

 

 
 

√ 

 
        

 

 
. 

Відповідь: 
 

 
. 

1.                             ;           4. 
              

             
; 
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2.         
 

      
;                                          5.         

 

      
; 

3.                     ;                             6. 
      

        
. 

Приклад 3. Довести тотожність: 
          

          
 

     

       
. 

Доведення 

Переносимо все в ліву частину тотожності, отримаємо: 

          

          
 

     

       
  ; 

Зробимо перетворення з лівою частиною: 

          

          
 

     

       
 

                 

                 
 

            

                           
   

 
            

            
 

            

       
 

              

            
 

     

     
 

          

        
 

 
          

           
 

                     

        
 

 

        
  ; 

    ‒ ліва частина дорівнює правій, отже, тотожність правильна. 

Доведено. 

1. 
      

    
 

    

      
 

 

    
;                             4. 

 

     
        ; 

2.  
        

        
          ;                          5.        

       

       
; 

3. 
     

     
           ;                              6. 

           

             
      . 
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2.10 Властивості та графіки тригонометричних функцій 

Приклад 1. Знайти найменший додатний період функції:      
  

 
. 

Розв’язання 

   
  
 

 

   . 

Відповідь:      . 

1.      ( 
  

 
);              3.     

  

  
;             5.            ;   

2.       ;                      4.      
 

 
;             6.       ( 

  

 
). 

Приклад 2. Користуючись властивостями тригонометричної функції, 

порівняти числа:    
 

  
 і    

   

 
. 

Розв’язання 

Оскільки    
  

 
    (  

  

 
)      

  

 
 і    

 

  
     

  

 
. 

Отже,    
 

  
    

   

 
. 

Відповідь:    
 

  
    

   

 
. 

1.            і           ;     3.      і     ;       5.       і      ; 

2.    
  

  
 і    

  

  
;                       4.     

   

 
 і     

 

 
;   6.          і        . 

Приклад 3. Розташувати числа в порядку їх зростання: 

      ,       ,          ,          . 

Розв’язання 

Числа       ,        ‒ додатні (точки      і      знаходяться в   чверті), 

а числа          ,           ‒ від’ємні (точки       і       знаходяться в    

чверті). Враховуючи, що       
 

 
,       

 

 
 і те, що функція      на 

проміжку [  
 

 
 ] зростає, з нерівності         одержуємо              . 

Також  
 

 
       ,  

 

 
       . Функція      на проміжку 

[  
 

 
 ] зростає, з нерівності           одержуємо                    . 

Отже, у порядку зростання ці числа розташовуються так: 
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         ,          ,       ,       . 

Відповідь:          ,          ,       ,       . 

1.        ,           ,        ,           ; 

2.        ,           ,        ,           ; 

3.        ,        ,           ,        ,           ; 

4.          ,       ,       ,          ; 

5.        ,            ,        ,            . 

Приклад 4. Побудувати графік функції та вказати нулі функції і 

проміжки знакосталості:          . 

Побудова 

Побудуємо спочатку графік функції        

 

Будуємо графік функції        , стискаючи графік функції 

       у   рази до осі    

 

Будуємо графік функції          , опустивши графік функції 

        на 4 одиниці вниз 
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Нулі функції:        . 

Проміжки знакосталості: тільки від’ємні значення      . 

1.      
 

 
   ;         2.         ;        3.          ; 

4.         
 

 
;           5.      

 

 
  

 

 
;       6.      

 

 
  

 

  
. 

Приклад 5. Побудувати графік функції:    
 

 
   |   

 

 
|. 

Побудова 

Побудуємо спочатку графік функції       

 

Побудуємо графік функції       , стискаючи графік функції 

       у   разів до осі    

 

Побудуємо графік функції     (   
 

 
), паралельним переносом 

графіка функції        вздовж осі абсцис на 
 

 
 одиниці вправо 
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Побудуємо графік функції      |   
 

 
|, частину графіка             

    (   
 

 
), яка лежить праворуч осі    (і на самій осі) залишити без 

змін, і саме цю частину від ображаємо симетрично відносно осі   . 

 

Побудуємо графік функції   
 

 
   |   

 

 
|, стискаючи графік 

функції      |   
 

 
| у   рази до осі    

 

Побудуємо графік функції    
 

 
   |   

 

 
|, відбиваємо графік 

функції   
 

 
   |   

 

 
| симетрично осі    

 

1.   
 

 
    |   

  

 
|;                            4.   

 

 
    | 

 

 
    |; 

2.          |    
 

 
|;                      5.        |

 

 
  

 

 
|. 

3.    
 

 
     |   

 

 
|   ;                  
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2.11 Тригонометричні рівняння та нерівності 

Приклад 1. Розв’язати рівняння:  
 

 
   (

 

 
 

 

  
)   

√ 

 
. 

Розв’язання 

Зведемо дане рівняння: 

   (
 

 
 

 

  
)   

√ 

 
. 

 

 
 

 

  
            ( 

√ 

 
)    ,      ; 

 

 
 

 

  
      ( 

 

 
)    ,      ; 

  
 

 
       

 
    ,      . 

Відповідь:   
 

 
       

 
    ,      . 

1.     (
 

 
 

 

  
)  

√ 

  
;                                   4. 

 

 
   (

 

 
 

 

 
)  

√ 

 
; 

2.     (
 

 
   )   √ ;                            5.               ; 

3. 
 

 
   (

 

 
 

  

  
)  

√ 

 
;                                   6. 

 

  
  (   

 

 
)   

√ 

  
. 

Приклад 2. Розв’язати рівняння:  

                √            . 

Розв’язання 

                √                      ; 

                √            ; 

Поділимо обидві частини рівняння на        , отримаємо: 

           √         ; 

Уведемо нову змінну        .  

Тоді отримане рівняння можна записати у вигляді 

     √       ; 

   √      ; 

   
√   

 
,    

√   

 
. 
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[
     √   

 
 

     √   

 
 
 [

         √   

 
           

         √   

 
          

 

Відповідь:       
√   

 
    ,       

√   

 
   , де      . 

1.                    ;                          4.               ; 

2.                          ;         5.                 . 

3.                             ;       

Приклад 3. Розв’язати рівняння:             .  

Розв’язання 

Обчислимо значення аргументу  : 

        
 

 
. 

Використаємо формулу для лівої частини: 

           √         (        
 

 
)  √     (        

 

 
); 

√     (        
 

 
)   ; 

   (        
 

 
)  

 

√ 
; 

        
 

 
            

 

√ 
         ; 

             
 

√ 
       

 

 
         . 

Відповідь:            
 

√ 
       

 

 
   , де      . 

1. √             ;                          4. √            ; 

2.       √        ;                      5.            ; 

3.  √              ;                     6.            . 

Приклад 4. Розв’язати нерівність:    (   
 

 
)  

 

 
. 

Розв’язання 

На проміжку       ] будуємо одиничне коло і позначаємо на осі    

точку   з ординатою 
 

 
 (Рис. 2.1). Проведемо через цю точку пряму, 

паралельну осі   , яке перетне коло в двох точках    і   . Знайдемо дугу, 

яка відповідає даному проміжку:    ‒ початок дуги,    ‒ кінець дуги. 
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Для того, щоб визначити, де початок дуги, а де кінець, потрібно 

обходити дугу кола з початку до кінця проти годинникової стрілки. 

Тоді 

           
 

 
   

 

 
 

 

 
; 

           
 

 
   

 

 
 

  

 
. 

Отже 

 

 
        

 

 
 

  

 
    ,      ; 

 

 
        

  

 
    ,      ; 

 

 
      

  

  
   ,      .                                      Рис. 2.1 

Відповідь: 
 

 
      

  

  
   ,      . 

1. 
 

√ 
   (   

 

 
)  

 

 
;   2.     (

 

 
  )   ;    3.    (   

  

 
)   

√ 

 
;        

4. 
 

 
   (

 

 
 

 

 
)   

 

 
;        5.   (  

 

 
)   

√ 

 
;     6.   (

 

 
 

  

 
)   . 

Приклад 5. Розв’язати нерівність                 . 

Розв’язання 

                    ; 

                 . 

Уведемо нову змінну        .  

Тоді отримане рівняння можна записати у вигляді 

           ; 

          ; 

   
 

 
;        

     
 

 
; 

         
 

 
. 

На проміжку       ] будуємо одиничне коло і позначаємо на осі    

точку   з абсцисою 
 

 
 і точку   з абсцисою    (Рис. 2.2). Проведемо через ці 

точки прямі, паралельні осі   , які перетнуть коло в двох точках    і   . 

             y      

                

                              

𝑀                         𝑀  

             O                      x 



59 

 

Знайдемо дугу, яка відповідає даним проміжкам:    ‒ початок дуги,    ‒ 

кінець дуги. 

Тоді 

           
 

 
 

 

 
;  

            
 

 
    

 

 
 

  

 
. 

Отже 

 

 
       

  

 
    ,      . 

Відповідь: 
 

 
       

  

 
    ,      .                       Рис. 2.2 

1. 
 

√ 
   (   

 

 
)  

 

 
;                           4.     (

 

 
  )   ; 

2. 
 

 
   (

 

 
 

 

 
)   

 

 
;                             5.   (  

 

 
)   

√ 

 
; 

3.    (   
  

 
)   

√ 

 
;                         6.   (

 

 
 

  

 
)   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           y             

                

          𝑀                     

  

          O             x 

                    𝑀  
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2.12 Послідовності та границі. Границя функції. Неперервність 

функції 

Приклад 1. Довести, що послідовність із загальним членом є спадною: 

   
  

  
. 

Доведення 

Визначимо знак різниці:         
  

      
 

  

  
  

  

        
  . 

Отримали        . За означенням задана послідовність спадає. 

1.    
 

  
;                    2.    

  

   
;                      3.    

 

  
;           

4.    
   

  
;                       5.    

  

  
;                        6.    

 

  
. 

           Приклад 2. Знайти границю:    
   

              

    
  

Розв’язання 

Чисельник і знаменник дробу ділимо на найбільший степінь  : 

   
   

              

    
    

   

   
  
  

 
   

  
  

 
   

 
  

    
   

  

 
    

           1.    
   

 √  √  

√    √   ;                                      4.     
   

      

          
  

           2.    
   

      

      
 ;                                     5.    

   

      

         
   

           3.    
   

    

            
 ;                  6    

   

       

          
  

           Приклад 3. Знайти границю:    
   

√       √      

 
  

Розв’язання 

              
   

√       √      

 
  

    
   

(√       √      )  (√       √      )

  (√       √      )
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  (√       √      )
    

   

     

  (√       √      )
  

      
   

    

 
    
   

 

(√       √      )
     

 

   
    

           1.    
   

 √        

√        
  ;                               4.     

   

   
 
 

      

   
  

           2.    
   

(√      )  ;                                 5.    
   

√        

     
   

           3.    
  

 
 

         

      
 ;                                   6    

   

     

 
  

Приклад 4. Дослідити функції на неперервність, знайти точки розриву 

і встановити їх:       
   

       . 

Розв’язання 

ОДЗ:        ,     ,     . 

Функція неперервна на інтервалах                      , розрив 

може бути в точках     ,     . 

                
     

 
   

                        
     

 
   

           

Отримали:              , отже точка     ‒ точка усувного 

розриву. 

          
     

 
   

               

          
     

 
   

               

Маємо              , отже точка     ‒ точка розриву другого 

роду. 

1.      {

  , якщо     
      , якщо      
       , якщо     

        4.      
|    |

    
; 

2.            
 

    
;                                  5.       

 

       ; 

3.      
 

           
;                                   6.      

|    |

    
. 
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2.13 Алгебра векторів. Метод координат на площині 

Приклад 1. Знайти координати, довжину та напрямні косинуса вектора 

|  ̅̅ ̅̅ |, якщо:            і           . 

Розв’язання 

Знайдемо координати вектора: |  ̅̅ ̅̅ |          . 

Знайдемо довжину вектор: |  ̅̅ ̅̅ |  √                √   . 

Знайдемо напрямні косинуса вектора:           
 

 
,       

 

 
. 

Відповідь: |  ̅̅ ̅̅ |          , |  ̅̅ ̅̅ |   ,           
 

 
,       

 

 
. 

1.            і           ;                 4.           і          ; 

2.            і           ;                 5.           і           ; 

3.             і           ;              6.            і           . 

Приклад 2. Знайти скалярний добуток векторів: 

 ⃗        ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
. 

Розв’язання 

Використавши властивості скалярного добутку маємо: 

 ⃗   ⃗⃗  (      ⃗ )  (      ⃗ )                ⃗        ⃗   ( ⃗ )
 

   

    |  |        ⃗   | ⃗ |
 

    |  |    |  |  | ⃗ |     (    ⃗ )   | ⃗ |
 

   

                 (
 

 
)             

√ 

 
         √ . 

Відповідь:  ⃗   ⃗⃗       √ . 

1.  ⃗       ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

2.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗       ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

3.  ⃗      ⃗  і  ⃗⃗       ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

4.  ⃗       ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
  

 
; 

5.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗       ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
. 

Приклад 3. Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах:         ⃗  і          ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 
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Розв’язання 

      (     ⃗ )  (      ⃗ )            (    ⃗ )    ( ⃗    )  

   ( ⃗   ⃗ )     (    ⃗ )    (    ⃗ )      (    ⃗ ). 

  |     |  |  (    ⃗ )|    |    ⃗ |    |  |  | ⃗ |     (    ⃗ )      

                   
√ 

 
    √ . 

Відповідь:      √ .  

1.         ⃗  і        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )      ; 

2.          ⃗  і         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )     ; 

3.          ⃗  і          ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )      ; 

4.         ⃗  і          ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )      ; 

5.        ⃗  і         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 

Приклад 4. Довести методом координат:  у будь-якому чотирикутнику 

сума квадратів його сторін дорівнює сумі квадратів його діагоналей до якої 

ще додається квадрат відстані між серединами діагоналей помножений на 4. 

Доведення 

 

 

 

 

                                                             Рис. 2.3 

В системі координат побудуємо чотирикутник     . 

Виберемо систему координат так, щоб точка   була початком 

координат,    ‒ віссю   . У першій чверті поставимо будь-які точки   і  . 

У вибраній системі координат точки  ,  ,  ,   мають такі координати: 

      ,       ,       ,       . 

У чотирикутнику      проведемо діагоналі    та   . Поставимо 

точки   та   відповідно середини діагоналей (Рис. 2.3). Точки   та   

матимуть такі координати: 

    y                                   C 

                 M 

D         

                             N 

   A                            B   x 
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 (
 

 
 
 

 
),  (

   

 
 
 

 
). 

Запишемо умову, яку потрібно довести: 

                            . 

       ,              ,                  ,          , 

         ,              ,     (
     

 
)
 

 (
   

 
)
 

. 

Зробимо перетворення з лівою частиною виразу: 

                                       

                                             

                        . 

Зробимо перетворення з правою частиною виразу: 

                  ((
     

 
)

 

 (
   

 
)
 
)           

             (
                           

 
)              

                                           

                                             

                . 

Доведено. 

1. В трикутнику        ‒ медіана,     ,     ,     . Довести, 

що квадрат медіанти трикутника дорівнює половині суми квадратів. 

2. Довести, що сума квадратів відстаней від фіксованої точки   взятої 

в площині даного кола до кінців довільного діаметра цього кола є величина 

стала. 

3. Довести, що якщо      ‒ прямокутник і   ‒ будь-яка точка його 

площини, то                . 

4. Довести, що в кожній трапеції середини діагоналей і середини 

основ є вершинами паралелограма. 

5. Довести, що в трапеції відрізок, який з’єднує середини діагоналей 

паралельний основам і дорівнює їхній піврізниці. 
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2.14 Розв’язування геометричних задач на доведення 

Приклад 1. Довести методом векторної алгебри: в трикутнику     з 

площею     точки  ,  ,   є серединами медіан. Довести, що площа 

трикутника     дорівнює 
 

  
 . 

Доведення 

 

 

 

 

 

                                                    Рис. 2.4 

Від точки   паралельно до    проведемо пряму   , сполучимо точки 

  та  . Отримаємо паралелограм      (Рис. 2.4),    
 

 
  . 

Нехай   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ,   ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗ , тоді      
 

 
|[    ⃗ ]|,      

 

 
|[  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗]|. 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ; 

  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  
 

 
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   

 

 
(    ⃗ ); 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗;   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

 
 ⃗    ; 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   
 

 
(
 

 
 ⃗    )  

 

 
 ⃗  

 

 
  ; 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗   
 

 
(    ⃗ )     

 

 
 ⃗  

 

 
   

  ⃗    ⃗    ⃗ 

 
 

 

 
  . 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗;   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  
 

 
    ⃗ ; 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗  
 

 
(
 

 
    ⃗ )  

 

 
   

 

 
 ⃗ ; 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗   
 

 
(    ⃗ )   ⃗  

 

 
   

 

 
 ⃗  

  ⃗    ⃗    ⃗ 

 
 

 

 
 ⃗ . 

Тоді      
 

 
|[  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗]|  

 

 
|[

 

 
   

 

 
 ⃗ ]|  

 

 
 
 

 
 
 

 
 |[    ⃗ ]|  

 

 
 
 

 
 
 

 
  

        
 

  
     

 

  
 . 

Доведено. 

            B 

                                                                    H 

         D           M               N 

                    K             P             

 A         

                             L                          C 
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1. До кожної грані трикутної призми побудований 

перпендикулярний вектор направлений зовні призми модуль якого рівний 

площі відповідної грані. Доведіть, що сума усіх побудованих векторів рівна 

нулю. 

2. Довести, що якщо в тетраедрі дві пари протилежних ребер 

взаємно перпендикулярні, то третя пара ребер також буде перпендикулярна. 

3. Довести, що в правильній трикутній піраміді протилежні ребра 

взаємно перпендикулярні. 

4. Довести, що сума медіан трикутника дорівнює 
 

 
 сумі квадратів 

його сторін. 

5. Довести, що висоти довільного трикутника перетинаються в 

одній точці. 

Приклад 2. З вершини   трикутника    , проведено бісектрису   . 

Довести, що 
  

  
 

  

  
. 

Доведення 

 

 

 

 

                                   

                                    Рис. 2.5 

Доведемо рівність за допомогою формул площі трикутника. 

Бісектриса    ділить заданий трикутник на два менших трикутника 

    і    . Обчислимо площі утворених трикутників за формулою: 

   
 

 
         . 

Так, як    є бісектрисою кута  , тоді           
 

 
. 

      
 

 
          

 

 
,       

 

 
          

 

 
. 

Поділимо площі одна на одну. Отримаємо: 
     

     
 

 

 
          

 

 
 

 
          

 

 

 
  

  
. 

                 B 

 

 

 

   A                       H          L                                             C 
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Знайдемо площі цих трикутників за допомогою формул площі 

половини добутку висоти на основу: 

      
 

 
      ,       

 

 
      . 

Поділимо дві останні рівності одна на одну: 
     

     
 

 

 
      

 

 
      

 
  

  
. 

Тоді з двох останніх рівностей слідує, що 
  

  
 

  

  
. 

Доведено. 

1. Довести, що в чотирикутнику, описаного навколо кола, суми 

довжин протилежних сторін рівні. 

2. Від вершини   рівнобедреного трикутника     з основою    

відкладено рівні відрізки:    ‒ на стороні    і    ‒ на стороні   . Довести 

рівність трикутників     і    . 

3. У трикутнику     точки  ,  ,  ,   належать одному й тому 

самому колу. Довести, що             . 

4. У тетраедрі      при вершині   три кути прямі. Вершина   

проектується в точку   на основу    . Довести, що   √     , де  ,   , 

   ‒ площі трикутників    ,    ,     відповідно. 

5. Довести, що в правильній трикутній піраміді протилежні ребра 

взаємно перпендикулярні. 

Приклад 3. Довести методом геометричних перетворень: трапеція у 

якої діагоналі рівні є рівнобічною. 

Доведення 

 

 

 

 

 

           

                                                         Рис. 2.6 

                    B                     C 

 

              𝑑            𝑑                  𝑑  

 

   

    A                                 D               N 
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Проведемо з вершини   пряму, паралельну діагоналі   , сполучимо 

точки   і  , отримаємо паралелограма      (Рис. 2.6). 

Отже,         . 

     ‒ рівнобічний, бо      .  

Звідси слідує, що               . 

          ‒ за   ознакою рівності трикутників. 

Отже,      . 

Доведено. 

1. Довести, що в рівнобедреному трикутнику сума відстаней від 

будь-якої точки основи до бічних сторін є величина стала. 

2. Довести, що трикутник в якого дві медіани рівні є 

рівнобедреним. 

3. На прямій лінії зафіксовано підряд три точки  ,  ,   в одній 

півплощині відносно прямої побудовано рівносторонні трикутники     і 

   . Довести, що трикутник     ‒ рівносторонній. Якщо   ‒ середина   , 

  ‒ середина   . 

4. На сторонах    і    ромба      у якого          

позначені відповідно точки   і  , такі, що      . Довести, що 

трикутник     ‒ правильний. 

5. На двох суміжних сторонах паралелограма      зовні 

побудовано рівносторонні трикутники    і    . Довести, що трикутник 

    ‒ рівносторонній. 
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РОЗДІЛ 3. ЗАВДАННЯ ДЛЯ ІНДИВІДУАЛЬНОЇ РОБОТИ 

3.1 Самостійна робота 1 з теми «Алгебраїчні вирази. Модуль 

дійсного числа» 

Варіант №0 

Приклад 1. Спростити вираз та знайти його значення  

(
   

        
 

      

      
)  

     

          
, якщо    . 

Розв’язання 

(
   

        
 

      

      
)  

     

          
 (

   

      
 

      

            
)  

      

        
   

 (
                  

            
)  

      

        
 (

         

            
)  

      

        
 

      

            
   

 
        

      
 

       

       
. 

Обчислимо значення при    : 

       

       
 

       

       
 

      

   
  

 

 
. 

Відповідь:  
 

 
. 

Приклад 2. Розв’зати нерівність: 

|   |   |     |  |    |     . 

Розв’язання 

1) Знайдемо ОДЗ:      . 

2) Знайдемо нулі підмодульних функцій: 

     ,        ,        

   ,            ,        . 

3) Знайдемо знаки функцій на кожному проміжку 

                                                                                                   

       -10                                                                                5    

4) На кожному з цих інтервалів розв’язуємо нерівність без модуля 

а)              , тоді  
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     . 

б)             , тоді 

                            

                       

    
 

  
  

            
 

  
   

в)           , тоді 

                            

                       

   
  

  
  

          .  

г)            , тоді 

                           

                      

   
 

 
  

     .  

Об’єднавши розв’язки на всіх чотирьох проміжках, отримаємо 

            
 

  
        .  

Відповідь:             
 

  
        .  
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3.2 Самостійна робота 2 з теми «Розв’язування рівнянь та 

систем» 

Варіант №0 

Приклад 1. Розв’язати рівняння  

                             . 

Розв’язання 

Використовуючи формулу різниці кубів, зведемо рівняння до 

однорідного:  

                   . 

                                       . 

Поділимо на        і зробимо заміну 
         

     
  , отримаємо: 

            . 

                              , 

   
   √   

   
    ;    

   √   

   
   . 

Повертаємося до заміни: 

  [

(       )

     
     

(       )

     
    

 {
[ 

                
               

      
 {

[ 
            
          

    
 [      

             
 

Відповідь:             . 

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь  {
               

             
 

Розв’язання 

Помножимо друге рівняння на    і додамо до першого, отримаємо: 

 {
              

             
 {
                 

             
 

{
              

             
 [

{
    

         

{
     

           

 

[
 
 
 
 {

       

           

{
   

    √  

 
    

    √  

 
 

   
   √  

 
    

   √  

 
 

 

Відповідь:      ,       , (
    √  

 
 
   √  

 
), (

    √  

 
 
   √  

 
). 
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3.3 Самостійна робота 3 з теми «Тригонометричні рівняння. 

Вектори» 

Варіант №0 

Приклад 1. Розв’язати рівняння    (  
 

 
)     (  

 

 
)         . 

Розв’язання 

        
 

 

      
 

      

   
 

 
      

    
 

    
;   

      

      
 

      

       
    

 

    
; 

                                                    

             
  ;  

         

             
  . 

ОДЗ:                ; [
         

       
 [

   
 

 
    

              
 

          ;         
√ 

 
;      

 

 
   ,      . 

Відповідь:    
 

 
   ,      . 

Приклад 2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах:        ⃗  і          ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 

Розв’язання 

      (    ⃗ )  (      ⃗ )            (    ⃗ )   ( ⃗    )  

  ( ⃗   ⃗ )     (    ⃗ )   (    ⃗ )      (    ⃗ )  

  |     |  |  (    ⃗ )|   |    ⃗ |   |  |  | ⃗ |     (    ⃗ )        

                
√ 

 
   √ . 

Відповідь:     √ .  
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3.4 Контрольна робота 1 з теми «Розв’язування рівнянь» 

Варіант №0 

Приклад 1. Спростити вираз:  

 

      
 

 

          
 

 

          
 

 

          
 

 

          
. 

Розв’язання 

Додамо спочатку перші два дроби: 

 

      
 

 

          
 

     

           
 

    

           
 

      

           
 

 

      
  

До знайденої суми додамо третій дріб: 

 

      
 

 

          
 

      

           
 

    

           
 

      

           
 

 

      
. 

До знайденої суми додамо четвертий дріб: 

 

      
 

 

          
 

       

           
 

     

           
 

      

           
 

 

      
. 

Діючи аналогічно, дістаємо: 

 

      
 

 

          
 

       

           
 

     

           
 

      

           
 

 

      
. 

Відповідь: 
 

      
. 

Приклад 2. Розв’язати ірраціональні рівняння:  

√       
  √            

  √        
  . 

Розв’язання 

Оскільки     не є коренем даного рівняння, то при діленні обох 

частин рівняння на √       
   одержуємо рівносильне рівняння 

   √
    

   

 
  √(

    

   
)
  

  . 

Введемо нову змінну   √
    

   

 
, отримаємо: 

          ; 

                   ; 

   
   

 
  ,    

   

 
    . 

Виконавши обернену заміну, отримаємо:  
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√
    

   

 
   або  √

    

   

 
     

    

   
   або 

    

   
 

 

 
 

         або             

     або            

     або     . 

Відповідь:   ,   . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння 
    | |  

   
    . 

Розв’язання 

ОДЗ:      ,     . 

Запишемо рівняння сукупністю: 

[

       

   
     

          

   
     

 [
                  

                     
  

[
        

           
 [

     

           
 [

        

     
    

 
 
 

[
           ‒ сторонній корінь;

   
 

 
       

 

Відповідь:     ,    
 

 
      . 

Приклад 4. Розв’язати рівняння:                     . 

Розв’язання 

Перетворимо дане рівняння: 

                        ; 

                    ; 

                ; 

         або       ; 

       або     ; 

                         ;         . 

Відповідь:          ;         . 
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Приклад 5. Розв’язати рівняння: 

                                    . 

Розв’язання 

                                   ; 

                            ; 

  
         

 
             ; 

{
 

 
       

 
          

       

 
   

           

{

            
                    

           √       √      

   

{

                 
                    

    (      √ )  (   √    ) 

 

Відповідь:      . 
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3.5 Контрольна робота 2 з теми «Тригонометричні рівняння та 

нерівності. Вектори» 

Варіант №0 

Приклад 1. Розв’язати рівняння:                   . 

Розв’язання 

                   ; 

                   ; 

                ; 

[         
          

 [
            

      
 

 
 

 [
  

  

 
       

         ( 
 

 
)           

 [
  

  

 
       

   
  

 
           

  

Відповідь: 
  

 
,  

  

 
    , де      . 

Приклад 2. Розв’язати нерівність    (
 

 
  

 

 
)   . 

Розв’язання 

Будуємо одиничне коло і дотичну до нього в точці         (лінію 

тангенсів). Нанесемо на лінію тангенсів (Рис. 3.1) точку   і точки, що 

лежать вище цієї точки. Цим точкам лінії тангенсів відповідає дуга    

одиничного півкола.  

Ордината точки   дорівнює 
 

 
, а  

          
 

 
. 

Тоді 

 

 
    

 

 
  

 

 
 

 

 
   ,      ; 

   
 

 
  

 

 
   ,      ; 

 

 
     

  

  
 

 

 
  ,      . 

Відповідь: 
 

 
     

  

  
 

 

 
  ,      .                   Рис. 3.1 

Приклад 3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗         ⃗  і 

 ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )  
 

 
. 

Розв’язання 

  y                  

                

      𝑃           

     𝛽 

  O                      x 

     A 
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 ⃗   ⃗⃗  (       ⃗ )  (      ⃗ )                ⃗        ⃗  

   ( ⃗ )
 

   |  |     |  |  | ⃗ |     (    ⃗ )    | ⃗ |
 

                 

    (
 

 
)                    

 

 
           . 

Відповідь:  ⃗   ⃗⃗       . 

Приклад 4. Використовуючи методом координат знайти радіус кола 

описаного навколо трикутника зі сторонами  ,  ,  . 

Розв’язання 

 

 

 

 

 

                                              Рис. 3.2 

          . 

            ; 

                ;               . 

       ; 

               ; 

                  ; 

  
  

  
 

 

 
. 

       ; 

                   ; 

                         ; 

  
 

 
              ; 

            ; 

  
        

  
. 

  (
 

 
 
        

  
 ). 

           C(m;h) 

       b         a 

            M 

    A(0;0)     c         B(c;0) 
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   (
 

 
)
 

 (
        

  
)
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Відповідь:   
     

  
. 

Приклад 5. У трикутнику                     . Довести, що 

    . 

Доведення 

 

 

 

 

 

 

                                                        

                                                            Рис. 3.3 

Перетворимо рівність, задану в умові таким чином: 
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Далі маємо: 
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 (                               )  
  

 
   

 (                                     ). 

Скористаємося співвідношенням  

                        .  

Дістанемо, що     . 

Доведено. 
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ВИСНОВКИ 

Курс «Вступ у вищу математику» є невід’ємною частиною в розвитку 

математичних здібностей студентів. Вивчення даного курсу дозволяє 

студентам збільшити глибину засвоєння знань, формуванню наукових 

понять та законів. Крім того, даний матеріал сприяє підвищенню наукового 

рівня знань студентів, розвитку логічного мислення та їх творчих 

здібностей. 

Використання матеріалу дипломної роботи у навчальному процесі 

допоможе студентам вищих навчальних закладів засвоїти знання з вищої 

математики; сприяти їхньому математичному розвитку і також допоможе 

удосконалювати абстрактне й логічне мислення, що є необхідною 

складовою сучасного педагога, сприятиме формуванню в студентів стійкого 

інтересу до вивчення вищої математики. 

Даний матеріал сприяє систематизації, поглибленню і розширенню 

математичних знань, умінь і навичок необхідних у майбутній професійній 

діяльності, вміння бачити та застосовувати математику в реальному життя.  

Вивчення даного матеріалу у вищих навчальних закладах забезпечує: 

‒ формування особистості студентів, розвиток їхнього 

інтелектуального, аналітичного та синтетичного мислення, математичної 

культури та інтуїції. 

‒ володіння математичних апаратом, необхідним для вивчення 

фахових дисциплін, розвитку здібностей свідомого сприйняття 

математичного матеріалу, властивого для відповідної професії. 

‒ володіння основними математичними поняттями, необхідними для 

аналізу і модулюванню явищ, які відбуваються у різних професіях, пошуку 

оптимальних рішень з метою підвищення ефективності роботи у вибраній 

професії, опрацювання й аналіз результатів обчислювальних експериментів. 

‒ формування високого рівня математичної підготовки випускників 

навчальних закладів. 
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ДОДАТКИ 

Додаток А. Контрольні запитання 

1. Що називають графіком функції? 

2. Що називають елементарною функцією? 

3. Навести приклад графіків степеневої функції. 

4. Навести приклад графіків тригонометричних функцій. 

5. Як отримати графік функції   |     |? 

6. Як отримати графік функції         ? 

7. Що таке принцип математичної індукції? 

8. В чому полягає суть методу математичної індукції? 

9. Що таке перестановка? 

10. Що таке розміщення? 

11. Що таке комбінація? 

12. Яка формула біном Ньютона? 

13. Які наслідки із формули біном Ньютона? 

14. Яку нерівність називають нерівністю Бернулі? 

15. Яку нерівність називають нерівністю Коші-Буняковського? 

16. Де застосовують нерівності Бернулі та Коші-Буняковського? 

17. Навести часткові випадки нерівності Коші-Буняковського. 

18. Який вигляд мають найпростіші тригонометричні рівняння? 

19. Які є методи розв’язування найпростіших тригонометричних 

рівнянь? 

20. Який розв’язок рівняння       ,       ? 

21. Що таке однорідні тригонометричні рівняння? 

22. Як розв’язуються найпростіші тригонометричні нерівності? 
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Додаток Б. Завдання для домашніх робіт 

Приклад. Спростити вираз та знайти його значення: 

1. 
 

  
 

    

 
 

 

   
, якщо     ,    ; 

2. (
 

      
 

     
 

 

      
)  

       

       
, якщо     ,    ; 

3. 
   

          
 

   

          
 

   

          
, якщо    ,    ,     ; 

4. (
     

      
 

   
)  

     

        
, якщо    ,     . 

Приклад. Спростити: 

1. 
   

   
 (

   

         
 

   

     
)  (

   

   
)
  

; 

2. (
 

     
 

   

     
)  (

  

       
 

   
)
  

; 

3. (
   

   
 (  

 

   
))

  

 (
 

     
 

   

     
); 

4. 
  

   
 (

  

      
 

  

     
)  (

 

      
)
  

; 

5. (
 

      
 

      
)  

         

  
 

 

   
; 

6. (
   

   
 

   

   
)  (

   

   
 

   

   
)
    

; 

7. 
       

       (
    

      
 

    

      
). 

Приклад. Поділити многочлен на двочлен: 

1.                         на        ; 

2.            на       ; 

3.               на        ; 

4.                 на     ; 

5.               на         ; 

6.                на          . 

Приклад. Обчислити: 

1. √   √  ( √   );                         3. √   √  √ ; 
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Продовження додатку Б 

2.  √   √   (  √ );                        4. √   √  √   √ ; 

5. √  √  √  √   √  √  √   √  √   

 √  √   √   √ ; 

6. √  √  √  √   √  √  √   √   √   

 √  √   √   √ ; 

7. √  √  √  √  √  √  √  √  √   

 √  √  √  √ . 

Приклад. Спростити: 

1. 
 √   

 
 (

     
  

 

      
 

 
   

 
√       

               √ ); 

2. (√   
  

  √  
)  (

√  
 

 √ 

   
)
  

 (
√   √ 

 

√   )
  

; 

3. 
  

   
 (

√     
  √ 

 

 √ 
 

  √    )  (  √(
 

 
)
   

 √(
 

 
)
  

); 

4. ((
√    

 √    
 

√  √ 
)
 

     )  (√    )
  

   √  ; 

5. 
   

√  √ 
 (

  √    

√  √    √   ). 

Приклад. Розв’язати рівняння: 

1. |       |   |   |   |      |  |    |   |     |; 

2.   |    |   |       |  |      |      |      |; 
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Продовження додатку Б 

3.   |   |  |     |    |       |  |     |       ; 

4.   |        |   |    |    |    |  |     |     . 

Приклад. Розв’язати нерівність: 

1.  |     |  |    |          |         |; 

2. |       |    |     |   |    |     ; 

3. |      |    |   |    |    |       ; 

4. |      |   |      |    |     |       |    |. 

Приклад. Розв’язати рівняння: 

1. 
  

       
 

  

       
  ;                  7. 

   

         
 

 

 
     ; 

2. 
 

    
 

 

       
 

 

      
;                8. 

   

        
 

   

       
  ; 

3.            ;                                  9.            ; 

4.  ( √     )         ;              10.          ; 

5.                   ;      11.            ; 

6.                    ;      12.                 . 

Приклад. Розв’язати ірраціональні рівняння: 

1. √     √    √     √     ; 

2. √     √     √    ; 

3. √     √    √   √       ; 

4. √     √    √   √       ; 

5. √     √      . 

Приклад. Розв’язати систему рівнянь: 

1. {
        
      

  ;                                   16. {
        

         
 ; 

2. {
          
          

  ;                          17. {
         
      

; 

3. {
         
        

  ;                               18. {
         

          
 ; 
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Продовження додатку Б 

4. {
           
          

  ;                          19. {
          

       
 ; 

5. {
            
           

  ;                        20. {
         

          
 ; 

6. {
         

            
  ;                      21. {

         
       

 ; 

7. {
       

                
  ;             22. {

      

        
 ; 

8. {
       

             
  ;                    23. {

       

                 
 ; 

9. {
                

         
;              24. {

              
       

; 

10. {
            

             
  ;                  25. {

        

               
; 

11. {
              

              
 ;                   26. {

               
     

 ; 

12. {
        

                
 ;                 27. {

          

              
 ; 

13. {
          

                 
 ;               28. {

          

                
 ; 

14. {
         

             
 ;                        29. {

          

                
 . 

15. {
           

               
 ; 

Приклад. Розв’язати рівняння: 

1.           
   

  
;                                 6.               ; 

2.                    ;           7.           
   

  
 

3.                 ;                        8.              ; 

4.                  ;                9.    
  

     ; 

5.                  ;                   10.               . 
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Продовження додатку Б 

Приклад. Розв’язати систему рівнянь: 

1. {
    

 
     

 
 
        

 ;                                        3. {          
          

 ; 

2. {          
          

 ;                                       4. {          
          

 . 

Приклад. Обчислити: 

1.              ;                                                 6.     
 

√ 
 ; 

2.      √  (  √  )       √  (  √  );       7.  
 

 

     
 
 
; 

3.           (   
√  )

  
 

 

 
        ;                               8.     

 

  ; 

4.   
            

             ;                                          9.  
             

     
. 

5. (      
 

     
)     ; 

Приклад. Виразити через   і  : 

1.     

 

   , якщо     

 

    ,     

 

    ; 

2.    √     , якщо          ,          ; 

3.    √      , якщо         ,        ; 

4.    √        , якщо          ,          ; 

5.    √      , якщо        ,           . 

Приклад. Розв’язати рівняння 

1.     (
     

    
)      (

   

   
);                8.      (

    

    
)       (

     

   
); 

2.     (
   

     
)      (

     

   
);            9.     (

    

     
)      (

    

    
). 

3.                       (   
√ 
    ); 

4.                         ; 

5.                                   ; 

6.                                   ; 
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Продовження додатку Б 

7.     
                              ; 

Приклад. Розв’язати систему рівнянь: 

1. {            
                        

.              3. {           
          

. 

2. {           

              
.                              4. {              

              
. 

Приклад. Спростити: 

1.               (
  

 
  )     (

  

 
  ); 

2.                          ; 

4. (
 

    
      )  (

 

    
      ); 

5.                        ; 

6. 
           

           
          . 

Приклад. Обчислити:  

1.       ; 

2.              ; 

3. (                           )  (                      

                     ); 

4.                        ; 

5.    
   

 
    ( 

   

 
)     

   

 
. 

Приклад. Довести тотожність: 

1.                                   

 
; 

2.                             ; 

3.                            ; 

4.    (  
 

 
)            (  

 

 
)      ; 

5. 
           

             
      . 

Приклад. Знайти найменший додатний період функції: 

1.      
  

 
;                     4.        ;                    7.      ( 

 

 
); 
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Продовження додатку Б 

2.            ;              5.         ;                8.        ; 

3.      ( 
  

 
);               6.           ;             9.          . 

Приклад. Користуючись властивостями тригонометричної функції, 

порівняти числа: 

1.         і        ;                              3.          і         ; 

2.        і       ;                                    4.          і           . 

Приклад. Розташувати числа в порядку їх зростання: 

1.            ,            ,        ,        ; 

2.           ,       ,       ,          ; 

3.     ,         ,          ,          ; 

4.        ,            ,         ,            ; 

5.        ,           ,        ,           . 

Приклад. Побудувати графік функції та вказати нулі функції і 

проміжки знакосталості: 

1.         
 

 
;                               3.      

 

 
    ; 

2.      
 

 
    ;                            4.      

 

 
  

 

 
. 

Приклад. Побудувати графік функції: 

1. 7.         |
 

 
  

  

 
|    ;            2.    

 

 
     |    

 

 
|   . 

Приклад. Розв’язати рівняння: 

1. 
 

 
              √ ;                       6.  

 

 
   (

 

 
   )  

 

 
; 

2. 
 

 
   (

 

 
 

 

 
)    ;                                    7.             ; 

3. √       √       ;                         8.  √             ; 

4. √              ;                           9. √              . 

          5.                                 ; 

Приклад. Розв’язати нерівність: 

1.  
 

 
   (   

  

 
)   

 √ 

 
;                 4. √   (

 

 
 

  

 
)   ; 
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2.            
√ 

 
;                           5.           

√ 

 
. 

3. |          |   
√ 

 
; 

Приклад. Довести, що послідовність із загальним членом є спадною:  

1.    
  

   
;                     3 .    

  

   
;                5.    

  

  
.  

2.    
  

   
;                     4.    

  

   
; 

Приклад. Знайти границі:  

1.       
       

          
;                              6.       

     

        
; 

2.       
      

          
;                              7.       

       

          
; 

3.       
        

       
;                                 8.       (

     

   
)
   

; 

4.       
       

    
;                                    9.       (

      

      
)
  

. 

5.       
√       

     
;                                     

Приклад. Дослідити функції на неперервність, знайти точки розриву і 

встановити їх:  

1.      {

    , якщо     
   , якщо      

 

 
, якщо     

            3.       
 

   ; 

2.      
 

             
;                              4.      

 

         

Приклад. Знайти координати, довжину та напрямні косинуса вектора 

|  ̅̅ ̅̅ |, якщо:  

1.             і             ;          5.            і             ; 

2.            і          ;                    6.             і            ; 

3.           і             ;              7.             і          . 

4.             і           ; 

Приклад. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗  і  ⃗⃗ , якщо: 
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1.  ⃗      ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
  

 
; 

2.  ⃗         ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
  

 
; 

3.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗       ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

4.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

5.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

6.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
; 

7.  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
 

Приклад. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 

   і   , якщо: 

1.         ⃗  і          ⃗ , якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )      ; 

2.          ⃗  і         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )     ; 

3.           ⃗  і         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )      ; 

4.           ⃗  і          ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )      ; 

5.         ⃗  і        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )     ; 

6.         ⃗  і          ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 

Приклад. Довести методом координат, що в рівнобедреному 

трикутнику сума відстаней від будь-якої точки основи до бічних сторін є 

величина стала. 

Приклад. Довести методом векторної алгебри: 

1. Середня лінія трапеції паралельна основам і довжина її 

дорівнює півсумі довжин основ. 

2. Висоти довільного трикутника перетинаються в одній точці. 

3. Вектори   ,  ⃗ ,    не колінеарні, то із того, що     ⃗      ⃗  слідує 

[    ⃗ ]  [ ⃗    ]        ]. 
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4. У всякому трикутнику     
 

     
 

 

     
 

 

     
, де  ,  ,   ‒ 

довжини сторін трикутника    . 

Приклад. Довести: 

1. На стороні    трикутника     взято точку  . Через неї проведено 

прямі    і   , паралельні відповідно сторонам    і    (  належить   ,   

належить   ). Довести, що ці прямі відтинають на сторонах    і    

трикутника відрізки      і      такі, що 
 

 
 

 

 
  . 

2. Довести, що існує призма, відмінна від куба, і така, що в неї всі 

грані рівні між собою. 

3. Довести, що в рівнобічній трапеції кути при основі рівні. 

4. Дано трикутник    ,     ,     ,     . Довести, що площа 

шукається за формулою   
 

 
   . 

5. Довести, що    
  

   
, де    ‒ радіус зовнішнього кола, проведений 

до сторони   трикутника    ,   ‒ його півпериметр. 

6. Довести, що сума квадратів діагоналей трапеції дорівнює сумі 

квадратів бічних сторін, доданій до подвоєного добутку основ. 

Приклад. Довести методом геометричних перетворень: 

1. На сторонах    і    трикутника     побудовано квадрати 

     і     . Причому квадрат      і трикутник     розміщені по різні 

сторони   , а квадрат      і трикутник     по одну сторону   . 

Доведіть, що       і    ‒ перпендикулярне до   . 

2. Точка перетину діагоналей паралелограма є його центром 

симетрії. 

3. Середини сторін чотирикутника є вершинами паралелограма. 

4. Трикутник з координатами вершин         ,         , 

         є рівностороннім. 
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5. Довести. що коли в трикутнику медіана і бісектриса, проведені з 

однієї вершини, збігаються, то трикутник рівнобедрений. 

6. Довести. що коли бісектриси трикутника рівні, то він 

рівнобедрений. 
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Додаток В. Завдання для самостійних робіт 

Самостійна робота 1 

Варіант №1 

1. Спростити вираз та знайти його значення:  

(
 

        
 

 

       
 

 

        
)
 

 
      

  
, якщо    . 

2. Розв’язати нерівність ||    |     |      . 

Варіант №2 

1. Спростити вираз та знайти його значення: 
     

     
 

     

       
 

 

 
, якщо 

    . 

2. Розв’язати нерівність |
       

√        
|    . 

Варіант №3 

1. Спростити вираз та знайти його значення: 
   

   
 

     

    
 
   

   
, якщо 

    . 

2. Розв’язати нерівність |   |   |    |    |    |     . 

Варіант №4 

1. Спростити вираз та знайти його значення 
      

           , якщо    . 

2. Розв’язати нерівність     |   |      . 

Варіант №5 

1. Спростити вираз та знайти його значення:  

(
 

    
 

 

     
 

 

        
)  (   

    

    
), якщо     . 

2. Розв’язати нерівність|
    | |  

√   
|      . 

Варіант №6 

1. Спростити вираз та знайти його значення:  

(
   

     
 

 

    
 

   

      
)  

      

 
, якщо    . 

2. Розв’язати нерівність  |   |   |     |    |    |. 
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Варіант №7 

1. Спростити вираз та знайти його значення:  

      

    
 

 

       
 

    

       
, якщо    . 

2. Розв’язати нерівність 
    | |  

   
     . 

Варіант №8 

1. Спростити вираз та знайти його значення: 

√  √ 

√ 
 

√ 

√  √ 
 

 

  √  √ 
, якщо    ,    . 

2. Розв’язати нерівність |      |  |       |. 

Самостійна робота 2 

Варіант №1 

1. Розв’язати рівняння                    . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
           

           
 

Варіант №2 

1. Розв’язати рівняння                      . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
            

                  
 

Варіант №3 

1. Розв’язати рівняння             . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
         
 

 
       

. 

Варіант №4 

1. Розв’язати рівняння                   . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
               
           

 

Варіант №5 

1. Розв’язати рівняння         
                . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
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Варіант №6 

1. Розв’язати рівняння       √              . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
√    √    

        
 

Варіант №7 

1. Розв’язати рівняння           . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
           

          
. 

Варіант №8 

1. Розв’язати рівняння √    
 

 √          . 

2. Розв’язати систему рівнянь {
           

      
  

  
 

 

Самостійна робота 3 

Варіант №1 

1. Розв’язати рівняння     (   
 

 
)      (   

 

 
)   . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

          ⃗  і          ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |    , (    ⃗ )     . 

Варіант №2 

1. Розв’язати рівняння      √      √ . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

       ⃗  і          ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )     . 

Варіант №3 

1. Розв’язати рівняння                √            . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і             ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )     . 

Варіант №4 

1. Розв’язати рівняння                . 
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2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і          ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 

Варіант №5 

1. Розв’язати рівняння    (    
 

 
)      (    

 

 
)   √ . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і         ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |    , (    ⃗ )      . 

Варіант №6 

1. Розв’язати рівняння                     . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і           ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )      . 

Варіант №7  

1. Розв’язати рівняння                   . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

        ⃗  і          ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )      . 

Варіант №8 

1. Розв’язати рівняння                √            . 

2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

           ⃗  і           ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 
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Додаток Г. Завдання для контрольних робіт 

Контрольна робота 1 

Варіант №1 

1. Спростити вираз: 
     

     
 
     

     
. 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: 

√       
  √            

 √        
  . 

3. Розв’язати рівняння:          . 

4. Розв’язати рівняння:                     . 

5. Розв’язати рівняння:             . 

Варіант №2 

1. Спростити вираз: 

 

   
 

 

 
 

   
 

 

 

 (  
        

   
)
  

. 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: 

√       
  √       

  √    
 

. 

3. Розв’язати рівняння: |   | ||   . 

4. Розв’язати рівняння:                        . 

5. Розв’язати рівняння:                 . 

Варіант №3 

1. Спростити вираз: (
   

   
 

   

   
)  (

  

     
)
  

. 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √    
 

 √    
 

  . 

3. Розв’язати рівняння: |
     

     
|   . 

4. Розв’яжіть рівняння:             . 

5. Розв’язати нерівність:                       . 

Варіант №4 

1. Спростити вираз: 
 √   

 
 (

     
   

 

      
 

 
   

 
√       

               √ ). 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √   
 

 √   
 

 √   
 

  . 
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3. Розв’язати рівняння: 
 

|   |  
 |   |. 

4. Розв’язати рівняння:                       . 

5. Розв’язати рівняння:                . 

Варіант №5 

1. Спростити вираз: 

 

 
 

 

   
 

 
 

 

   

 (  
        

   
). 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √   √    
 

 √   
 

. 

3. Розв’язати рівняння: 
|     |  

    |   |
   . 

4. Розв’язати рівняння:                      . 

5. Розв’язати рівняння: 
 

 
             √   . 

Варіант №6 

1. Спростити вираз: 
   

√  √ 
 (

  √    

√  √    √  
 ). 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √    
 

 √   
 

  . 

3. Розв’язати рівняння: |   | ||       . 

4. Розв’язати рівняння:                     . 

5. Розв’язати рівняння:                   . 

Варіант №7 

1. Спростити вираз: 
    

 √(
    

  
)
 

  

. 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √    
 

   √       
. 

3. Розв’язати рівняння: 
    | |  

   
   . 

4. Розв’язати рівняння:                     . 

5. Розв’язати рівняння:       
 

     
  . 

Варіант №8 

1. Спростити вираз: (
√   

√   
 

√   

√   
 

 

   
)
  

. 
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2. Розв’язати ірраціональне рівняння: 

√       
  √            

  √        
  . 

3. Розв’язати рівняння: |   |   |    |   |    |       . 

4. Розв’язати рівняння:                        . 

5. Розв’язати рівняння               . 

Варіант №9 

1. Спростити вираз:                                

                        . 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √   
 

   √    . 

3. Розв’язати рівняння: ||   |    |    . 

4. Розв’язати рівняння:                    . 

5. Розв’язати рівняння:                  . 

Варіант №10 

1. Спростити вираз: 
       

          (
 

    
 

   
)
  

. 

2. Розв’язати ірраціональне рівняння: √   
 

 √         . 

3. Розв’язати рівняння: 
   | |  

|    |
  . 

4. Розв’язати рівняння:                   . 

5. Розв’язати рівняння:     √       
 

 
  . 

Контрольна робота 2 

Варіант №1 

1. Розв’язати рівняння:                     . 

2. Розв’язати нерівність:  

   (   
 

 
)     (

 

 
  )     (   

 

 
)     (

 

 
  )   

 

 
. 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗        ⃗  і                   

 ⃗⃗         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )    . 
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4. Використовуючи методом координат довести, що радіус               

  
        

        
, де  ,  ,   ‒ відстані від центроїда до сторін трикутника   , 

  ,   . 

5. Нехай при продовженні медіан    ,    ,     до перетину з колом, 

описаним навколо трикутника    , дістанемо точки   ,    ,     . Довести, 

що 
  

    
  

     
  

       . 

Варіант №2 

1. Розв’язати рівняння:                          . 

2. Розв’язати нерівність: |    (   
 

 
)|    . 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗          ⃗  і              

 ⃗⃗         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
. 

4. Використовуючи методом координат довести, що якщо у 

трикутнику     точки   ,   ,  ,   належать одному й тому самому колу, 

тоді          . 

5. Довести, що півпериметр ортоцентричного трикутника дорівнює 
 

 
. 

Варіант №3 

1. Розв’язати рівняння:                 . 

2. Розв’язати нерівність:  

              (
 

 
   )                (

 

 
   )   √

 

 
. 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗         ⃗  і  ⃗⃗       ⃗ , 

якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )  
 

 
. 

4. У коло вписаний трикутник    . Медіана     перетинає коло 

вдруге в точці  . Довести методом координат, що                . 

5. У трикутника     проведені медіани і в трикутника     ,      , 

    ,     ,     ,      вписані кола. Довести, що коли три з них рівні 

між собою, то всі шість рівні. 
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Варіант №4 

1. Розв’язати рівняння:                   . 

2. Розв’язати нерівність:      (
  

 
 

 

 
 )     (

  

 
 

 

 
 )  

 

 
. 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗       ⃗  і  ⃗⃗         ⃗ , 

якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
. 

4. Довести методом координат формулу Герона: 

  √                . 

5. Довести, що середини   ,   ,    сторін трикутника    , основи 

висот   ,   ,   , а також точки   ,   ,    ‒ середини відрізків   ,   ,    ‒ 

належать одному колу, яке називається колом дев’яти точок. 

Варіант №5 

1. Розв’язати рівняння: 
          

      
  . 

2. Розв’язати нерівність: |     (   
 

 
)|    . 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗         ⃗  і                

 ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )    . 

4. Довести методом координат, що відстані від точок дотику зовні 

вписаного кола, які належать продовженню двох сторін трикутника     до 

їх спільної вершини, дорівнює півпериметру   трикутника    . 

5. Довести, що у трикутнику              
 

 
               , 

де    ‒ медіана трикутника    . 

Варіант №6 

1. Розв’язати рівняння: 
           

      
  . 

2. Розв’язати нерівність:    (   
 

 
)   

√ 

 
. 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗           ⃗  і            

 ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )  
 

 
. 
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4. Дано трикутник     з сторонами  ,   і  , в який вписано коло. До 

нього проведено дотичну, яка перетинає сторони трикутника    і    

відповідно у точках    і   . Знайти методом координат периметр 

трикутника      , якщо       . 

5. Довести, що у трикутнику                         

           
 

 
 

        

 
, де    ,    ,     ‒ медіани трикутника    . 

Варіант №7 

1. Розв’язати рівняння:                    . 

2. Розв’язати нерівність:               . 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗         ⃗  і                

 ⃗⃗         ⃗ , якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
. 

4. Дано трикутник     з сторонами  ,   і  , в який вписано коло. До 

нього проведено дотичну, яка перетинає сторони трикутника    і    

відповідно у точках    і   . Знайти методом координат площу трикутника 

     , якщо       . 

5. Довести, що з усіх трикутників, вписаних у даний трикутник, 

ортоцентричний має найменший периметр. 

Варіант №8 

1. Розв’язати рівняння:                   . 

2. Розв’язати нерівність:  

             (
 

 
 

 

 
 )               (

 

 
 

 

 
 )   . 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗        ⃗  і  ⃗⃗        ⃗ , 

якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )  
 

 
. 

4. Довести методом координат, що площа трикутника     

знаходиться за формулою   
 

 
        , де    ‒ точка перетину 

бісектриси кута     з описаним колом,   ,    ‒ точки дотику півкола до 

сторін    і   . 



106 

 

Продовження додатку Г 

5. Довести, що алгебраїчна сума квадратів відстаней будь-якої точки   

площини від вершини трикутника     і від його центру   пов’язані 

співвідношенням                             . 

Варіант №9 

1. Розв’язати рівняння:                          . 

2. Розв’язати нерівність: ||   (   
  

 
)|   |   

 

 
. 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗         ⃗  і                 

 ⃗⃗         ⃗ , якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )    . 

4. Знайти методом координат площу бісектрального трикутника, якщо 

відомі сторони  ,  ,   трикутника    . 

5. Доведіть, що якщо на медіані     існує така точка  , що        

            , то відрізок    перпендикулярний до відрізка    . 

Варіант №10 

1. Розв’язати рівняння:                     . 

2. Розв’язати нерівність: ||   (
 

 
    )|   |   . 

3. Знайти скалярний добуток векторів  ⃗           ⃗  і            

 ⃗⃗        ⃗ , якщо |  |    , | ⃗ |    , (    ⃗ )  
 

 
. 

4. Довести методом координат формулу Ейлера. У трикутнику     

          . 

5. Довести, що радіус описаного навколо трикутника кола дорівнює 

радіусу кола, що проходить через дві вершини і ортоцентр цього 

трикутника. 

 

 

 

 

 



107 
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Варіант №0 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен                

            ділиться без остачі на многочлен        . У відповідь 

записати суму значень   і  . 

Розв’язання 

Використаємо ділення під «кутом»: 

                                   

                                                                          

                                                                          

                        

                                      

                             

                                              

                                          

                                                           

                                                          

                                                                       

                                                                    

                                                                          . 

        ;         . 

        ;      . 

                    . 

Відповідь:          . 

2. Спростити та обчислити значення виразу: 

(
    

      
 

          
)  

     

       
   

             , при      ,      . 

Розв’язання 

 

 

‒ 

‒ 

‒ 

‒ 

‒ 

‒ 
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(
    

      
 

          
)  

     

       
   

              (
    

                
 

 
 

            
)  

     

         
 

   

              (
            

                  
)  

     

         
 

 
   

              
        

                  
 

     

         
 

   

              
 

       
   

    
         

      
   

                
 

 

       
 
             

        

 
   

                         
 

   

      
   

                   
 

   

        

 
   

             
 

               

             
 

         

             
 

     

             
 

 

   
. 

Обчислимо значення при      ,      : 

 

   
 

 

       
 

 
  

  

 
  

  
. 

Відповідь: 
  

  
. 

3. Розв’язати нерівність (
 

  
)
  

 (√ )
       

. 

Розв’язання 

(
 

  
)
  

 (√ )
       

; 

                     ; 

                 ; 

               ; 

                ; 

            ; 

                    ; 

   
   √  

 
 

    

 
  

 

 
     ;    

   √  

 
 

    

 
 

   

 
     . 

Відповідь:        ;        . 

4. Обчислити значення виразу (
√ 
 

√  
 )

 
  

 
                 

√  . 

Розв’язання 
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(
√ 
 

√  
 )

 
  

 
                 

√   (
 

 
 

 
 
 

)

 
  

 

 
 

     
         

  
   

 
 
 

 
 

 
 
  ( 

  
 )

 
 
 
 ( 

  
 

)
 

 

      
              

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

      
            

   
 

 
 ( 

 

 
)  

 

 
      

 

 
     

 

 
       ; 

Відповідь: (
√ 
 

√  
 )

 
  

 
                 

√       . 

5. Розв’язати рівняння                  . 

Розв’язання 

                 ; 

 

        
 

       
  ; 

 

      
 

 

            
  ; 

 

      
 

 

       
  ; 

                                   

                
  ; 

     
            

                
  . 

ОДЗ: [
         

          
 [

        
         

 [
    

      
 [

    

  
 

  
 
 

     
            . 

Вводимо нову змінну         

         ; 

                    ; 

   
   √  

   
 

    

 
 

 

 
  ;    

   √  

   
 

    

 
 

  

 
  

 

 
. 

                       
 

 
 

                       
 

 √ 
 . 

Відповідь:     ,    
 

 √ 
 . 
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6. Розв’язати систему рівнянь:  

 {
                

                                   
 

Розв’язання 

{
                

                                   
  

{
                

                               
  

 {
         

                 
  

{
         

                             
 

{
       

                          
 

Дана система ділиться на дві системи: 

[
 
 
 {

      

                          

{
       

                          

 

[
 
 
 {

      

                                      

{
       

                                         

 

[
{

      

                                     

{
       

                                     

  

[
{

      

            

{
       

             

  

Розв’яжемо квадратне рівняння першої системи: 

           ; 

                     ; 
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   √  

 
 

    √  

 
    √  . 

Розв’яжемо квадратне рівняння другої системи: 

            ; 

                        . 

Дане рівняння не має розв’язків, бо    . Отже друга система не має 

розв’язків. 

{
      

        √   
 {

          √   

        √   
 {

        √   

        √   
 

Відповідь: (   √      √  ), (   √      √  ). 

7. Довести тригонометричну тотожність:  

                                          . 

Розв’язання 

                                          ; 

(     
    

    
)  (     

    

    
)                   ; 

(
              

    
)  (

              

    
)                   ; 

(
              

    
)  (

              

    
)                   ; 

(
             

    
)  (

             

    
)                   ; 

                                   ; 

                                   . 

Отже                                           . 

Доведено. 

8. Побудувати графік тригонометричної функції: 

   
 

 
    |   

  

 
|   . 

Побудова 

Побудуємо спочатку графік функції        
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Будуємо графік функції        , стискаючи графік функції 

       у   рази до осі    

 

Будуємо графік функції      (   
  

 
), паралельним переносом 

графіка функції         вздовж осі абсцис на 
  

 
 одиниці вправо 

 

Побудуємо графік функції       |   
  

 
|, частину графіка         

     (   
  

 
), яка лежить праворуч осі    (і на самій осі) залишити без 

змін, і саме цю частину від ображаємо симетрично відносно осі   . 
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Побудуємо графік функції   
 

 
    |   

  

 
|, стискаючи графік 

функції       |   
  

 
|, у   рази до осі    

 

Побудуємо графік функції    
 

 
    |   

  

 
|, відбиваємо графік 

функції   
 

 
    |   

  

 
|, симетрично осі    

 

Побудуємо графік функції    
 

 
    |   

  

 
|   , піднявши графік 

функції    
 

 
    |   

  

 
|на   одиниці в гору 
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9. Розв’язати тригонометричне рівняння: 

√|    |  √ |    | 
     . 

Розв’язання 

ОДЗ цього рівняння складається з усіх  , які задовольняють умовам: 

{
 |    |    

  
 

 
    

 

Тобто  |    |   , |    |   ,       ,     ,      . 

Отже, ОДЗ даного рівняння є     ,      . 

Підставляючи ці значення   в задане рівняння, отримаємо   

√|     |  √ |     | 
      ; 

   , а це означає, що всі     ,      , є розв’язком цього рівняння. 

Інших коренів у цього рівняння бути не може, оскільки всі корені рівняння 

знаходяться в його ОДЗ, а там немає інших значень, крім     ,      . 

Відповідь:     ,      . 

10.  Розв’язати тригонометричну нерівність:     ( 
 

 
)     

  

 
   

Розв’язання 

Розглянемо функцію      
 

 
    

  

 
 ‒ її головний період   . 

Знайдемо нулі цієї функції на проміжку      ]. 

[
   

 

 
   

   
  

 
   

 [

 

 
          

  

 
 

 

 
          

 [
            

  
 

 
 

   

 
       

 

[
                 ] 

  
 

 
 
  

 
   

  

 
 
  

 
        ] 
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За методом інтервалів розв’яжемо дану нерівність 

                                                                                                                         

       0       
 

 
                     

  

 
                           

  

 
                 

  

 
                             

    (
 

 
      

  

 
    )  (       

  

 
    )  (

  

 
         

    ),      . 

Відповідь:     (
 

 
      

  

 
    )  (       

  

 
    )   

 (
  

 
            ),      . 

               Знайти границю:    
   

√   
 

  

 
  

Розв’язання 

   
   

√   
 

  

 
 (

 

 
)     

   

(√   
 

  )  ((√   
 

)
 
 √   

 
    )

  ((√   
 

)
 
 √   

 
    )

  

    
   

(√   
 

)
 
   

  ((√   
 

)
 
 √   

 
    )

  

    
   

  

  ((√   
 

)
 
 √   

 
    )

  

    
   

  

(√   
 

)
 
 √   

 
    

 
  

(√   
 

)
 
 √   

 
    

  

 
  

(√   
)
 
 √   

    
 

  

     
  

 

  
  

Відповідь:  
 

  
. 

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

           ⃗  і           ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |    , (    ⃗ )     . 

Розв’язання 

      (        ⃗ )  (       ⃗ )                  (    ⃗ )    
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      ( ⃗    )      ( ⃗   ⃗ )     (    ⃗ ). 

Тоді 

  |     |  |   (    ⃗ )|     |    ⃗ |     |  |  | ⃗ |     (    ⃗ )    

                            
√ 

 
      √ . 

Відповідь:        √ .  

13. Довести, що якщо куля дотикається до всіх ребер тетраедра, то 

суми довжин протилежних ребер тетраедра рівні між собою. 

Доведення 

 

 

 

 

 

 

 

 

Нехай куля дотична до ребер тетраедра      у точках   ,   ,   ,   , 

  ,   .  

Оскільки дотичні, проведені з однієї точки до даної кулі, рівні між 

собою, то  

           ,            ,  

           ,            . 

Розглянемо суми    та   :     

         ,  

        . 

Оскільки  

                     ,  

а                      ,  

               D 

 

 

            𝐾                         𝐾  

              𝐾     

                                        C 

     A      𝐾        𝐾             𝐾  

                                  B 
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то, враховуючи попередні рівності, маємо, що      . 

Аналогічно доводить рівність про сум інших пар ребер тетраедра. 

Доведено. 

Варіант №1 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен                

            ділиться без остачі на многочлен         . У 

відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення 
√    

  √    
  

√   
 

 √  
, при    , 

   . 

3. Розв’язати рівняння         
 

     
 

       . 

4. Розв’язати нерівність                                 . 

5. Розв’язати систему рівнянь {
        
 

 
 

 

 
 

  

 
 

 

6. Обчислити значення виразу  

 

   
√ 

  
 

 
      . 

7. Довести тригонометричну тотожність 
           

    
 

           

    
  . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції:  

  |           |   . 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння:  

     (   
  

 
)      (   

  

 
)     (   

  

 
)   . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність ||          |  
 

 
|  

√ 

 
. 

    Знайти границю:    
   

√       

     
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

          ⃗  і           ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 
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13. Довести, що в прямокутному тетраедрі      радіус вписаної куля 

  обчислюється за формулою   
    

 
, де    ‒ площа бічної поверхні,   ‒ 

сума довжин ребер, які утворюють прямі кути при вершині  ,   ‒ площа 

основи    . 

Варіант №2 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен                   

               ділиться без остачі на многочлен            . 

У відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення: 

( 
 

   
 

 )  ( 
 

   
 

 )  ( 
 

   
 

 ) при    ,    . 

3. Розв’язати нерівність              . 

4. Розв’язати рівняння                         . 

5. Розв’язати систему рівнянь {
         

      
 

6. Обчислити значення виразу                         . 

7. Довести тригонометричну тотожність: 

                       . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції   |    (
 

 
| |   )|. 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння: 

                       . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність: 

                            . 

    Знайти границю:    
   

     

 
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

           ⃗  і         ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |    , (    ⃗ )      . 

13. У ортоцентричному тетраедрі проведно три відрізки, кожний з 

яких    перпендикулярний    до   двох   протилежних  ребер, а  кінці відрізків  
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належать цим ребрам. Довести, що: 1) ці відрізки перетинаються в 

ортоцентрі тетраедра; 2) ортоцентр тетраедра ділить ці відрізки, як і висоти 

тетраедра, на частини, добуток яких сталий; 3) кінці цих відрізків належать 

сфері. 

Варіант №3 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен              

                  ділиться без остачі на многочлен          . 

У відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення:  

(
   √ √ 

  
)  (

√   
 √   

  √ √ 
 

   

√  √ 
), при    ,    . 

3. Розв’язати рівняння 
  

    
   

    

    
. 

4. Розв’язати нерівність    
 (

 

 
)
    

. 

5. Розв’язати систему рівнянь {
          

       
 

6. Обчислити значення виразу       

 

(√ 
 

 
 

  
     

√ √  
 

). 

7. Довести тригонометричну тотожність:  

                       . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції       (  
 

 
)  

 

 
. 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння              . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність:  

 

 
       

 

 
           . 

    Знайти границю:    
   

(  
 

 
)

   

  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

        ⃗  і            ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )      . 
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13. Довести, що коли відстані між мимобіжними ребрами тетраедра 

  ,   ,   , то об’єм тетраедра не менший ніж 
 

 
        .  

Варіант №4 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен               

                 ділиться без остачі на многочлен           .  

У відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення 
√   

  √   
 

 

   √ 
, при      , 

   . 

3. Розв’язати рівняння 
 

   
 

 

   
 

 

           
. 

4. Розв’язати нерівність    
  

      
 

 
  . 

5. Розв’язати систему рівнянь {
         

                  
 

6. Обчислити значення виразу                            . 

7. Довести тригонометричну тотожність 
    

      
 

    

      
 

 

    
. 

8. Побудувати графік тригонометричної функції:  

  
 

 
|    ( | |  

 

 
)|. 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння    √     √    . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність:  

|                         |   . 

    Знайти границю:    
   

   √    

√        
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і           ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |    , (    ⃗ )      . 

13. Довести, що у рівногранному тетраедрі сума косинусів усіх 

двогранних кутів дорівнює  . 
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Варіант №5 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен               

                     ділиться без остачі на многочлен        

          . У відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення (√ √  
  

  √ √ 
)  √    √ 

   
, 

при     ,     . 

3. Розв’язати нерівність (
 

 
)

 

  (
 

 
)

 

    . 

4. Розв’язати рівняння                           . 

5. Розв’язати систему рівнянь {
         
        

 

6. Обчислити значення виразу (  
 

 
 

 

 
               )         . 

7. Довести тригонометричну тотожність              
     

     
  . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції:  

  
 

 
|    (  | |  

 

 
)|. 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння              . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність:  

                              . 

    Знайти границю:    
   

      

               
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

          ⃗  і          ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )     . 

13. Довести, що відношення синусів плоских кутів будь-якого із 

тригранних кутів тетраедра дорівнює оберненому відношенню синусів 

відповідних лінійних кутів двогранних кутів тетраедра. 
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Варіант №6 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен               

                ділиться без остачі на многочлен          . У 

відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення (
 

√    
 

√    

√  )  
√   

√    √    
, 

при     . 

3. Розв’язати рівняння √    √      . 

4. Розв’язати нерівність √            . 

5. Розв’язати систему рівнянь {
            

                
 

6. Обчислити значення виразу  

 

   
√ 

 
 

 

 
      

. 

7. Довести тригонометричну тотожність √
      

      
 √

      

      
       . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції    
 

 
   |     |. 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння:  

    (   
 

 
)     (   

 

 
)     (   

 

 
). 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність 
    

      
 

 

 
 

 

      
. 

    Знайти границю:    
   

       

   
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

          ⃗  і           ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )     . 

13. Довести, що коли всі двогранні кути тетраедра рівні між собою, то 

тетраедр ‒ правильний. 

Варіант №7 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен                

                          ділиться без остачі на многочлен 

          . У відповідь записати суму значень   і  . 
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Продовження додатку Д 

2. Спростити та обчислити його значення 
   

  √   
 
√   

√   
 

 

√ 
, при    , 

   . 

3. Розв’язати рівняння √        √           . 

4. Розв’язати нерівність             . 

5. Розв’язати систему рівнянь {
    

 

      

 

    

    

 

      

 

    
 

6. Обчислити значення виразу                            
√  . 

7. Довести тригонометричну тотожність 
√       

    
 

    

√       
. 

8. Побудувати графік тригонометричної функції: 

    |   ( 
 

 
| |)|   . 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння                    . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність:  

   (   
 

 
)  

 

   (   
 

 
)  

 
 (     (   

 

 
)  )

   (   
 

 
)  

. 

    Знайти границю:    
   

        

       
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

           ⃗  і           ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )      . 

13. Довести, що кут   між мимобіжними ребрами   й    тетраедра 

     обчислюється за формулою      
|      

       
 |

    
. 

Варіант №8 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен                  

              ділиться без остачі на многочлен         . У 

відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення:  

(
     

 
 
   

 
 
 

 
  

 
 

   
     

 
 
   

 
 
 

)  (  
 

  
)
  

, при    ,      . 
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3. Розв’язати рівняння 
 

     
 

 

     
  . 

4. Розв’язати нерівність   √     
 

 
              . 

5. Розв’язати систему рівнянь {

 

     
 

 

     
     

          
 

6. Обчислити значення виразу   
 

       
       

 
       

. 

7. Довести тригонометричну тотожність 
       

            
  . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції:      |   
 

 
|   . 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння               . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність              . 

    Знайти границю:    
   

 

√    √   
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і           ⃗  якщо |  |    , | ⃗ |   , (    ⃗ )      . 

13. Довести, що проекція   вершини рівногранного тетраедра на 

протилежну грань належить прямій Ейлера цієї грані, причому       (  

‒ центр кола, описаного навколо грані,   ‒ ортоцентр грані). 

Варіант №9 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен              

                 ділиться без остачі на многочлен         . У 

відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення:  

√   

     √    
 (

√ 

 √   
 

    

    
 

 

   √ 
), при    . 

3. Розв’язати нерівність (
 

  
)

  

   (√ )
     

. 

4. Розв’язати рівняння                     
  

  
. 
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5. Розв’язати систему рівнянь {
           

    
 

     
 

6. Обчислити значення виразу                     . 

7. Довести тригонометричну тотожність 
             

             
       . 

8. Побудувати графік тригонометричної функції:  

    |    ( 
 

 
  

  

 
)|. 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння             . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність:  

          
 

 
         . 

    Знайти границю:    
   

√   

√      
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

          ⃗  і           ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )     . 

13. У тетраедрі        і   ,   і   ,   і    ‒ довжини протилежних 

ребер. Довести, що    
 

 
√ (  

    
    

 )            . 

Варіант №10 

1. Знайти, за яких значень   і   многочлен               

                 ділиться без остачі на многочлен          . У 

відповідь записати суму значень   і  . 

2. Спростити та обчислити його значення (√  
√   

  

√   
)
  

 
√   

 √ 

√   
, 

при     . 

3. Розв’язати рівняння     √                  
 √ . 

4. Розв’язати нерівність:  

|     |  |   |   |     |   |       |  |    |. 

5. Розв’язати систему рівнянь {
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6. Обчислити значення виразу                   √       . 

7. Довести тригонометричну тотожність 
 

           
 

      

           
. 

8. Побудувати графік тригонометричної функції      |   
  

 
|   . 

9. Розв’язати тригонометричне рівняння:  

                          . 

10. Розв’язати тригонометричну нерівність          
  

 
  . 

    Знайти границю:    
   

  

           
  

12. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

         ⃗  і           ⃗  якщо |  |   , | ⃗ |    , (    ⃗ )      . 

13. У сферу вписаний правильний тетраедр. Довести, що точка, 

діаметрально протилежна одній з вершин тетраедра, рівновіддалена від 

площин його граней. 


