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УДК 539.3 

Батишкіна Ю.В., Сяський А.О. 
 
ЧАСТКОВЕ ПІДКРІПЛЕННЯ КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ В НЕСКІНЧЕННІЙ 
ПЛАСТИНЦІ ТОНКИМ ПРУЖНИМ СТЕРЖНЕМ 
 
Пропонується наближений метод визначення напруженого стану на контурі криволінійного отвору, 
який частково підкріплений тонким пружним стержнем змінного поперечного перерізу, в нескінченній 
пластинці. Методом функцій комплексної змінної задача зведена до системи двох сингулярних 
інтегрально-диференціальних рівнянь відносно контактних зусиль для розв’язку якої застосовується 
метод граничної колокації. 
 
Розглянемо нескінченну ізотропну пластинку товщиною h2  з криволінійним отвором, 
обмеженим гладким контуром L у вигляді правильного N-кутника із закругленими кутами 
типу гіпотрохоїди. Із серединною площиною пластинки сумістимо комплексну площину 

iyxz +=  з початком координат в центрі отвору. Нехай на проміжку [ ]∗∗ βα= 001 ;L  контур 

отвору підкріплений тонким пружним стержнем змінного поперечного перерізу, де ∗∗ βα 00;  – 
полярні кути торців підкріплення.  

 

 
 

Рис.1. 
 

Стержень вважаємо пружною лінією, що наділена жорсткістю на розтяг в своїй 
площині. Жорсткістю стержня на згин в площині пластинки нехтуємо. Як показано в роботах 
[2, 7], для модулів Юнга матеріалів пластинки і стержня одного порядку вплив жорсткості на 
згин незначний. На “нескінченності” до пластинки прикладені взаємно перпендикулярні 
зусилля розтягу або стиску p і q , що діють в напрямках координатних осей. 

Для розв’язування задачі, яке полягає у визначенні контактних ρλρ ST ,  зусиль в зоні 

підкріплення та кільцевих зусиль λT  на контурі отвору,  здійснимо конформне відображення  
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( ) 










ξ
ε+ξ=ξω= −10 NRz  (1) 

зовнішності одиничного кола в площині λρ=ξ ie  на область, яку займає пластинка в площині 
iyxz += . Тут 0R  – характерний розмір отвору (не порушуючи загальності, вважаємо 10 =R ); 

N  – кількість кутів многокутника; ε  – параметр, який визначає відхилення форми 
многокутника від кола; 1−=i . 

Деформації контуру отвору пластинки при заданому навантаженні визначатимуться 
співвідношеннями [5, 7] 
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де ( ) ( );σω′+ε=+ε ∗∗
λ iViV  ( ) ( )σω′+=+ ρλρ

∗
ρλ

∗
ρ iSTiST ; λ=σ ie ; h2  – товщина пластинки; 

ν,E  – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона; ;, 22

**

22
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β+α

β−α
=

β+α

β+α
= ρρλ

ρλ
ρλρ

ρ
TS
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T  

[ ]001 ; βα=γ  образ зони контакту 1L  при відображенні (1); для 3,2=N  1P  та 2P  
виражатимуться співвідношеннями [4]  

( ) ( )( ) ( ) ;2cos2cos111 λλε qpNNqpP −−−++=  
( )( ) ( ) .2sin2sin12 λλε qpNNqpP −+−+−=  (3) 

В зоні підкріплення повинні виконуватися умови рівності деформацій, тому, згідно з 
теорією тонких пружних стержнів [2], запишемо наступні граничні умови 

( ) ( ) ;~;~
1

0 ρρλλρ ρε
ρ

T
s

SsFET
∂
∂

−==  (4) 

де ρ~  – радіус кривизни отвору; ( )sFE0  – змінна жорсткість стержня на розтяг (стиск); λε  – 
відносна осьова пружна деформація стержня. 

Враховуючи, що   

( ) ;~ λσω′=θρ= ddds   ( ) β+α=σω′ i ;   ( ) ( ) θ
λ

λ
+
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ρ d
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та використовуючи формули [5] 
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де ( )( ) NN α+−β+α=Ω 122 , граничні умови (4) запишемо у вигляді 
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Підстановка (2), (3) в (6), приводить до системи двох інтегрально-диференціальних 
рівнянь з ядрами Гільберта для визначення контактних зусиль в зоні підкріплення 
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де     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttK βλβ+αλα=λ,1 ;    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttK αλβ−βλα=λ,2 ;     [ ]00; βα∈λ . 
Крім системи (7) повинні виконуватися умови рівноваги стержня 

( ) 0

*
0

*
0

=+∫
β

α

θ
ρλρ dseiST i , 

де θ - кут між нормаллю до контуру L та полярною віссю. Після інтегрування цієї умови, 
знаходимо 

( ) ( ) ,0*
0

*
0 =α=β ρρ TT   ( ) 0sin *

0
*
0 ≠α−β . (8) 

  
Кільцеві зусилля на контурі отвору пластинки визначаємо за формулою 
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Точне розв’язання системи (7) пов’язане із значними математичними труднощами. 
Наближений розв’язок задачі знайдемо методом граничної колокації Мультопа-Каландия [1]. 

Заміною змінних ( )002 bsaarctg +=λ ; ( )002 bxaarctgt += ,  

де ;2
22
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−

β

=
tgtg

a  2
22
00
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+
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=
tgtg

b , в системі (7) перейдемо від проміжку інтегрування 

[ ]00; βα  до стандартного проміжку [ ]1;1− . 
На підставі (8) функція ( )λρT  обмежена на кінцях зони підкріплення, а ( )λρλS  – 

необмежена, тому наближений розв’язок системи (7) шукаємо у вигляді 
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,
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0
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π−=ϕ
02
12

N
m

m , ( )0,1 Nm=  – вузли Чебишева для інтерполяційного многочлена 

Лагранжа, 0N  – число точок колокації. 
Квадратурні формули для сингулярних інтегралів в точках колокації на підставі [5, 6] 
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а регулярні інтеграли обчислюємо за квадратурними формулами Гаусса [5, 6] 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,,sin
2,1

;,sin2,1

00

0

00

0

1
2

0
2

1
1

0
1

n

N

n
nk

n
n

k

n

N

n
nknnk

qtK
B

NdttKtS

qtKANdttKtT

∑∫

∑∫

=

β

α
ρλ

=

β

α
ρ

λ
ϕ

=λ
π

λϕ=λ
π

 (12) 

де 
( )00

0

cos1

sin

ba
a

q
n

n
n

+ϕ+

ϕ
= , 

( )
2
1 n

kn
k ϕ−+ϕ

=ψ
+

. 

Вирази для ( )λρT , ( )λρλS , ( )( )λ
λ ρTd

d  в точках колокації мають вигляд [5, 6] 

( ) kkk AT ϕ=λρ sin ;   ( )
k

k
k

B
S

ϕ
=λρλ sin

; (13) 

( )( ) ∑
=

=λρ −=λ
λ

0

12

N

n
knn

k
k aA

q
Td

d ,    ( )









≠
ϕ−ϕ
ϕ−

=
ϕ
ϕ

= +
nk

nk
a

kn
k

kn
n
n

kn
,coscos

sin1

,sin
cos

2
1

.  

Підставивши квадратурні формули (11) – (13) в систему (7), отримаємо систему 

лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення kkA ϕsin , 
k

kB
ϕsin

. Значення полярного кута на 

контурі отвору обчислюємо за формулою  
( )
( )λ−ε+λ

λ−ε−λ
=ϕ 1coscos

1sinsin
N
Narctg . (14) 

Оцінка збіжності методу граничної колокації здійснюється порівнянням чисельних 
розрахунків для різних 0N . Розрахунки проводилися для різних значень 0N  до 1000 =N . 
Результати практично не змінюються, починаючи з 240 =N .  

Для ілюстрації розглянемо чисельні розрахунки для отворів різної форми та 
підкріплюючого стержня постійного прямокутного поперечного перерізу з параметрами 
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;05,0;1
0

00 =ρ= b
h

h  при 2;0 00
π=β=α ; 1;0 == qp ; 3,0=ν . Результати чисельних 

розрахунків кільцевих зусиль 
q

Tλ  подані на рис.2 для кругового ( )0,2 =ε=N , рис.3 – для 

еліптичного ( )2,0,2 =ε=N  та на рис. 4 – для трикутного ( )2,0,3 =ε=N  отворів.  
 

 
Рис. 2. 

 

 
Рис. 3. 
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Рис. 4. 

 

Суцільні, пунктирні та штрихпунктирні  лінії  відповідають значенням E
E0 ,  рівним 1; 

5; 20, відповідно. 

У таблицях 1, 2, 3 ілюструються значення нормальних 
q

Tρ  та дотичних 
q

S ρλ  зусиль на 

підкріпленій ділянці отвору для різних значень E
E0 . 

 
Табл. 1. 

( )0,2 =ε=N  10 =E
E

 50 =E
E

 200 =E
E

 

№     λ  ϕ  
ρT  ρλS  ρT  ρλS  ρT  ρλS  

1   89.985   89.985   -0.002   -4.620   -0.003   -6.294   -0.003   -5.134 
2   89.862   89.862   -0.007   -1.441   -0.010   -2.049   -0.008   -1.675 
3   89.247   89.247   -0.016   -0.493   -0.023   -0.792   -0.018   -0.641 
4   84.380   84.380   -0.029   -0.037   -0.048   -0.083   -0.035    0.013 
5   81.715   81.715   -0.030    0.009   -0.049    0.025   -0.031    0.137 
6   74.762   74.762   -0.024    0.073   -0.034    0.204    0.000    0.369 
7   70.471   70.471   -0.018    0.099   -0.016    0.284    0.032    0.477 
8   65.656   65.656   -0.008    0.123    0.011    0.355    0.076    0.574 
9   60.352   60.352    0.004    0.142    0.047    0.413    0.133    0.651 
10   54.620   54.620    0.019    0.157    0.090    0.453    0.201    0.696 
11   51.621   51.621    0.027    0.162    0.114    0.463    0.238    0.703 
12   45.424   45.424    0.045    0.165    0.165    0.462    0.313    0.680 
13   39.075   39.075    0.063    0.160    0.214    0.427    0.384    0.600 
14   35.892   35.892    0.072    0.153    0.237    0.396    0.416    0.538 
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15   29.610   29.610    0.088    0.132    0.276    0.305    0.466    0.366 
16   23.584   23.584    0.100    0.102    0.302    0.176    0.493    0.136 
17   17.980   17.980    0.108    0.060    0.311    0.006    0.493   -0.153 
18   12.950   12.950    0.111    0.002    0.303   -0.215    0.465   -0.507 
19    8.624    8.624    0.108   -0.087    0.276   -0.513    0.411   -0.955 
20    5.104    5.104    0.099   -0.249    0.233   -0.955    0.335   -1.576 
21    1.497    1.497    0.068   -0.961    0.139   -2.418    0.192   -3.510 
22    0.276    0.276    0.033   -3.168    0.062   -6.333    0.084   -8.640 
23    0.031    0.031    0.012   -10.624    0.021   -19.589    0.028   -26.205 

 
Табл. 2. 

( )2,0,2 =ε=N  10 =E
E

 50 =E
E

 200 =E
E

 

№     λ  ϕ  
ρT  ρλS  ρT  ρλS  ρT  ρλS  

1   89.985   89.990   -0.002   -4.429   -0.003   -6.999   -0.003   -7.378 
2   89.862   89.908   -0.005   -1.368   -0.007   -2.278   -0.008   -2.426 
3   89.247   89.498   -0.010   -0.458   -0.017   -0.888   -0.018   -0.972 
4   84.380   86.247   -0.018   -0.042   -0.037   -0.147   -0.041   -0.158 
5   81.715   84.455   -0.019   -0.008   -0.041   -0.050   -0.044   -0.033 
6   74.762   79.707   -0.019    0.038   -0.040    0.102   -0.039    0.185 
7   70.471   76.696   -0.017    0.057   -0.034    0.172   -0.028    0.291 
8   65.656   73.215   -0.013    0.078   -0.023    0.243   -0.008    0.397 
9   60.352   69.220   -0.008    0.102   -0.004    0.316    0.024    0.501 
10   54.620   64.666    0.001    0.129    0.025    0.389    0.072    0.599 
11   51.621   62.166    0.007    0.144    0.044    0.425    0.104    0.643 
12   45.424   56.700    0.024    0.175    0.096    0.489    0.186    0.710 
13   39.075   50.612    0.049    0.204    0.168    0.531    0.295    0.732 
14   35.892   47.347    0.065    0.216    0.212    0.537    0.359    0.718 
15   29.610   40.446    0.103    0.228    0.311    0.505    0.498    0.618 
16   23.584   33.218    0.147    0.216    0.414    0.392    0.635    0.403 
17   17.980   25.957    0.190    0.166    0.499    0.178    0.738    0.056 
18   12.950   19.031    0.220    0.068    0.543   -0.148    0.777   -0.428 
19    8.624   12.816    0.231   -0.095    0.531   -0.605    0.736   -1.061 
20    5.104    7.631    0.218   -0.375    0.463   -1.260    0.624   -1.918 
21    1.497    2.244    0.149   -1.466    0.281   -3.279    0.364   -4.435 
22    0.276    0.414    0.072   -4.638    0.125   -8.513    0.159   -10.928 
23    0.031    0.046    0.025   -15.270    0.042   -26.202    0.053   -33.092 

 
Табл. 3. 

( )2,0,3 =ε=N  10 =E
E

 50 =E
E

 200 =E
E

 

№     λ  ϕ  
ρT  ρλS  ρT  ρλS  ρT  ρλS  

1   89.985   78.677   -0.001   -4.404   -0.002   -6.855   -0.002   -7.423 
2   89.862   78.568   -0.004   -1.361   -0.006   -2.225   -0.007   -2.434 
3   89.247   78.032   -0.008   -0.448   -0.014   -0.853   -0.015   -0.962 
4   84.380   74.125   -0.010   -0.021   -0.020   -0.116   -0.023   -0.146 
5   81.715   72.212   -0.008    0.009   -0.017   -0.032   -0.020   -0.038 
6   74.762   67.797   -0.004    0.033   -0.010    0.070   -0.011    0.110 
7   70.471   65.383   -0.003    0.038   -0.007    0.102   -0.007    0.165 
8   65.656   62.851   -0.002    0.042   -0.004    0.129   -0.003    0.212 
9   60.352   60.176   -0.001    0.047   -0.002    0.154    0.000    0.256 
10 54.620 57.290 0.000 0.054 0.001 0.184 0.005 0.302 
11   51.621   55.735    0.000    0.060    0.003    0.202    0.008    0.326 
12   45.424   52.311    0.002    0.077    0.009    0.247    0.020    0.380 
13   39.075   48.329    0.006    0.106    0.024    0.307    0.046    0.440 
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14   35.892   46.076    0.010    0.126    0.038    0.343    0.069    0.471 
15   29.610   40.963    0.028    0.184    0.091    0.422    0.150    0.524 
16   23.584   35.012    0.070    0.261    0.201    0.488    0.309    0.533 
17   17.980   28.364    0.158    0.333    0.404    0.470    0.585    0.413 
18   12.950   21.403    0.308    0.325    0.702    0.241    0.965    0.028 
19    8.624   14.698    0.482    0.115    0.992   -0.346    1.305   -0.767 
20    5.104    8.848    0.578   -0.403    1.088   -1.383    1.383   -2.048 
21    1.497    2.617    0.446   -2.254    0.746   -4.371    0.911   -5.563 
22    0.276    0.483    0.214   -6.993    0.335   -11.424    0.403   -13.862 
23    0.031    0.054    0.073   -22.605    0.113   -34.973    0.135   -41.868 

 
 
Із наведених результатів видно, що із збільшенням жорсткості підкріплюючого стержня 

зменшуються кільцеві зусилля в зоні підкріплення, та незначно зростають нормальні та дотичні 
зусилля, але поблизу торців стержня спостерігаються значне збільшення дотичних та кільцевих 
зусиль. На ділянках контуру, які віддалені від зони підкріплення, напружений стан такий же, як 
і для непідкріпленого отвору.  
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