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УДК 519.632.4.001.57+517.54  

Бомба А.Я. 

ЧИСЕЛЬНО-АСИМПТОТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ СИНГУЛЯРНО 
ЗБУРЕНИХ НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ ТИПУ “ФІЛЬТРАЦІЯ-ДИФУЗІЯ” ЗА УМОВ 
ВЗАЄМОВПЛИВУ ГРАДІЄНТІВ КВАЗІПОТЕНЦІАЛУ ТА КОЕФІЦІЄНТА 
ПРОВІДНОСТІ СЕРЕДОВИЩА  

На основі розробленого нового методу побудови динамічної сітки квазіідеальних полів в суфозійно 
деформівних середовищах та переходу до відповідної області квазікомплексного потенціалу отримано 
асимптотичні розвинення розв’язків сингулярно збурених модельних задач типу “фільтрація-дифузія” 
для областей, обмежених двома лініями течії та двома еквіпотенціальними лініями з урахуванням 
зворотнього впливу градієнта квазіпотенціалу на коефіцієнт фільтрації. 

Вступ. У роботах [1-4] побудовані асимптотичні наближення розв’язків сингулярно збурених 
мішаних задач для рівнянь параболічного типу – математичних моделей процесів конвективної 
дифузії при фільтрації в пористому середовищі у випадку переважання їх конвективних 
складових над дифузійними, а в [5-7] – алгоритми чисельного обернення розв’язків відповідних 
нелінійних крайових задач на конформні та квазіконформні відображення в областях, 
обмежених лініями течії та еквіквазіпотенціальними лініями. Запропонований підхід дозволяє 
знаходити паралельно характеристичну функцію течії, квазікомплексний потенціал та його 
градієнт, повну витрату і поле швидкостей та будувати динамічну сітку. 

На даний час актуальними і мало вивченими є задачі моделювання впливу градієнтів 
(зокрема, великих, що перевищують критичні їх значення) на вихідні характеристики 
середовища (в першу чергу на коефіцієнт провідності). Перевищення діючими градієнтами 
деякого їх критичного значення крI  [8, 9] у придренній (чи присвердловинній) зоні 
зумовлюють втрату фільтраційної міцності ґрунту за рахунок переміщення дрібних його 
частинок (суфозії), що викликають зміни коефіцієнта фільтрації. У роботах [8, 9] проведено 
математичне моделювання нелінійних процесів осесиметричної фільтрації з урахуванням 
суфозійних явищ і розроблено методику розв’язання відповідних нелінійних задач з післядією 
руху води до дрени (свердловини) та із зволожувача в ґрунт. Також отримані аналітичні вирази 
для знаходження фільтраційної витрати, напорів і їх градієнтів, встановлено співвідношення 
між характеристиками недеформованого середовища та середовища, що деформується в 
залежності від гідродинамічної дії фільтраційного потоку та конструктивних параметрів 
дренажу; розв’язана задача фільтрації у випадку формування збурених зон змінним 
коефіцієнтом фільтрації із врахуванням нерівномірного заповнення пор ґрунту суфозійними 
частинками у випадку осесиметричної фільтрації. 

Розробці алгоритму чисельного розв’язання нелінійних обернених крайових задач на 
квазіконформні відображення в неоднорідних анізотропних середовищах із одночасним 
врахуванням взаємовпливу коефіцієнта провідності середовища та діючих градієнтів 
потенціалу в довільних криволінійних чотирикутних областях присвячена дана робота. 
Загальна схема його побудови запозичена у [5, 6], де аналогічні задачі розв’язувались без 
врахування взаємовпливу коефіцієнта провідності та діючих градієнтів потенціалу. 
Асимптотичні розвинення розв’язків відповідних “дифузійних” задач в даній роботі 
отримуються аналогічно [1-3] у припущенні, що “фільтраційно-суфозійний фон” 
стабілізований. 
 
1. Загальна постановка задачі. Як відомо [1-4, 11], процес конвективної дифузії при 
фільтрації в пористому середовищі може бути описаний системою диференціальних рівнянь: 

ϕκ= gradv , 0=vdiv  ;   ( ) t
ctvcc
∂
∂σ=⋅∇−∆⋅ε


, 
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де ( ) ( )( )yxvyxvv yx ,,,


 – вектор, а ( )yx,ϕ=ϕ  – квазіпотенціал швидкості фільтрації в точці 

iyxz += , ( )tyxcc ,,=  – концентрація розчинних у фільтраційному потоці речовин у точці ( )yx,  
в момент часу t, ε – коефіцієнт конвективної дифузії (малий параметр), ( )tσ  – пористість, а 

( )( )yxI ,κ=κ  – величина, що характеризує фільтраційну провідність середовища, 

( ) ϕ=ϕ+ϕ= gradyxI yx
22,  [8, 9].  

Розглянемо такий процес в чотирикутній криволінійній області (пласт, що піддається 
деформації) ABCDGz =  ( iyxz += ), обмеженій двома гладкими еквіпотенціальними лініями 

( ){ }01 == yxfzAB ,: , ( ){ }03 == yxfzCD ,:  ( ∗
∗ ϕ=ϕϕ=ϕ CDAB , , +∞<ϕ<ϕ<∞− ∗

∗ ) та двома 

гладкими лініями течії ( ){ }02 == yxfzBC ,: , ( ){ }04 == yxfzAD ,:  ( 00 =
∂
ϕ∂=

∂
ϕ∂

ADBC nn , , де n  – 

зовнішня нормаль до відповідної кривої). Крайові і початкову умови для “конвективно-
дифузійної складової” даного процесу задамо так: 

( ) ( ) ( ),,,,,,,, yxccn
ctMccn

ctMcc tBCADCDAB
0
00

0 00 ==
∂
∂==

∂
∂= =∗∗  

де М – біжуча точка відповідної кривої; ( )tMc ,∗ , ( )tMc ,0
∗  ( )yxc ,0

0  – задані достатньо гладкі 
функції, що задовольняють умови узгодженості.   

Аналогічно до [5, 6], ввівши функцію течії ),( yxψ=ψ  (квазікомплексно спряжену до 
( )yx,ϕ=ϕ ) та замінивши останні дві із граничних умов на відповідні умови для функції 

( )yx,ψ , приходимо до більш загальної задачі на квазіконформне (конформне, у випадку 1=κ ) 
відображення ( ) ( ) ( )yxyxz ,i, ψ+ϕ=ω=ω  даної області zG  на відповідну область 

квазікомплексного потенціалу { }QG <ψ<ϕ<ϕ<ϕω= ∗
∗ω 0,:  з невідомим параметром – повною 

витратою ∫ +−=
MN

xy dyvdxvQ  ( BCNADM ∈∈ , ): ( ) yx ∂
∂ψ=

∂
∂ϕϕκ grad , ( ) xy ∂

∂ψ−=
∂
∂ϕϕκ grad , 

∗ϕ=ϕ AB , ∗ϕ=ϕCD , 0=ψ DA , QBC =ψ .  
Відповідну обернену їй задачу на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,i, yxzz  області ωG  на zG  при невідомому значенні Q , аналогічно до [5, 6], 
запишемо у вигляді: 





∂ψ
∂−=

∂ϕ
∂

κ∂ϕ
∂=

∂ψ
∂κ ;, xyxy 1  (1) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )





ϕ≤ϕ≤ϕ=ϕϕ=ϕϕ

≤ψ≤=ψϕψϕ=ψϕψϕ
∗

∗

∗∗
∗∗

;,,,,,,,,
,0,,,,,,,,

0000
00

42

31
yxfQyQxf

Qyxfyxf
 (2) 

.,






=







∂ψ
∂κ+








∂ϕ
∂

κ
=








∂ψ
∂κ+








∂ϕ
∂

κ ψϕψϕ
0101 yyxx  (3) 

Задачу конвективної дифузії у припущенні, що задача фільтрації (1-3) є розв’язаною, в 
області комплексного потенціалу ωG , аналогічно до [1-4], запишемо у вигляді: 

( ) ,),(

),(),(),(),(,

t
ctc

ccccLcLc

∂
∂σ−

ϕ∂
∂ψϕδ−

−









ψ∂
∂ψϕδ+

ϕ∂
∂ψϕδ+

ψ∂
∂ψϕγ+

ϕ∂
∂ψϕαε≡= 212

2

2

2
0

 (4) 
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( ) ( )tctc ,,, ψ=ψϕ ∗∗ , ( ) ( )tctc ,,, ϕ=ϕ ∗
00 , ( ) 0=ψϕ′ ∗ϕ tc ,, , ( ) 0=ϕ′ψ tQc ,, ;  (5) 

( ) ( )ψϕ=ψϕ ,,, 0
00 cc , ( ) ( )∞×=∈ψϕ ω ,,, 0GGt  (6) 

де 2

2

κ
=δ=α v ; 2v=γ , 

ψ∂
∂

+
ψ∂

∂
+









ϕ∂

∂
−

ϕ∂
∂

κ
=δ x

x
y

y
x

x
y

y
vv

v
vvv

v
v1

2 , 








κϕ∂

∂
κ

+









ψ∂

∂
−

ψ∂
∂

κ
+









ϕ∂

∂
+

ϕ∂
∂

κ
=δ 111 2

21
vvv

v
v

v
vvv x

y
y

x
y

y
x

x , 

а в кутових точках ( )00,,∗ϕ , ( )00,,∗ϕ , ( )0,,Q∗ϕ , ( )0,,Q∗ϕ , а також вздовж ребер 

паралелепіпеда G  функції ( )tc ,ψ∗ , ( )tc ,ϕ∗
0 , ( )tc ,ϕ∗

0  разом з відповідними похідними є 
узгодженими. 
 
2. Метод чисельного розв’язання задач фільтрації типу (1)-(3) на квазіконформне 

відображення рівномірної сіткової області квазікомплексного потенціалу ( ){ : , jiG ψϕ=γω  

∗ϕ=ϕi ;+,= , 10 mii⋅ϕ∆+ , ,;+,= ,
11

10
+

=ψ∆
+
ϕ−ϕ

=ϕ∆⋅ψ∆=ψ ∗
∗

n
Q

mnjjj ,=
ψ∆
ϕ∆γ }N∈nm,  на 

сіткову область фільтрації (відповідну динамічну сітку ) описано в роботах [5, 6, 21].  
Тестування розробленого алгоритму виконано для області zG , обмеженої кривими 

( ) xyxf =,1 , ( ) 57252
xyyxf cos, +−= , ( ) π−= 103 xyxf , , ( ) 5334

xyyxf cos, −−= , при 

,, 100 =ϕ=ϕ ∗
∗  24==nm  та заданій точності наближення 6

0 10−=ε  [21]. Такий вибір 
граничних кривих забезпечує наявність великих (більших за критичні) значень градієнтів 
потенціалу на ділянках входу та виходу фільтраційної течії в даній області. У припущенні, що 
середовище не деформується, а саме, коли 10 =κ=κ , за =k 1387 кроків ітераційного процесу 
знайдено повну витрату Q =5.53839 та динамічну сітку з максимальною нев’язкою ∗ε =1.8E-03 
(найбільшого “відхилення” криволінійних елементарних чотирикутників в ZG  від відповідних 
прямокутників в ωG , що має місце в деяких околах граничних вузлів) [21]. На основі ряду 
чисельних експериментів виявлені оптимальні співвідношення між параметрами m та n 

розбиття області ωG , коли при збільшенні останніх нев’язка максимально зменшується. 
На рис. 1 проілюстровано процес стабілізації витрати (Q), відношення діагоналей (D) та  

 
Рис. 1. Стабілізація параметрів збіжності при 1=κ . 

максимальної похибки наближень граничних вузлів динамічної сітки (mX) в залежності від 
кроку ітерації, що підтверджує збіжність наближеного розв’язку задачі. 

Моделювання зон мінімального насичення, відриву (вимивання), затримки суфозійних 
частинок та незбуреної ділянки середовища ZG  (відповідно ωG ) в залежності від значень 
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градієнта напору ( )ψϕ,I  проведемо, аналогічно до [8,9]:  

 ( )( )








≥κ

<<−−µ+κ
≤κ

=κ
∗
0

0

,,
,,

,,

н

нзвз
з

II
IIIIIII

II
 якщо 0<′ϕI ; 

 ( )








≥κ

<<−µ+κ
≤κ

=κ
0

00

0

,,
,,

,,

2

211
1

II
IIIII

II
  якщо 0≥′ϕI , 

де нI  – значення градієнту потенціалу, при якому має місце мінімальне насичення суфозійних 

частинок в ґрунті на вході фільтраційного потоку (в область ZG ), вI , зI – критичні його 
значення, при якому мають місце відповідно відрив та максимальне осідання (максимальна 
затримка) суфозійних частинок у порах ґрунту, а коефіцієнт µ , що характеризує ступінь їх 

впливу на провідність середовища, знаходиться в результаті розв’язання рівняння ∗κ=)µ(κ ,нI , 
∗κ  – максимальне значення коефіцієнта фільтрації, яке відповідає повному вимиванню 

суфозійних частинок (з останніх співвідношень можемо також визначити і мінімальне значення 
коефіцієнта фільтрації *κ=κ , що досягається на деякій ділянці зони осідання частинок, де має 

місце максимально можливе заповнення пор суфозійними частинками); 1I , 2I  – критичні 

значення градієнту потенціалу ( 01 >′
ϕI , 02 >′

ϕI ), при яких має місце вимив суфозійних 

частинок з ґрунту, коефіцієнт 0µ  знаходиться в результаті розв’язання рівняння 0
0 κ=)µ(κ ,2I , 

де 0κ  – максимальне значення коефіцієнта фільтрації, яке відповідає повному вимиванню 
суфозійних частинок на виході фільтраційного потоку. 

На рис. 2 зображені розрахункові динамічна сітка та зони збурення згідно описаної 

вище моделі при 1=µ=µ 0 , 0051.=κ∗ , 041.=κ0 , 30.=зI , 350.=вI , 40.=нI , 3701 .=I ,  
 

 
 
 

Рис. 2. Збурені та незбурена зони у фізичній області та області комплексного потенціалу. 
4102 .=I . Врахування відповідних факторів збурення приводить до збільшення значення 

шуканої витрати Q  від 5.53839 (без врахування суфозії) до 5.581554 (з врахуванням зміни 
провідності ділянок середовища за рахунок суфозійних деформацій). 
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На рис. 3 пунктирними, точковими та суцільними лініями зображені графіки 
залежностей ),( yxII k=  та ),( yxkκ=κ  (на лінії течії ( ) 79122 ., ==ψ Qyx ) відповідно при 

початкових ( 0=k  та 1=k ) ітераціях та на стадії стабілізації ітераційного процесу ( 7II ≈∞ , 

7κ=κ∞ ), а на рис. 4 зображені відповідні скалярні поля швидкості фільтраційної течії. 

 
 
3. Асимптотичний розв’язок сингулярно збуреної задачі (4)-(6) згідно з [1,2,20] шукаємо у 
вигляді  

RПППScc +++++= *0ˆ . (11) 

Тут ),,,(ˆ Θψϕ tc  – згладжений вздовж характеристики )),,((),( ψϕ≡ψϕ= −
1

1
2 ffft  

∫∫ −
ϕ

ϕ σ
∂=

ψϕδ
ϕ∂=ψϕ

∗

t
f

t
ttff

0

1
221 ,

)~(

~
)(,

),~(

~
),((  – функція обернена до )2f  розв’язок виродженого 

рівняння (4) за початкової умови (6) та “вхідної” граничної умови (5.1), тобто ),,,(ˆ Θψϕ tc  – 
розв’язок відповідної задачі конвективного масопереносу з врахуванням “розмазування” його 
фронту за рахунок дифузійних процесів. А саме, 

  
 

Рис. 3. Розподіл градієнта напору та коефіцієнта 
фільтрації вздовж лінії ( ) 2Qyx =ψ ,  у фізичній 

області zG . 

 
Рис. 4. Скалярні поля швидкості на стадіях: 

початку (k=0) та стабілізації (k=7) ітераційного 
процесу. 
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)),(,(),(),),(((),(ˆ 2
10

01 ψϕ−ψψΘ+ψ−ψϕψΘ= ∗
− ftcgtffcgc  (12) 

де )(,)),(()),((.)()),((.)( / Θε−ψϕ=ΘΘ−=ΘΘ+=Θ ФtfФgФg 23
21 150150  – інтеграл 

помилок, 1−f  – функція обернена до функції f . 

“Дифузійну” поправку ),,,( εψϕ= tSS  в усій області ωG  знаходимо аналогічно, як у 

роботі [1,20], вимагаючи, щоб дана функція задовольняла рівняння )ˆ( cLLS −=  і граничні 
умови  

0,0
0
00,0 ˆ >Θ=>Θ= −= tt ccS , 0,00,0 ˆ <Θ=ϕ∗<Θ=ϕ −= ccS   

з точністю  )(εO . 

Функція типу пограншару ),,( tП ψξ  в околі ∗ϕ=ϕ  призначена для врахування 
дифузійних процесів вздовж границі виходу фільтраційного потоку CD  і визначається за 
формулою 

ξψϕδ− ∗
ψ=ψξ ),(),(),,( etatП , (13)  

де 
ε

=ξ







ϕ∂
∂+

ϕ∂
∂ε=ψ

∗

∗

ϕ−ϕ

ϕ=ϕ
,ˆ),( Scta . 

Функції типу пограншару  

),,(),,( tПtПП ηϕε+ηϕ= 0
1

0
0

0  і ),,,(),,(),,( *** tПtПtП µϕε+µϕ=µϕ 10  

де  ),(, // ψ−ε=µψε=η −− Q2121  призначені для врахування перерозподілу концентрації 
розчинної речовини в околі граничних ліній течії Qі =ψ=ψ ,0  за рахунок впливу відповідних 
джерел забруднень, інших умов. Вони визначаються в результаті розв’язку рівнянь виду  

 ),,,()()()( tgt
ПtПП ηϕ+
∂
∂σ−

ϕ∂
∂ϕδ−

η∂
∂ϕα 2

2
  

які за допомогою заміни )()( tffs 21 −ϕ=  зводяться до рівняння з сталими коефіцієнтами 

вигляду ),,()( tsgt
ППsa 02

2
+

∂
∂=

η∂
∂  де s  – параметр. 

 
4.Зауваження, висновки. 
4.1. Використовуючи принцип максимуму для параболічних рівнянь, встановлюємо оцінку для 
залишкового члена ряду (11) )(ε=OR  [1,20]. 

Алгоритм для наближеного обчислення значень функції ( )( )tff −ψϕ− ,1  у вузлах 

( )kji t,,ψϕ  області G , де ( ) ( )jijikk ftt ψϕ== ,,  тут будується аналогічно до [2] (на основі 

розробленої нами процедури обернення інтегралів із змінною верхньою межею).  

Враховуючи умову 0=
∂
∂

CDn
c  формулу для обчислення маси “виносу” забруднень через 

ділянку “виходу” фільтраційного потоку із даної області zG  згідно із [2] обчислюємо за 
формулою 
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( ) ( )∫ ψψϕ= ∗
Q

dtctq
0

,, . 

4.2. На основі проведених досліджень бачимо, що введення нелінійності даної задачі шляхом 
врахування зворотного впливу градієнта квазіпотенціалу на коефіцієнт фільтрації приводить до 
суттєвого ускладнення алгоритму розрахунку фільтраційного фону, а процедура розрахунку 
концентрації забруднень у даній області при цьому стає лише більш громіздкою. 

Проведені в рамках даної моделі чисельні розрахунки підтверджують факт збільшення 
величини фільтраційної витрати за рахунок зворотного впливу великих градієнтів 
квазіпотенціалу на провідність середовища (формування зон вимивання, осідання частинок та 
мінімального насичення ними пор ґрунту). При цьому, особливо відзначимо ефективність 
використання ідеї почергового “замороження” характеристик середовища та течії для опису 
розвитку даного процесу в часі [8, 9] та його стабілізації. 
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