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УДК 519.632.4.001.57+517.54 

Каштан С.С. 

ПРО ПОБУДОВУ ПОЛЯ ШВИДКОСТІ ФІЛЬТРАЦІЇ ЗА УМОВ ВЗАЄМОВПЛИВУ 
ГРАДІЄНТА ПОТЕНЦІАЛУ І ХАРАКТЕРИСТИК АНІЗОТРОПНОГО СЕРЕДОВИЩА 

Розроблено новий алгоритм чисельного розв’язання обернених нелінійних крайових задач на 
квазіконформні відображення в анізотропних середовищах схильних до деформацій під дією градієнтів 
квазіпотенціалу – криволінійних чотирикутних областях, обмежених лініями течії та 
еквіквазіпотенціальними лініям,. Чисельно побудовано відображення областей складної геометричної 
форми на канонічні області типу параметричного прямокутника за умов взаємовпливу градієнту 
квазіпотенціалу і характеристик анізотропного середовища. В криволінійній чотирикутній області 
одержано динамічну сітку та розраховано поле швидкості фільтрації. 

Вступ. В роботах [1] – [5] побудовані алгоритми чисельного обернення розв’язків нелінійних 
крайових задач на конформні і квазіконформні відображення в одно- та многозв’язних 
областях, обмежених лініями течії та еквіквазіпотенціальними лініями, а саме математичних 
моделей процесів руху рідин, газів, заряджених частинок і т.ін. в однорідних і неоднорідних, 
ізотропних та анізотропних середовищах. Зокрема, у роботі [2] подається розв’язання задачі 
про моделювання відповідних процесів у середовищах, схильних до деформацій, де 
компоненти тензора провідності (зокрема фільтрації) брались залежними не лише від 
координат біжучої точки області, але й від шуканих функцій течії та квазіпотенціалу. 
Запропонований підхід дозволяє паралельно знаходити характеристичну функцію течії, 
квазікомплексний квазіпотенціал, повну витрату, будувати в заданій області динамічну сітку та 
розрахувати поле швидкості фільтрації. 

На даний час актуальними і мало вивченими є задачі моделювання впливу градієнтів 
квазіпотенціалу (зокрема, великих, що перевищують критичні їх значення) на вихідні 
характеристики середовища (в першу чергу на коефіцієнт провідності). У роботі [3] подається 
розв’язання однієї з таких задач у криволінійних чотирикутних областях. Перевищення 
діючими градієнтами деякого їх критичного значення у придренній (чи присвердловинній) зоні 
зумовлюють втрату фільтраційної міцності ґрунту за рахунок переміщення дрібних його 
частинок (суфозії), що викликають зміни коефіцієнта фільтрації. У роботах [6], [7] проведено 
математичне моделювання нелінійних процесів осесиметричної фільтрації з урахуванням 
суфозійних явищ. Зокрема, отримані розв’язки відповідних нелінійних задач з післядією руху 
води до дрени (свердловини) та із зволожувача в ґрунт, а також аналітичні вирази для 
знаходження фільтраційної витрати, встановлено співвідношення між характеристиками 
недеформованого середовища та середовища, що деформується в залежності від 
гідродинамічної дії фільтраційного потоку та конструктивних параметрів дренажу; розв’язана 
задача фільтрації у випадку формування збурених зон змінним коефіцієнтом фільтрації із 
врахуванням нерівномірного заповнення порового простору суфозійними частинками у 
випадку осесиметричної фільтрації. У цій роботі йдеться про розробку ще одного підходу до 
розв’язання окреслених вище класів задач та розрахунок поля швидкості фільтрації. 
 
Постановка задачі. Розглянемо в деякій однозв’язній криволінійній чотирикутній області 
(неоднорідному анізотропному пористому пласті, що піддається деформації) 

ABCDGz = ( iyxz += ), обмеженій чотирма гладкими кривими ( ){ }0= := 1 yx,fzAB , 
( ){ }0= := 2 yx,fzBC , ( ){ }0= := 3 yx,fzCD , ( ){ }0= := 4 yx,fzDA , процес руху частинок 

(зокрема, фільтрації в пористому пласті, руху заряджених частинок у провідній пластинці, і 
т.п.), який описується рівнянням руху ϕ⋅κ=υ  grad


 (закон Дарсі чи закон Ома) та рівнянням 

нерозривності 0div =υ


 [8] – [12], де )),(),(( yxiyx yx υ⋅+υ=υ


 – швидкість руху частинок, 
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( )ϕκ=κ grad  – обмежена неперервно-диференційована в області zG  функція, що характеризує 
провідність середовища, його анізотропію та схильність до деформації, ( )yx,ϕ=ϕ  – 

квазіпотенцiал поля, такий, що ∗ϕ=ϕ AB , ∗ϕ=ϕ CD , 0=ϕ=ϕ

DABC dn
d

dn
d , +∞<ϕ<ϕ<∞− *

* , n  

– зовнішня нормаль до відповідної ділянки границі даної області. 
Аналогічно до [1] – [5], ввівши функцію течії ),( yxψ=ψ  (квазікомплексно спряжену до 

( )yx,ϕ=ϕ ), приходимо [13] до більш загальної задачі на квазіконформне (конформне, у 
випадку 1=κ ) вiдображення ( ) ( ) ( )yxyxz ,i, ψ+ϕ=ω=ω  даної областi zG  на відповідну область 

квазікомплексного квазіпотенцiалу { }QG <ψ<ϕ<ϕ<ϕω= ∗
∗ω 0,:  з невідомим параметром – 

повною витратою ∫
∈

∈
υ+υ−=

BCN

ADM
xy dydxQ : 

( ) ( ) xyyx ∂
∂ψ−=

∂
∂ϕϕκ

∂
∂ψ=

∂
∂ϕϕκ grad,grad , (1) 

∗ϕ=ϕ AB , ∗ϕ=ϕ CD , QBCDA =ψ=ψ ,0 . (2) 

В роботах [6], [7] розглядаються окремі види залежностей ( )ϕκ=κ grad , що є наслідком 
моделювання вимиву частинок (суфозії) в осесиметричному випадку. У роботі [3] 
розглядається більш загальний випадок ( ) ( )yx ϕϕκ=ϕκ ,grad  у криволінійних чотирикутних 

областях. В даній роботі подамо випадок, коли ( ) ( )( )






ϕκ
ϕκ

=ϕκ
y
xgrad , не конкретизуючи про 

фізичний зміст. У цьому випадку, обернену до (1) – (2) задачу на квазіконформне відображення 
( ) ( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,i, yxzz  області ωG  на zG  при невідомому Q , аналогічно до [1] – [5], 

запишемо у вигляді: 

,1,1
∂ϕ
∂

−=
∂ψ
∂









∂ψ
∂−κ

∂ϕ
∂=

∂ψ
∂









∂ψ
∂

κ
yxx

J
xyy

J  (3) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )





ϕ≤ϕ≤ϕ=ϕϕ=ϕϕ

≤ψ≤=ψϕψϕ=ψϕψϕ
∗

∗

∗∗
∗∗

.,00,,0,,0,,,
,0,0,,,,0,,,

42

31
yxfQyQxf

Qyxfyxf
 (4) 

При цьому, відповідні рівняння другого порядку для дійсної ( )ψϕ= ,xx  та уявної ( )ψϕ= ,yy  
частин функції течії )(ω= zz  в дивергентній формі запишуться у вигляді: 










=







∂ϕ
∂









∂ψ
∂

κ
∂ϕ
∂+








∂ψ
∂









∂ψ
∂−κ

∂ψ
∂

=







∂ϕ
∂









∂ψ
∂−κ

∂ϕ
∂+








∂ψ
∂









∂ψ
∂

κ
∂ψ
∂

−

−

,011

,011

1

1

xy
J

xx
J

yx
J

yy
J

 (5) 

де 
ψ∂
∂

ϕ∂
∂−

ψ∂
∂

ϕ∂
∂= xyyxJ  – якобіан даного відображення. 

З метою забезпечення гладкості відображення у кутових точках M  на функції 
( ) 4,1, =iyx,fi  накладемо умови [1], [2]: 

2
~ π=Θ+Θ MM , DCBAM ,,,= , (6) 
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де 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )MfMfMfMf

MfMfMfMf

yixiyixi

yiyixixi
M 222

1
2

1

11cos
′+′′+′

′′+′′
=Θ

−−

−−
, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2222

22

~cos






 ′ϕκ+′ϕκ′+′

′ϕκ+′ϕκ
=Θ

MfMfMfMf

MfMf

yjyxjxyjxj

yjyxjx
M , 

( ) ( )MfMf
df

40 = , 1=j  при 2,1=i  та 3=j  при 4,3=i  (дотичні до граничних ліній течії повинні 
настільки відхилятись від нормалей до відповідних еквіквазіпотенціальних ліній, наскільки 
анізотропія відхиляє вектор швидкості від даних нормалей). Це, зокрема, досягається, якщо 
покласти °=∠ 90M , ( ) ( )

MyMx ϕκ=ϕκ . 

Врахувавши при цьому, що косинус кута Θ
~

 відхилення вектора швидкості υ


 від 
градієнта квазіпотенціалу ϕgrad  в довільній внутрішній точці yxz i+=  обчислюється за 
формулою 

( ) ( )
( )( ) ( )( )2222

22
~cos

yyxxyx

yyxx

ϕϕκ+ϕϕκϕ+ϕ

ϕϕκ+ϕϕκ
=Θ , (7) 

приходимо до відповідних аналогів умов ортогональності [1] – [5] в околах ділянок границі 
областi zG : 

( ) ( ) ( ) ( ) kykxkykxk yxyxfyxfxyxfyyxf Θ−+′+′=′+′− ϕϕϕϕ
22222

cos1,,,, , 

( ) ( )
( )( ) ( )( )2222

22

cos
′ϕκ+′ϕκ′+′

′ϕκ+′ϕκ
=Θ

ykyxkxykxk

ykyxkx
k

ffff

ff
,  3,1=k , 

( ) ( ) ( ) ( ) lylxlylxl yxyxfyxfxyxfyyxf Θ−+′+′=′−′
ψψψψ

22222
cos1,,,, ,

( ) ( )
( )( ) ( )( )2222

22

cos
′ϕκ+′ϕκ′+′

′ϕκ+′ϕκ
=Θ

ylyxlxylxl

ylyxlx
l

ffff

ff
,   4,2=l . 

 
Алгоритм чисельного розв’язання поставленої задачі побудуємо аналогічно до [1] – [3], а 
саме, різницеві аналоги рівнянь (5) та крайових умов (4) у відповідній рівномірній сітковій 

області ( ){ : , jiG ψϕ=γω ∗ϕ=ϕi ;1+,0= , mii⋅ϕ∆+ ,
1

 ,
1

;1+,0= ,
+

=ψ∆
+
ϕ−ϕ

=ϕ∆⋅ψ∆=ψ ∗
∗

n
Q

mnjjj  

,=
ψ∆
ϕ∆γ }N∈nm,  запишемо, згідно з [14], [15], у вигляді: 

( ) ( )
( ) ( )++−κκγ++−=+−×

×κκγ+












−

κ

κ′
−−κ′κγϕ∆++−

+−−++−

−+
ϕ

−+ψ−+

1,,1,,,
2

,1,,11,,1,

,,
2

,1,1
,

,
1,1,,,,1,,1

22,02

2
2

jijijijijijijijijijiji

jijijiji
ji

ji
jijijijijijiji

yyyyyyxxx

xxxxxxx

(8) 
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( ) ( ) ;,1=,,1=,0
2 ,1,1

,

,
1,1,,, njmiyyyy jiji

ji

ji
jijijiji =














−

κ

κ′
−−κ′κγϕ∆+ −+

ϕ
−+ψ  (9) 

( ) ( )
( ) ( )





==

==

++

++

.1+,0=,0,,0,

,1+,0=,0,,0,

0,0,41,1,2

,1,13,0,01

miyxfyxf
njyxfyxf

iinini

jmjmjj  (10) 

Приграничні аналоги умов ортогональності (8), що є додатковими рівняннями, які 
дозволяють граничним вузлам “плавати” по заданому профілю границі із збереженням умов 

гладкості (6), у сітковій області γ
ωG  запишемо у вигляді [1], [2]: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,,,,,

,,
2

,0,01,0
2

,0,01,0,0,01,0,01,0,0

2
,0,1

2
,0,1,0,1,0,01,0,1,0,01

jjyjjjxjjjyjjxjj

jjjjjjjjyjjjjx

yxfyxfyxfyxf

yyxxxxyxfyyyxf

′κ+′κ′′κ−κ×

×−+−=−′+−′−
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,,,,,

,,
2

1,1,21,
2

1,1,21,1,1,21,1,21,1,

2
1,,

2
1,,1,,1,1,21,,1,1,2

++++++++++++

++++++++

′κ+′κ′′κ−κ×

×−+−=−′−−′

niniynininixnininiyninixnini

ninininininininiyninininix

yxfyxfyxfyxf

yyxxxxyxfyyyxf

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ,,,

,,

,,

2
,1,13,1

2
,1,13,1

,1,13,1,13,1,1
2

,,1
2

,,1

,1,,1,13,1,,1,13

jmjmyjmjmjmxjm

jmjmyjmjmxjmjmjmjmjmjm

jmjmjmjmyjmjmjmjmx

yxfyxf

yxfyxfyyxx

xxyxfyyyxf

++++++

++++++++

++++++

′κ+′κ

′′κ−κ−+−=

=−′+−′−

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,,,,,

,,
2

0,0,40,
2

0,0,40,0,0,40,0,40,0,

2
0,1,

2
0,1,0,1,0,0,40,1,0,0,4

iiyiiixiiiyiixii

iiiiiiiiyiiiix

yxfyxfyxfyxf

yyxxxxyxfyyyxf

′κ+′κ′′κ−κ×

×−+−=−′−−′

1+,0=,1+,0= njmi . (11) 
Відношення сторін параметричного прямокутника ωG  є конформним інваріантом γ  

криволінійного чотирикутника zG , який наперед не відомий і визначається в процесі 
розрахунку. Формулу для знаходження величини γ  одержимо на підставі умови 
“квазіконформної подібності в малому” [1] – [5], [13] відповідних чотирикутників 
(прямокутників) двох областей: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

,11
1 ,

0, ,1,

2
1,1,1

2
1,1,1

2
,,1

2
,,1∑

= +

++++++++

+

−+−+−+−

++
=γ

nm

ji jiji

jijijijijijijiji
aa

yyxxyyxx
nm   (12) 

де

 

( )( ) ( )( )2,1,5.0,
2

,1,5.0,, jijijijijijiji xxyya −κ+−κ= ++++ . 

Тут: ),(  ),,( ,, jijijiji yyxx ψϕ=ψϕ= , 










 −ϕ∆
κ=κ −+

ji

jiji
ji J

yy

,

1,1,
,

)(2
, 









 −ϕ∆
κ=κ +−

ji

jiji
ji J

xx

,

1,1,
,

)(2
,  

−−−−+= −++−−+−−++ ))(( 1,1,1,11,11,11,1, jijijijijijiji yyxxxxb   
))(( 1,1,1,11,11,11,1 −++−−+−−++ −−−+− jijijijijiji xxyyyy ,  

−+−= +−+ 1,,1,,1, )(2( jijijijiji yxxxc ))(2() 1,1,,1,,11, −+−+− −+−− jijijijijiji xxyyyy ,  



Волинський математичний вісник, випуск 9, 2002 

 36 

−−+−= −+−+ ))(2( 1,1,1,,1,, jijijijijiji yyxxxd ))(2( 1,1,1,,1, −+−+ −+− jijijijiji xxyyy ,  

( ) 2
,,1,1,,,1,1,,

)(4)( jijijijijijijijiji
Jcyybyy −+−+ϕ −−−κ′=κ′ ,  

( ) 2
,,1,1,,,1,1,,

)(4)( jijijijijijijijiji
Jcxxbxx −+−+ϕ −−−κ′−=κ′ ,  

( ) 2
,,1,1,,,1,1,,

)()(4 jijijijijijijijiji
Jbyydyy γ−−−κ′=κ′ −+−+ψ ,  

( ) 2
,,1,1,,,1,1,,

)()(4 jijijijijijijijiji
Jbxxdxx γ−−−κ′−=κ′ −+−+ψ ,  

))(())(( ,1,11,1,1,1,,1,1, jijijijijijijijiji yyxxyyxxJ −+−+−+−+ −−−−−= , 

κ′  – похідна функції κ  по аргументу. 
Відповідний алґоритм наближення розв'язку цієї задачі в загальному випадку будуємо 

шляхом поетапної параметризації величини γ  (або витрати Q), граничних та внутрішніх вузлів 

сітки γ
zG  [1] – [3] з використанням ідей методу блочної ітерації (див., напр., [16]) для 

аналітичного обґрунтування його збіжності. А саме, задавши кількість вузлів розбиття сіткової 
області ωG  m та n, параметр ε , що характеризує точність наближення розв’язку відповідної 
різницевої задачі (3), (4), початкові наближення координат граничних вузлів 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,, 0

1,
0

1,
0

,1
0

,1
0
,0

0
,0 ++++ ninijmjmjj yxyxyx ( ) ( )0

0,
0
0, , ii yx  (так, щоб виконувались умови (10)) та 

початкові наближення координат внутрішніх вузлів ( ) ( )( )0
,

0
, , jiji yx , mjni ,1,,1 ==  (наприклад, як 

значення координат внутрішніх вузлів відповідної задачі на конформне відображення), 

знаходимо початкове наближення ),( )0(
,

)0(
,

)0(
jiji yxγ=γ  невідомої величини γ  за формулою (12). 

Уточнення координат внутрішніх вузлів ( ))(
,

)(
, , k

ji
k
ji yx  ( ,...1,0=k  – крок ітерації) 

проводимо ітераційно за допомогою різницевої схеми типу “хрест” (в загальному випадку – 

схеми типу “ящик” з використанням масових операторів) шляхом розв’язання (9) відносно jix ,  

та jiy ,  [15]. При цьому необхідні значення градієнту квазіпотенціалу та коефіцієнту 

провідності у вузлах сітки γ
ωG  обчислюємо через значення jix , , jiy ,  з попереднього кроку 

ітерації. 

Нові наближення величин γ  та Q  знаходимо за формулами (12) та 
γ
+⋅ϕ∆= 1nQ . Далі, 

як і в [1] – [3], підправляємо координати граничних вузлів, розв’язуючи наближено систему 
рівнянь (10), (11), наприклад, методом Ньютона [14] та перевіряємо виконання умов: 

( ) ε<−−
∂∈

++ )(
,

)1(
,

)(
,

)1(
,

,,
,

,
max k

ji
k

ji
k

ji
k

ji
zjiji

yyxx
Gyx

, ε<−+ )()1( kk QQ , ε<−+ )()1( kk DD , (13) 

де ( )( )
( ) ( )
( ) ( )∑

= ++++

++++

−+−

−+−

++
=

nm

ji jijijiji

jijijiji

yyxx

yyxx
nmD

,

0, 2
,11,

2
,11,

2
,1,1

2
,1,1

11
1  – усереднене відношення довжин 

діагоналей криволінійних чотирикутників сіткової області γ
zG . 

Уточнення координат внутрішніх вузлів проводимо доти, поки не виконуються умови 
(13), після чого обчислюємо нев’язку “квазіконформності” отриманої сітки за формулою 

22
yx ε+ε=ε∗ , де yx εε ,  – нев’язки апроксимацій рівнянь (3): 



Волинський математичний вісник, випуск 9, 2002 

 37 

( )
( )









−κγ+−=ε

−κγ−−=ε

−+−+=

−+−+=

.max

,max

1,1,,,1,1
,

1,

1,1,,,1,1
,

1,

jijijijiji
nm

jiy

jijijijiji
nm

jix

xxyy

yyxx
 

Якщо ж потрібно збільшити ступінь точності наближеного розв’язку (зменшити 
нев’язку ∗ε ), то збільшуємо m і n та розв’язуємо різницеву задачу заново (оптимальність 
співвідношення між m та n досягається аналогічно до [1] – [3], [17], [18] шляхом оптимізації 
відповідних функціоналів з урахуванням заміни конформної сітки на відповідну 
квазіконформну). 

Зазначимо, що тут замість “прямокутників в малому” в сітковій області γ
zG  тепер 

фігуруватимуть малі паралелограми, причому порушується подібність “паралелограмів в 

малому” сіткової області γ
zG . Шляхом переходу в (7) від змінних області zG  до змінних 

відповідної області квазікомплексного квазіпотенцiалу ωG  одержимо формулу для 
знаходження косинусів кутів даних паралелограмів: 

( ) ( )
( )( ) ( )( )2222

22~cos
ψψψψψψ

ψψψψ

−κ+κ+

−κ+κ
=Θ

xJxyJyxy

xJxyJy
. 

Провівши розрахунки за вказаною методикою, на основі закону Дарсі (рівняння руху) 
ϕκ=υ grad


 та умов квазі Коші-Рімана (3), знаходимо величину швидкості у внутрішніх вузлах 

сіткової області γ
ωG  за формулою:  

( ) ( )2,1,1
2

,1,1
,

, 2 jijijiji
ji

ji yyxxJ −+−+ −+−ψ∆=υ . 

Аналогічно знаходиться величина швидкості і у граничних вузлах та вершинах. 
 

Комп’ютерна реалізація алгоритму та чисельні приклади. Описаний нами вище алгоритм 
чисельного розв'язання поставленої задачі реалізований у вигляді пакету програм для ПК IBM 
PC/AT. Його збіжність та точність перевірялися за допомогою тестових прикладів. 

Тестування розробленого алгоритму проводилось для фізичної області zG , обмеженій 

чотирма гладкими кривими ( ) xyxf =,1 , ( ) 5cos725,2
xyyxf +−= , ( ) π−= 10,3 xyxf , 

( ) 5cos33,4
xyyxf −−= , коли коефіцієнт фільтрації середовища приймався модельною 

залежністю ( ) tt µ+=κ 1  при ,10,0 =ϕ=ϕ ∗
∗  610−=ε . У припущенні, що середовище не 

деформується, а саме, коли 0=µ  (відображення конформне), 24==nm , за =k 1222 кроків 
ітераційного процесу знайдено повну витрату 0Q =5.53839 та динамічну сітку з максимальною 
нев’язкою ∗ε =1.8E-03. Врахування ж взаємовпливу градієнта квазіпотенціалу та коефіцієнта 
фільтрації за вище вказаним законом при 1.0=µ  викликало збільшення шуканої витрати Q  до 
5.680742 за максимальної нев’язки ∗ε =1.2E-02, що має місце в околі деякого граничного вузла, 
де криволінійні елементарні чотирикутники найбільше відхиляються від паралелограмів (див. 
рядок №3 таблиці 1). На рисунку 1 зображена відповідна цьому випадку динамічна сітка. 
Зауважимо при цьому, що, навіть, і при порівняно малих значеннях m і n побудований 
програмний комплекс дозволяє виділити ділянки допустимих нев’язок ∗ε . 

У таблиці 1 наведені результати розрахунків в області zG , де окрім заданих параметрів 
розбиття m × n та шуканої витрати Q  фігурує необхідна кількість кроків ітерацій Mk , Qk , Dk  
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для виконання умов закінчення процесу (13) (відповідно) та нев’язка “квазіконформності” 
отриманої динамічної сітки ∗ε . Зазначимо, що в якості початкового наближення шуканого 

квазіконформного відображення zGG →ω  нами приймався наближений розв’язок відповідної 
задачі на конформне відображення. 
 

 
 

Рис. 1. Динамічна сітка у середовищі, що піддається 
деформації під впливом градієнтів квазіпотенціалу. 

 
Табл. 1. Результати розрахунків. 

№ m × n Mk  Qk  Dk  Q ∗ε  

1 10 × 10 216 42 18 5.669107 8.6E-04 
2 17 × 17 622 117 56 5.689900 2.4E-03 
3 24 × 24 1222 307 108 5.680742 1.2E-02 

 

 
 

Рис. 3. Поле та величина швидкості фільтрації в області, що піддається деформації 
під впливом градієнтів квазіпотенціалу. 

 
 

Рис. 2. Стабілізація параметрів збіжності. 
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На рисунку 2 зображено стабілізацію значення витрати (Q), відношення діагоналей (D) 

та максимальної похибки наближень граничних вузлів (М) відносно кроку ітерації, що 
демонструє збіжність алгоритму. На рисунку 3 зображено величину та поле швидкості 
фільтрації в даній області zG , а в таблиці 2 подано значення величини швидкості фільтрації 
вздовж деяких ліній течії та еквіквазіпотенціальних ліній. 

Табл. 2. Значення величини швидкості фільтраці при фіксованих ji, . 

 0=i  5=i  10=i  15=i  20=i  25=i  
0=j  0,7170 0,4642 0,2153 0,2214 0,3973 0,5261 
5=j  0,4859 0,4056 0,2617 0,2567 0,3649 0,4221 

10=j  0,4303 0,3808 0,2856 0,2782 0,3550 0,3996 
15=j  0,4267 0,3762 0,2779 0,2715 0,3645 0,4242 
20=j  0,4625 0,3815 0,2331 0,2330 0,4063 0,5383 
25=j  0,5968 0,3941 0,1760 0,1691 0,4932 1,5053 

 
Зауваження, висновки.  У випадку, коли ділянки АВ та CD границі фізичної області zG  не є 
еквіквазіпотенціальними лініями (наприклад, коли )(Nϕ=ϕ , де N  – біжуча точка 
відповідного контура, )(Nϕ  – мало змінна неперервно-диференційована функція), 
безпосередньо скористатись перевагами запропонованого нами підходу не можна. В цьому 
випадку можливим є комбінований підхід із використанням методу скінчених елементів [19] та 
методу мажорантних областей Г.М.Положого [20]. 

Проведені чисельні експерименти підтверджують факт, що врахування впливу великих 
градієнтів квазіпотенціалу на провідність середовища приводить збільшення розрахункової 
величини швидкості фільтраційної течії на ділянках її виходу із даної області. На вході ж в 
дану область, де мають місце як вимивання, так і осідання суфозійних частинок, має місце 
більш складна (ніж монотонно зростаюча) залежність приросту швидкості (повної витрати) та 
коефіцієнта фільтрації від додаткового впливу величин градієнтів квазіпотенціалу. 
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