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УДК 539.3 

Комбель С.М., Сяський А.О.  

КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ В НЕСКІНЧЕННІЙ 
ПЛАСТИНЦІ І ЖОРСТКОГО ДИСКА З КУТОВИМИ ТОЧКАМИ 

Побудована система двох  інтегральних рівнянь з логарифмічними ядрами задачі про передачу крутного 
моменту від жорсткого диска з кутовими точками, запресованого в криволінійний отвір нескінченної 
ізотропної пластинки. Методом колокації досліджується вплив на напружений стан пластинки форми 
отвору, величини зони запресовки, тертя між пластинкою і диском. Визначається мінімальний натяг 
запресовки, кут повороту диска і точка початкового розмикання зони контакту. 

Нехай середня поверхня нескінченної ізотропної пластинки товщиною h2  з гладким 
криволінійним отвором у формі правильного N –кутника з закругленими кутами співпадає з 
комплексною площиною iyxz += . Початок системи координат розміщений в центрі отвору. 

Функція [1] 

( ) 







+==+= −1NRiyxz
ξ
εξξω   (1) 

здійснює конформне відображення зовнішності одиничного кола γ  в площині λρξ ie=  на 
область, яку займає пластинка в площині z . Тут ε  – параметр, що визначає форму отвору, R  – 
характерний розмір отвору. Для спрощення викладок приймаємо 1=R . 

Допустимо, що в отвір пластинки запресовано з натягом 0>∆  абсолютно жорсткий 
диск. Величина ∆  має порядок пружних зміщень. Диск має N  симетричних рівномірно 
розміщених по контуру вирізів, які розділяють зону контакту (рис.1). В центрі диска 
прикладено пару сил з моментом 0M . Розв’язок задачі полягає в знаходженні контактних 
зусиль в зоні запресовки. 

 

 
Рис.1 

В залежності від величини ∆  можна виділити окремі випадки задачі: якщо min∆>∆ , то 
зона контакту охоплює всю зону запресовки; при min0 ∆≤∆≤  крім зони контакту наявна зона 
відставання диска від пластинки; величина min∆  визначає мінімальний натяг, при якому 
контакт між пластинкою і диском розмикається лише в одній точці. 
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Розглянемо випадок min∆≥∆ . Тоді зона контакту 1Γ  визначається проміжками 

[ ] ( ) ( )




 +

−
−

−
∪∪



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*
1

*
1

*
1

*
1

*
11  12;122;2; απαπαπαπαα

N
N

N
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NN
 , 

а зона 2Γ , вільна від зусиль, – 
( )





 −+

−
∪∪



 −+∪
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 −≡Γ *

1
*
1

*
1

*
1

*
1

*
12 2;124;22; απαπαπαπαπα

N
N

NNN
 . 

Граничні умови задачі при наявності в зоні запресовки сил тертя, заданих законом 
Кулона, вибрані у вигляді рівності нормальних зміщень пластинки і диска 

д
n

пл
n uu = ,    ρρλ fTS = ,    1γ∈λ ,    0== ρρλ TS ,    2γ∈λ ,  (2) 

де ρT , ρλS – нормальні і дотичні зусилля в зоні контакту; f – коефіцієнт тертя між пластинкою 

і диском; 1γ , 2γ - образ 1Γ  і 2Γ  відповідно при відображенні [1]. 
Компоненти вектора зміщення контура Γ в пластинці для даної задачі визначаються за 

формулами [2] 

( ) ( )( ) ( ) ( )212121
~~

2
12 cicdttctgiffiiffivuEh ++

−λ
+

π
−+ν−=+ ∫

γ

, (3) 

( ) dteiSTiiff it∫
λ

ρλρ +=+
0

**
21 ,     ( ) ( )σω+=+ ρλρρλρ '** iSTiST ;       21

~,~ cc - дійсні сталі.  

Враховуючи умови періодичності 

( ) ( ) 





 ++






 +=+

N
iu

N
uiuu snsn

πλπλλλ 22
  (4) 

і властивості функцій 1f , 2f  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] N
ikk

m

N
im

eiffeiff
N

kif
N

kf
ππ

λλααπλπλ
2

21

1

0

2

121121
22

+++=





 ++



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 + ∑

−

=

, (5) 

[ ]11 ,ααλ −∈ , 1,1 −= Nk ,   [ ] [ ]( )*
1

*
111 ,, ααωαα −=− , 

співвідношення (3) запишуться у вигляді 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) .
2

sinln2

22
11

2
1

1

1

1

1

0

2

21

211211
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∫ ∑

∫

−

−

=

α

α

π

λ

α

πλ
π

πααν

dt
N
ktetfitfi

dttfitf
N

ctgiiff
Eh

ivu

N

k

N
ik

 (6) 

Згідно з [3], нормальне зміщення контура пластинки знаходимо із співвідношення 

( ) ( )
( )σω

λλ
′
+

=
vbuau пл

n ,  (7) 

де   ( ) ( ) ( ) ;1cos1cos λελλ −−−= NNa     ( ) ( ) ( ) .1sin1sin λελλ −−+= NNb  
Нормальне зміщення д

nu  контура диска визначається за формулою [4] 

( ) ( )[ ] ( )[ ]
( )σω

λαελεε
′

∆++−−−−∆
=

NNNNN
u д

n
sinsin1cos211 0

2

.  (8) 

Тут 0α  – кут повороту диска. 
Підстановка (6)-(8) в граничні умови (2) і заміна змінних 
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xatg 02
=

λ
;   sattg 02

= ;    
2

1
0

αtga = ;     [ ]11;, ααλ −∈t  

приводить до системи двох сингулярних інтегральних рівнянь з логарифмічними ядрами для 
знаходження 1Φ , 2Φ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 (9) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] 021 =+Φ+−Φ λλλλλλ afbbfa ,   [ ]11 ,, ααλ −∈t ,   [ ]1,1−∈x . 

Тут введено позначення  

( ) ( )
22

0

0

1 sa
sfa

s j
j +

′
=Φ ; 2,1=j . 

Крім системи (9) повинна виконуватися моментна умова рівноваги диска  

( ) ( ) ( )[ ] 









++−= ∫∫

−−

1

1

1

1

cossin ***
0

α

α
ρλρ

α

α
ρλ ε dtNttSNttTdttSNM ,  (10) 

яка служить для визначення кута його повороту. 
Знаходження точного розв’язку системи (9)-(10) пов’язане із значними математичними 

труднощами, тому шукатимемо його наближено. На підставі [3] наближений розв’язок цієї 
системи можна подати у вигляді 

( ) ( )
2

0

1 s

s
s j

j
−

Φ
=Φ ; 2,1=j ;  [ ]1,1−∈s . 

Заміною змінних  ϕcos=s  проміжок [ ]1,1−  можна відобразити на проміжок [ ]π,0 . Тоді 

( ) ( )ϕ
ϕ

0

sin
1

jj s Φ=Φ ;   2,1=j ; [ ]πϕ ,0∈ . 

Для функцій ( )s0
1Φ , ( )s0

2Φ  побудуємо інтерполяційні поліноми Лагранжа, вибравши за 
вузли інтерполяції корені поліномів Чебишева другого роду порядку M  [5]. 

( ) ( ){ } { }∑ ∑
=

−

=

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

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
+=ΦΦ

M

n

M

m
nnn mmBA

M 1

1

1

0
2

0
1 coscos21,1, ϕϕϕϕ ,   πϕ

M
n

n 2
12 −

= . (11) 

Підставляючи (11) в (9)-(10) і надаючи ϕ  послідовно значення Mϕϕ ,...,1 , одержимо 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення сталих nA , nB . 

Квадратурні формули для обчислення сингулярних інтегралів із (9)-(10) наведені в [3]. 
Для обчислення регулярних інтегралів використовуються квадратурні формули Гауса [5]. 

Для ілюстрації методу колокації проведено чисельні розрахунки мінімального натягу 
min∆ , кута розмикання *λ  і відповідного йому полярного кута  
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( )
( ) **

**
* 1coscos

1sinsin
λελ
λελ

α
−+
−−

=
N
Narctg , кута повороту диска 0α  для криволінійного отвору у 

вигляді еліпса ( )4.0;2 ±== εN , трикутника ( )15.0;3 ±== εN , чотирикутника 
( )1.0;4 ±== εN . Значення розрахункових величин при 10 =M , 3.0=ν , 4.0;2.0;0=f  
подані в таблиці 1 і ілюструються на рис. 2-7. Суцільні лінії відповідають 0=f  (тертя 
відсутнє), штрихові – 2.0=f , штрихпунктирні – 4.0=f . 

Всі розрахунки проведені для різних значень M до 72=M  включно і практично не 
змінюються, починаючи з 48=M . Це свідчить про добру збіжність методу. 

 
Таблиця 1 

 ε  f  Eh2*min∆  1α (град) *λ (град) *α (град) 0α (град) 

2=N  

40.0  
0 0.56052 60     -39.7     -19.6 0.823 

0.2 0.38336 60     -43.5     -22.2 0.594 
0.4 0.28658 60     -46.9     -24.6 0.475 

 40.0−  
0 0.97383 60 31.0 54.5 0.901 

0.2 0.71741 60 28.6 51.9 0.629 
0.4 0.57326 60 26.2 48.9 0.482 

3=N  

15.0  
0 0.90163 40     -25.7     -17.6 1.412 

0.2 0.50241 40     -27.0     -18.8 0.848 
0.4 0.34302 40     -29.5     -21.0 0.628 

 15.0−  
0 1.04623 40 25.7 34.3 1.529 

0.2 0.61589 40 24.3 32.8 0.908 
0.4 0.43839 40 22.9 31.3 0.656 

4=N   

10.0  
0 0.98516 30     -19.0     -13.6 1.270 

0.2 0.52173 30     -20.0     -14.5 0.742 
0.4 0.34927 30     -21.0     -15.4 0.550 

 10.0−  
0 1.05757 30 20.0 25.8 1.382 

0.2 0.58488 30 19.0 24.7 0.801 
0.4 0.40320 30 18.0 23.6 0.581 

 
 

 
Рис.2 
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Рис.3 

 
 

 
Рис.4 
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Рис. 5 

 
Рис. 6 
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Рис.7 

 
В наведених прикладах збільшення тертя приводить до зміщення кута розмикання в бік, 

протилежний до напрямку дії момента 0M ; зменшення контактних зусиль; зменшення кута 
повороту диска. 
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