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УДК 519.632.4.001.57+517.54 

Пригорницький Д.О. 

МОДИФІКАЦІЯ АЛГОРИТМУ ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ ОДНОГО КЛАСУ 
НЕЛІНІЙНИХ МОДЕЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА КВАЗІКОНФОРМНІ 
ВІДОБРАЖЕННЯ В ДВОЗВ’ЯЗНИХ ДЕФОРМІВНИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

Розроблений алгоритм чисельного розв’язання модельних нелінійних крайових задач на квазіконформні 
відображення в обмежених еквіпотенціальними лініями двозв’язних неоднорідних анізотропних 
деформівних середовищах перенесено на випадок, коли за відомою інтегральною характеристикою 
розв’язку (повною витратою) разом із динамічною сіткою знаходиться один з граничних потенціалів. 

Вступ. У роботі [1] запропоновано алгоритм чисельного розв’язання нелінійних модельних 
крайових задач на побудову динамічної сітки в обмеженій еквіпотенціальними лініями 
двозв’язній області та знаходження невідомої витрати рідини Q  за заданими значеннями 

граничних потенціалів *ϕ  та *ϕ . Не менш важливими для практичного застосування є задачі 
на знаходження одного з граничних потенціалів при відомій витраті. До них зводяться, 
наприклад, модельні задачі на розрахунки процесів фільтрації в пластах при відомих заборах із 
свердловини чи подачах рідини у пласт. Їх чисельний розв’язок безпосередньо може бути 

одержаний шляхом розв’язання низки задач на знаходження Q  за заданими *ϕ  та *ϕ  
розробленим в [1] методом. В даній роботі, на основі модифікації описаного в [1] алгоритму, 
пропонується економніший (з огляду на можливі витрати машинного часу) підхід до 
розв’язання такого типу задач в неоднорідних анізотропних деформівних [2-3] середовищах. 
 
Загальна постановка задачі. Розглянемо в деякій двозв’язній криволiнiйній областi zG  

( iyxz += ), обмеженій двома замкненими гладкими контурами }0),( :{ ** == yxfzL  (або 

),(:{ ** txxiyxL =+= }20 ),(* π<≤= ttyy ) – внутрішній, }0),( :{ ** == yxfzL  (або 

:{* iyxL += ,)(* txx = }20 ),(* π<≤= ttyy ) – зовнішній, процес руху частинок (зокрема, 

фільтрації в пористому пласті, руху заряджених частинок у провідній пластинці, і т.п.), який 
описується за допомогою рівняння руху ϕ⋅κ=υ  grad


 (закон Дарсі чи закон Ома) та рівняння 

нерозривності 0div =υ


, де )),(),(( yxiyx yx υ⋅+υ=υ


 – швидкість руху частинок, 

( )
22

),,,(
×

ϕϕκ=κ yx
rs yx  – тензор провідності (фільтрації, електричної провідності, і.т.п.), 

( )yx,ϕ=ϕ  – квазіпотенцiал поля ( *
*

ϕ=ϕ
L

, *
* ϕ=ϕ

L
, +∞<ϕ<ϕ<∞− *

* ) при відомій 

кількісній мірі речовини, що виходить із фізичної області за одиницю часу (повній витраті 

∫ +−=
*L

xy dydxQ υυ ). 

Аналогічно до [1], ввівши функцію течії ),( yxψ=ψ  (квазікомплексно спряжену до 

( )yx,ϕ=ϕ ), зафіксувавши на внутрішньому контурі деяку точку A та здійснивши умовний 
розріз Γ  вздовж відповідної лінії течії (через AD та BC на рис.1 та рис.2 позначено відповідно 
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верхній та нижній береги розрізу), приходимо до більш загальної задачі на квазіконформне 

відображення )(zω=ω , утвореної при цьому, однозв’язної області Γ= /0
zz GG  на відповідну 

область квазікомплексного потенціалу { :ψ+ϕ=ω=ω iG  ,∗∗ ϕ<ϕ<ϕ  }Q<ψ<0  з невідомим 

потенціалом *ϕ : 







=ψ=ψψ−=ϕϕϕκ+ϕϕϕκ

ϕ=ϕϕ=ϕψ=ϕϕϕκ+ϕϕϕκ

.,0,),,,(),,,(

,,,),,,(),,,(
2221

*
*

1211

Qyxyx

yxyx

BCADxyyxxyx

CDAByyyxxyx  (1) 

Відповідна їй обернена крайова задача на квазіконформне відображення 

( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,,)( iyxzz  області ωG  на 0
zG  та рівняння для дійсної ),( ψϕ= xx  і уявної 

),( ψϕ= yy  частин функції течії )(ω= zz  аналогічно до [1] запишуться у вигляді: 

( )
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Алгоритм чисельного розв’язання поставленої задачі побудуємо аналогічно до [1]. 
Різницеві аналоги рівнянь (4) та крайових умов (3) у відповідній рівномірній сітковій області 

{ :),( jiG ψϕ=γω  ϕ∆⋅+ϕ=ϕ ii * , ni ,0= ; ψ∆⋅=ψ jj , mj ,0= ; n
*

* ϕ−ϕ
=ϕ∆ , m

Q=ψ∆ , 




ϕ∆
ψ∆=γ  

запишемо згідно з [4,5] у вигляді: 
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та відповідно: 
 







===

===

.,0,,

,,0,0),(,0),(

,0,,0,

,,
*

,0,0*

niyyxx

mjyxfyxf

miimii

jnjnjj  (6) 

 
Додаткові умови для граничних та приграничних вузлів (умови ортогональності у 

випадку конформного відображення) у сітковій області γ
ωG  записуються у вигляді [1,6]: 
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             ,0,0))()()(4 11
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,1 ,mj=xxyyy n,jn,jjnn,jn,jjn,jn =−κ−−κ− −+−+−  (7) 

де 
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−

⋅ψ∆

−
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jiji
jiji

rsrs
ji

J

xx

J
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yx

,

1,1,

,

1,1,
,,,

2
,

2
,, , −−

ϕ∆⋅ψ∆
= jjj xxJ ,0,1,0 34((4

1  

))34)(())( ,2,0,11,01,01,01,0,2 jjjjjjjj yyyxxyyx −−−−−− −+−+ , ×
ϕ∆⋅ψ∆

= 4
1

, jnJ  

))43)(())(43(( ,1,2,1,1,1,1,,1,2, jnjnjnjnjnjnjnjnjnjn yyyxxyyxxx −−−+−+−− −+−−−−+× . 

Формулу для знаходження величини γ  одержимо на підставі умови “квазіконформної 
подібності” елементарних чотирикутників [1] двох областей: 
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 (8) 

де 
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κ=κ ++++++++ ,4,4
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ji

yyyyxxxx
 








⋅ψ∆

−−+

⋅ψ∆

−−+ ++++++++

ji

jijijiji

ji

jijijiji

J

xxxx

J

yyyy

,

1,1,1,,1

,

,,11,1,1

2
,

2
, ×

ϕ∆⋅ψ∆
= 4

1
, jiJ  

−+−−−+−−+× +++++++++++ 1,11,,,11,1,1,1,1,1,1 ())((( jijijijijijijijijiji xxyyyyxxxx  

)))( ,1,,11,1,,1 jijijijijiji yyyyxx −−+−− +++++ . 

Задавши кількість вузлів розбиття області ωG  n та m, параметри 1ε , 2ε , 3ε , що 

характеризують точність наближеного розв’язку відповідної (2)-(3) різницевої задачі, початкові 

наближення координат граничних вузлів )0(
,0 jx , )0(

,0 jy , )0(
, jnx , )0(

, jny  (так, щоб виконувались умови 

(6)) та початкові наближення координат внутрішніх вузлів ),( )0(
,

)0(
, jiji yx , mjni ,0,1,1 =−=  

(наприклад, рівномірно поділивши відрізки із кінцями в точках ),( )0(
,0

)0(
,0 jj yx , ),( )0(

,
)0(

, jnjn yx ), 

знаходимо за формулою (8) початкове наближення ),( )0(
,

)0(
,

)0(
jiji yxγ=γ  величини γ  та 

)0(*)0(
* /γψ∆⋅−ϕ=ϕ n . Далі проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів ),( )(

,
)(

,
k
ji

k
ji yx  із 

заданою точністю 1ε  (k – номер загальної ітерації) за допомогою ітераційних схем типу 

“хрест”, отриманих шляхом розв’язання (5) відносно jix ,  та jiy , . При цьому, необхідні 

значення градієнту напору та функцій rsκ  у вузлах сітки γ
ωG   обчислюються через значення 
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jix , , jiy ,  з попереднього кроку ітерації. 

Після цього, як і в [1], “підправляємо” граничні вузли, розв’язуючи наближено систему 
рівнянь (7), наприклад, методом Ньютона. Якщо величина зміщення вузлів на границі за 

проведену k-ту загальну ітерацію ( ) ( )2)1(
,

)(
,

2)1(
,

)(
,,

max −− −+−= k
ji

k
ji

k
ji

k
jiji

yyxxS  ( ),( ji  – індекси 

координат граничних вузлів) більша за 2ε , то повертаємось до уточнення внутрішніх вузлів. В 

іншому випадку знаходимо нові наближення )(
*
Lϕ  та )(Lγ  величин *ϕ  і γ  за формулою (8) та 

умовою зв’язку між ними: γψ∆⋅−ϕ=ϕ /*
* n . Якщо зміна невідомого потенціалу )1(

*
)(

*
−ϕ−ϕ LL  

більша за 3ε , то знову повертаємося до уточнення внутрішніх вузлів, інакше – обчислюємо 

нев’язку “квазіконформності” отриманої сітки 2
2

2
1 δ+δ=δ , де 1δ , 2δ  – нев’язки апроксимацій 

рівнянь (2): 
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−

⋅ψ∆

−
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jiji

rsrs
ji

J
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J
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,
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2
,

2
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ϕ∆⋅ψ∆
= 4

1
, jiJ ×− −+ )(( ,1,1 jiji xx  

)))(()( ,1,11,1,1,1, jijijijijiji yyxxyy −+−+−+ −−−−× . 

Якщо потрібно підвищити ступінь точності наближеного розв’язку (зменшити нев’язку 
δ ), збільшуємо n і m та розв’язуємо задачу повторно (оптимальність співвідношення між n та m 
досягається аналогічно до [6,7] шляхом оптимізації відповідних функціоналів з урахуванням 
заміни конформної сітки на відповідну квазіконформну). 
 
Комп’ютерна реалізація алгоритму та чисельні приклади. Описаний вище алгоритм 
чисельного розв'язання поставленої задачі реалізований у вигляді пакету програм для ПК IBM 
PC/AT. Перевірка його збіжності та точності проводилась за наступною схемою. Спочатку за 
алгоритмом типу [1] чисельно розв’язувалися задачі на знаходження повної витрати Q  за 

потенціалами 0* =ϕ  та 1* =ϕ , заданими на внутрішньому та зовнішньому контурах даної 
області, при різних параметрах розбиття області n  та m . Отримані наближені значення повної 

витрати Q  разом із заданим значенням 1* =ϕ  приймались як вхідні параметри при розв’язанні 

поставлених задач на знаходження *ϕ  за відомими *ϕ  та Q . На рис.1 та у табл.1 наведені 
результати чисельного розв’язання задачі фільтрації в ізотропному деформівному пласті 

( 02112 =κ=κ , 222211 5.01 yx ϕ+ϕ+=κ=κ , )2 cos0.25+ cos10()(* tttx ⋅= , - sin10()(* tty =  

)2 sin0.25- t⋅ , ttx  cos)(* = , tty  sin)(* = ). Результати чисельного розв’язання задачі у випадку 

анізотропії деформівного середовища ( 02112 =κ=κ , 2225.01 yx
rr r ϕ+ϕ+=κ , 2,1=r , 

)5 sin0.2+ cos10()(* tttx ⋅= , )2 cos0.1 sin10()(* ttty ⋅+= , ttx  cos)(* = , tty  sin)(* = ) 
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відображені на рис.2 та у табл.2. Як видно з таблиць 1 та 2, із збільшенням параметрів розбиття 
сітки n  і m  знайдені наближення потенціалу внутрішнього контура *

~ϕ  наближаються до 

свого точного значення 0* =ϕ , а нев’язка "квазіконформності" δ  отриманої динамічної сітки 
зменшується, що підтверджує збіжність побудованого алгоритму.  Пунктирними лініями на 
рис.1 та рис.2 відокремлені зони найбільших за абсолютною величиною нев’язкок ji,δ  (так 

звані "застійні" зони). 

Запропонований в роботі алгоритм із незначними змінами може бути застосований для 

розв’язання задач на знаходження невідомого потенціалу *ϕ  за відомою повною витратою Q  

та заданим на внутрішньому контурі потенціалом *ϕ  (для цього вирази )0(*)0(
* /γψ∆⋅−ϕ=ϕ n , 

γψ∆⋅−ϕ=ϕ /*
* n  та )(

*
Lϕ  необхідно змінити на )0(

*
)0*( / γψ∆⋅+ϕ=ϕ n , γψ∆⋅+ϕ=ϕ /*

* n  та 

)*(Lϕ  відповідно) та ряду квазістаціонарних задач. 
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