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УДК 519.632.4.001.57+517.54 

Бомба А.Я., Каштан С.С. 

ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ОБЕРНЕНИХ НЕЛІНІЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА 
КОНФОРМНІ ТА КВАЗІКОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ 

Розроблено новий алгоритм чисельного розв’язання обернених нелінійних крайових задач на конформні 
та квазіконформні відображення в чотирикутних областях, обмежених лініями течії та 
еквіпотенціальними лініями, з побудовою динамічної сітки. 

1. Крайові задачі в ізотропних середовищах. Розглянемо модельну нелінійну задачу на 
знаходження квазігармонiчної функцiї ( )ϕ ϕ= x y,  (потенцiалу) в однозв’язнiй чотирикутній 
криволiнiйній областi (пористому пласті) G ABCDz = , обмеженiй чотирма гладкими кривими 

( ){ }0= :+== 1 yx,fiyxzAB , ( ){ }BC z f x,y= : =2 0 , ( ){ }CD z f x,y= : =3 0 , ( ){ }DA z f x,y= : =4 0 , 
ортогональними між собою в точках їх перетину: 

( ) ( )∂
∂

κ ϕ ψ
∂ϕ
∂

∂
∂

κ ϕ ψ
∂ϕ
∂x x y x y x y y, , , , , ,




+ 




=0 ;ϕ ϕAB= ∗ , ϕ ϕCD = ∗ , 0=ϕ

=
ϕ

DABC dn
d

dn
d

, (1) 

де +∞<ϕ<ϕ<∞− ∗
∗ , n  – зовнiшня нормаль до вiдповiдної кривої, ( )κ ϕ ψx y, , ,  – обмежена 

неперервно диференційована функція, що характеризує провідність середовища та схильність 
його до деформацій, ( )ψ ψ= x y,  – відповідна функцiя течiї. Замiнивши останнi дві із 
граничних умов (1) на відповідні умови для функцiї ( )yx,ψ , квазікомплексно спряженої до 
функції ( )yx,ϕ  (див., напр., [1 – 6]), приходимо до більш загальної задачі на квазіконформне 

(конформне при ( ) const,,, =ψϕκ yx ) вiдображення ( ) ( ) ( )ω ω ϕ ψ= = +z x y i x y, ,  даної областi 
Gz  на відповідну область квазікомплексного (комплексного, якщо ( ) const,,, =ψϕκ yx ) 

потенцiалу { }G Qω ω ϕ ϕ ϕ ψ= < < < <∗
∗: ,0  (див. рис. 1): 

( ) ( )κ ϕ ψ
∂ϕ
∂

∂ψ
∂

κ ϕ ψ
∂ϕ
∂

∂ψ
∂

x y x y x y y x, , , , , , ,= =− ; ϕ ϕAB= ∗ ,ϕ ϕCD = ∗ , ψ AD =0 ,ψ BC Q= , (2) 

де стала Q  – повна витрата (невiдомий параметр). Відповідна їй обернена крайова задача на 
квазіконформне відображення ( ) ( ) ( )z z x iy= = +ω ϕ ψ ϕ ψ, ,  області ωG  на zG  при невідомому 
Q  запишеться у вигляді: 

( ) ( ) ( )∂
∂ϕ

κ ϕ ψ
∂
∂ψ

∂
∂ψ κ ϕ ψ

∂
∂ϕ

ϕ ψ ω
x x y y x

x y
y G= =− ∈, , , ,

, , ,
,1 , ; (3) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

f x y f x y Q

f x Q y Q f x y
1 3

2 4

0 0

0 0 0 0

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∗ ∗
∗ ∗

∗
∗

= = ≤ ≤

= = ≤ ≤







, , , , , , , , ,

, , , , , , , , .

0
 (4) 

Зауважимо, що тут, на відміну від часткового випадку, коли ( ) ( )κ ϕ ψ κ ϕ ψx y, , , ,= , відповідні 
рівняння другого порядку для знаходження функцій ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  є взаємно 
залежними, а саме: 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,0,,,,,,,,,,,,

,,,

,,,,,,,,,
,,, 2

2
2

2

2

=
∂ψ
∂






 ψϕκ′+

∂ψ
∂

ψϕκ′+
∂ψ
∂ψϕκ′ψϕκ+

+
∂ϕ
∂

ψϕκ

ψϕκ′+
∂ϕ
∂

ψϕκ′+
∂ϕ
∂ψϕκ′

−
∂ψ

∂ψϕκ+
∂ϕ

∂

ψ

ϕ

xyxyyxxyxyx

x
yx

yxyyxxyx
xyxx

yx

yx
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( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) .0,,,,,,,,,,,,

,,,

,,,,,,,,,
,,, 2

2
2

2

2

=
∂ψ
∂







 ψϕκ′+

∂ψ
∂

ψϕκ′+
∂ψ
∂ψϕκ′ψϕκ+

+
∂ϕ
∂

ψϕκ

ψϕκ′+
∂ϕ
∂

ψϕκ′+
∂ϕ
∂ψϕκ′

−
∂ψ

∂
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∂ϕ

∂

ψ

ϕ
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y
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Рис. 1. Фізична область zG  та відповідна їй область квазікомплексного потенцiалу ωG . 

 
1.1. Якщо ( ) ( )κ ϕ ψ κ ϕ ψx y, , , ,= , то, замість вище одержаних рівностей, матимемо: 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )












=
∂ψ
∂

ψϕκ′ψϕκ+
∂ϕ
∂

ψϕκ

ψϕκ′
−

∂ψ

∂
ψϕκ+

∂ϕ

∂

=
∂ψ
∂ψϕκ′ψϕκ+

∂ϕ
∂

ψϕκ

ψϕκ′
−

∂ψ

∂ψϕκ+
∂ϕ

∂

ψ
ϕ

ψ
ϕ

.0,,
,
,

,

,0,,
,
,

,

2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

yyyy

xxxx

 (5) 

Різницевий аналог рівнянь (5), крайових умов (4), приграничних умов ортогональності та умов 
"квазіконформної подібності в малому" відповідних чотирикутників [1 – 5], у відповідній 

рівномірній сітковій області ( ){G i jω
γ ϕ ψ= , : ;1+,0= , miii ⋅ϕ∆+ϕ=ϕ ∗ ;1+,0= , njjj ⋅ψ∆=ψ  



∈γ=ψ∆=ϕ∆ ψ∆

ϕ∆
++

ϕ−ϕ ∗
∗

Nnmn
Q

m ,,=, , 11  запишемо у вигляді [16]: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )















=












−

κ

κ′
−−κ′γκϕ∆+

++κγ+κγ+−+=+κγ+

+












−

κ

κ′
−−κ′γκϕ∆+κγ+−+

−+
ϕ

−+ψ

+−−++−

−+
ϕ

−+ψ−+

;,1=,,1=,0
2

12,0

2
12

,1,1
,

,
1,1,,,

1,1,
2
,

2
,

2
,

2
,1,11,1,

2
,

2

,1,1
,

,
1,1,,,,

2
,

2
,1,1

njmiyyyy

yyyyyxx

xxxxxxx

jiji
ji

ji
jijijiji

jijijijijijijijijiji

jiji
ji

ji
jijijijijijijiji

(6) 

( ) ( )
( ) ( )





==

==

++

++

;1+,0=,0,,0,
,1+,0=,0,,0,

0,0,41,1,2

,1,13,0,01
miyxfyxf
njyxfyxf

iinini

jmjmjj  (7) 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )













=−′−−′
=−′−−′

=−′−−′
=−′−−′

++++++

++++++

,1+,0=
,0,,

,0,,

,1+,0=
,0,,

,0,,

0,1,0,0,40,1,0,0,4

1,,1,1,21,,1,1,2

,1,,1,13,1,,1,13

,0,1,0,01,0,1,0,01

mi
xxyxfyyyxf

xxyxfyyyxf

nj
xxyxfyyyxf

xxyxfyyyxf

iiiiyiiiix

ninininiyninininix

jmjmjmjmyjmjmjmjmx

jjjjyjjjjx

 (8) 
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( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∑

= ++++++++

++++++++

++ −+−+−+−

−+−+−+−

κ++
=γ

nm

ji jijijijijijijiji

jijijijijijijiji

ji yyxxyyxx

yyxxyyxx

nm

,

0, 2
,11,1

2
,11,1

2
,1,

2
,1,

2
1,1,1

2
1,1,1

2
,,1

2
,,1

, 2
1

2
1

1
11

1

 (9) 
де .),(  ),,(  ),,( ,,, jijijijijiji yyxx ψϕκ=κψϕ=ψϕ=  

Тоді алгоритм розв'язання відповідної (3), (4) різницевої задачі у цьому випадку 
побудуємо наступним чином. Початкові наближення граничних вузлів 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,, 0

1,
0

,1
0

,1
0
,0

0
,0 +++ nijmjmjj xyxyx  ( ) ( ) ( )0

0,
0
0,

0
1, ,, iini yxy +  задаємо так, щоб виконувалися умови 

(7): ( ) ( )( ) ,0, 0
,0

0
,01 =jj yxf  ( ) ( )( ) ,0, 0

1,
0

1,2 =++ nini yxf  ( ) ( )( ) ,0, 0
,1

0
,13 =++ jmjm yxf  ( ) ( )( ) ,0, 0

0,
0
0,4 =ii yxf  

.1+,0=,1+,0= njmi  Початкові наближення внутрішніх вузлів ( ) ( )0
,

0
, , jiji yx  вибираємо, 

наприклад, як середні арифметичні чотирьох координат відповідних граничних вузлів: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),

4
1 0

,0
0

,1
0

1,
0
0,

0
, jjmniiji xxxxx +++= ++  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),

4
1 0

,0
0

,1
0

1,
0
0,

0
, jjmniiji yyyyy +++= ++  .,1,,1 mjni ==  Для 

задання початкового наближення ( )γ 0  невідомої величини γ  використаємо формулу (9): 
( ) ( ) ( )( )0

,
0
,

0 , jiji yxγ=γ . 

Далі ітераційно знаходимо послідовні наближення відповідних значень: 
внутрішніх вузлів (згідно з формулами (6)) – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ))) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ;,1=,,1=,12
2

,12

2

2
,

21
,1,1

,

,1
1,1,,,

1,
1
1,

2
,

21
,1,1

1
,

2
,

21
,1,1

,

,1
1,1,,,1,

1
1,

2
,

21
,1,1

1
,

njmiyyyy

yyyyyxx

xxxxxxx

ji
kk

ji
k

ji
ji

jik
ji

k
jijiji

k

k
ji

k
jiji

kk
ji

k
ji

k
jiji

kk
ji

k
ji

ji

jik
ji

k
jijiji

kk
ji

k
jiji

kk
ji

k
ji

k
ji







 κγ+





















−

κ

κ′
−−κ′κγϕ∆+



 ++κγ++=






 κγ+−×

×
κ

κ′






 −−κ′κγϕ∆++κγ++=

+
−+

ϕ+
−+ψ

+
+
−

+
−+

++
−+

ϕ+
−+ψ+

+
−

+
−+

+

 

величини γ  за формулою (9) – ( ) ( ) ( )( )k
ji

k
ji

k yx ,,
1 ,γ=γ +  (при цьому наближення витрати Q  

знаходимо за формулою Q n
= ⋅

+
∆ϕ

1
γ

); 

граничних вузлів за формулами (7), (8) – 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )













=−′−−′
=−′−−′

=−′−−′
=−′−−′

+++

+
+

+
+++

+
++

+
+

+
+++

+
++

+++

,1+,0=
,0,,

,0,,

,1+,0=
,0,,

,0,,

1
0,

1
1,0,0,40,

1
1,0,0,4

1
1,

1
,1,1,21,

1
,1,1,2

1
,1

1
,,1,13,1

1
,,1,13

1
,0

1
,1,0,01,0

1
,1,0,01

mi
xxyxfyyyxf

xxyxfyyyxf

nj
xxyxfyyyxf

xxyxfyyyxf

k
i

k
i

k
i

k
iy

k
i

k
i

k
i

k
ix

k
ni

k
ni

k
ni

k
niy

k
ni

k
ni

k
ni

k
nix

k
jm

k
jm

k
jm

k
jmy

k
jm

k
jm

k
jm

k
jmx

k
j

k
j

k
j

k
jy

k
j

k
j

k
j

k
jx

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )





==

==
+++

+
+
+

+
+

+
+

++

,1+,0=,0,,0,

,1+,0=,0,,0,
1

0,
1

0,4
1
1,

1
1,2

1
,1

1
,13

1
,0

1
,01

miyxfyxf

njyxfyxf
k

i
k

i
k
ni

k
ni

k
jm

k
jm

k
j

k
j  

де ,1,0=k  – крок ітерації, і перевіряємо виконання умов: 

∗
+ ε<−1)1(kD ,   ε<−+ )(

,
)1(

,
k
ji

k
ji DD , (10) 
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де 
( ) ( )
( ) ( )2,11,

2
,11,

2
,1,1

2
,1,1

,
jijijiji

jijijiji
ji

yyxx

yyxx
D

++++

++++

−+−

−+−
=  – відношення довжин діагоналей відповідного 

криволінійного чотирикутника, ( )( ) ∑=++
=

nm

ji
jiDnmD

,

0,
,11

1
, 0,0 >ε>ε ∗ . 

Умовами закінчення процесу, окрім (10), є: 

( )max
,

,
, ,

,
( )

,
( )

,
( )

,
( )

x y G
x x y y

i j i j z
i j

k
i j

k
i j

k
i j

k
∈

− − <+ +

∂
ε1 1 ,   Q Qk k( ) ( )+ − <1 ε . (11) 

У випадку невиконання умов закінчення процесу (10) – (11) знову переходимо до уточнення 
внутрішніх вузлів і т.д. [15]. Якщо не виконується лише перша із умов (10), то узгоджуємо 
співвідношення між точністю ∗ε  та заданою кількістю кроків розбиття m, n (в першу чергу, 
шляхом збільшення останніх). 

 
1.2. Особливістю такого підходу побудови алгоритму при ( ) ( )κ ϕ ψ κx y x y, , , ,=  є те, що лінійна 
вихідна задача переходить у суттєво нелінійну обернену до неї задачу (у попередньому випадку 
ми мали перехід суттєвої нелінійності вихідної задачі до локалізованої нелінійності оберненої 
задачі). Дійсно, тут замість формул (5) матимемо: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,0,,,,

,,
, 2

22
2

2
=

∂ψ
∂









∂ψ
∂κ′+

∂ψ
∂κ′κ+

∂ϕ
∂

κ
∂ϕ
∂κ′+

∂ϕ
∂κ′

−
∂ψ

∂κ+
∂ϕ

∂ xyyxxyxyxx
yx

yyxxyx
xyxx

yx
yx

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .0,,,,

,,
, 2

2
2

2

2
=

∂ψ
∂









∂ψ
∂κ′+

∂ψ
∂κ′κ+

∂ϕ
∂

κ
∂ϕ
∂κ′+

∂ϕ
∂κ′

−
∂ψ

∂κ+
∂ϕ

∂ yyyxxyxyxy
yx

yyxxyxyyxy
yx

yx
 

І все ж, процес побудови наближень розв'язку даної задачі збігатиметься і в цьому випадку, 
якщо внести наступні видозміни до побудованого алгоритму: 1) послідовні наближення 

коефіцієнта провідності ( )yx,κ  на даному кроці у (i,j)-вузлах сітки γ
ωG  знаходимо тепер після 

наближень відповідних значень jiji yx ,, , , а саме ( ) ( ) ( )( )k
ji

k
ji

k
ji yx ,,, ,κ=κ ; 2) послідовні наближення 

внутрішніх вузлів отримуються на основі різницевого аналогу формул (12): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ,12

4
1

4
1

2
,

21
,1,1

1
,1,1,

1
,1,1,

,

1
1,1,

1
1,1,,

1
1,1,,,

2
1,

1
1,

2
,

21
,1,1

1
,







 κγ+


−


−κ′+

+−κ′
κ

−−

−κ′+



 +−κ′κγ++κγ++=

+
−+

+
−+

+
−+

+
−+

+
−+

+
−++

+
−

+
−+

+

ji
kk

ji
k

ji
k

ji
k

jijiy

k
ji

k
jijix

ji

k
ji

k
ji

k
ji

k
jijiy

k
ji

k
jijixji

kk
ji

k
jiji

kk
ji

k
ji

k
ji

xxyy

xxxxyy

xxxxxxx

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ,12

4
1

4
1

2
,

21
,1,1

1
,1,1,

1
,1,1,

,

1
1,1,

1
1,1,,

1
1,1,,,

2
1,

1
1,

2
,

21
,1,1

1
,







 κγ+


−


−κ′+

+−κ′
κ

−−

−κ′+



 +−κ′κγ++κγ++=

+
−+

+
−+

+
−+

+
−+

+
−+

+
−++

+
−

+
−+

+

ji
kk

ji
k

ji
k

ji
k

jijiy

k
ji

k
jijix

ji

k
ji

k
ji

k
ji

k
jijiy

k
ji

k
jijixji

kk
ji

k
jiji

kk
ji

k
ji

k
ji

yyyy

xxyyyy

xxyyyyy

 

njmi ,1=,,1= . 
2. Крайові задачі в анізотропних середовищах. Як відомо [14, 17], стаціонарний процес 

(12) 
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фільтрації в неоднорідному анізотропному середовищі описується за допомогою рівняння руху 

(закон Дарсі) та рівняння нерозривності: 
v h= − =χ κ ϕgrad grad , div v =0 . (13) 

Тут ( )yxhh ,=  – напір, κ χ χ= =∗
−1 ( )κ i j i j, , ,=1 2

, ( )χ χ=
=i j i j, , ,1 2

 – тензор фільтрації (χ∗  – 

його характерний розмір), ( ) ( )( )v v x y v x yx y= , , ,  – швидкість фільтрації, а ϕ χ=− ∗h  – її 

потенціал. Дані рівняння забезпечують існування функції течії ( )ψ ψ= x y, : 

., 22211211 xyxyyx ∂
∂ψ

−=
∂
∂ϕ

κ+
∂
∂ϕ

κ
∂
∂ψ

=
∂
∂ϕ

κ+
∂
∂ϕ

κ  (14) 

Як і раніше, вихідну задачу (у диференціальній формі), аналогічно до (1) – (2), зводимо 

до розв'язання в області Gz  системи диференціальних рівнянь (14) при граничних умовах (2) 

ϕ ϕAB= ∗ , ϕ ϕCD = ∗ , QBCDA =ψ=ψ ,0 , (15) 

з допомогою відповідного квазіконформного відображення ( ) ( ) ( )ω ω ϕ ψ= = +z x y i x y, ,  області 
Gz  на область ωG . З метою забезпечення гладкості даного відображення у кутових точках 

DCBA ,,,  на функції ( ) 4,1,0= =iyx,fi , накладаємо наступні умови: 

Θ ΘM M+ =~ π
2 ,   де    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )MfMfMfMf

MfMfMfMf

yixiyixi

yiyixixi
M 222

1
2

1

11
cos

′+′′+′

′′+′′
=Θ

−−

−− , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2221

2

1211
22

2
222112

2
11~cos






 ′κ+′κ+





 ′κ+′κ′+′

′κ+′′κ+κ+′κ
=Θ

MfMfMfMfMfMf

MfMfMfMf

yjxjyjxjyjxj

yjyjxjxj
M , 

DCBAM ,,,= , ( ) ( )MfMf
df

40 = , 



=
== .4,3,3

,2,1,1
i
ij  

Ці умови означають, що у даних точках М  дотичні до відповідних ліній течії повинні на 

стільки відхилятись від нормалей до відповідних еквіпотенціальних ліній, на скільки 

анізотропія відхиляє вектор швидкості від даних нормалей. Є й інший варіант позбутися 

особливості у кутових точках: кути вважати прямими, а в даних точках покласти 

κ κ κ κ12 21 11 220= = =, . 

Аналоги умов ортогональності (8) в околах граничних ділянок при цьому приймуть вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( ) kykxkykxk yxyxfyxfxyxfyyxf Θ−+′+′=′+′− ϕϕϕϕ
22222

cos1,,,, ,        k =1 3, , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22221
2

1211
22

2
222112

2
11

,,,,,,

,,,,
cos

yxfyxfyxfyxfyxfyxf

yxfyxfyxfyxf

ykxkykxkykxk

ykykxkxk
k

′κ+′κ+′κ+′κ′+′

′κ+′′κ+κ+′κ
=Θ , 

( ) ( ) ( ) ( ) lylxlylxl yxyxfyxfxyxfyyxf Θ−+′+′=′−′
ψψψψ

22222
cos1,,,, ,             l =2 4, , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22221
2

1211
22

2
222112

2
11

,,,,,,

,,,,
cos

yxfyxfyxfyxfyxfyxf

yxfyxfyxfyxf

ylxlylxlylxl

ylylxlxl
l

′κ+′κ+′κ+′κ′+′

′κ+′′κ+κ+′κ
=Θ . 

Зауважимо при цьому, що косинус кута відхилення вектора швидкості 
v  від градієнта 

напору gradϕ  в довільній внутрішній точці iyxz +=  обчислюється за формулою 

( )

( ) ( )22221
2

1211
22

2
222112

2
11~cos

′ϕκ+′ϕκ+′ϕκ+′ϕκ′ϕ+′ϕ

′ϕκ+′ϕ′ϕκ+κ+′ϕκ
=Θ

yxyxyx

yyxx . 

 
2.1. У випадку, коли ),( ψϕκ=κ ijij  (нелінійна пряма задача), обернена задача до (14) – (15) на 

квазіконформне відображення ( ) ( ) ( )ψϕ+ψϕ=ω= ,, iyxzz  області ωG  на zG  при невідомому 

Q  запишеться у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,, 22211211 ∂ϕ
∂

=
∂ψ
∂

ψϕκ−
∂ψ
∂

ψϕκ
∂ϕ
∂

=
∂ψ
∂

ψϕκ−
∂ψ
∂

ψϕκ
yxyxxy

 (16) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )





ϕ≤ϕ≤ϕ=ϕϕ=ϕϕ

≤ψ≤=ψϕψϕ=ψϕψϕ
∗

∗

∗∗
∗∗

,,00,,0,,0,,,
,0,0,,,,0,,,

42

31
yxfQyQxf

Qyxfyxf
 (17) 

де Q v dln
AB

= ∫ , dl  – елемент довжини дуги. При цьому відповідні рівняння другого порядку 

для знаходження функцій ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  мають вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )











=
∂ψ
∂

ψϕ+
∂ϕ
∂

ψϕ+
∂ψ

∂
ψϕ+

∂ϕ∂ψ
∂

ψϕ+
∂ϕ

∂

=
∂ψ
∂ψϕ+

∂ϕ
∂ψϕ+

∂ψ

∂ψϕ+
∂ϕ∂ψ
∂ψϕ+

∂ϕ

∂

,0,,,,

,0,,,,

2

22

2

2

2

22

2

2

yFyEyByAy

xDxCxBxAx

 

де ,,,,
22

221222
1221

11

112111
122122112112 κ

κ+κκ
−κ=κ−

κ

κ−κκ
=κκ−κκ=κ−κ= ϕψ

ψψ
ϕψ ECBA  

.

,

22

2221122122
21121221212211

11

1112122111
21121221121122

κ

κκ+κκκ
+κκ−κκ−κ−κκ=

κ

κκ−κκκ
+κκ−κκ−κ+κκ=

ϕψ
ψψϕψ

ϕψ
ψψϕψ

F

D
 

Відповідні різницеві аналоги в області γ
ωG  запишемо, наприклад, у вигляді [16]: 

( ) ( ) (
) ( ) ( )( )

( ) ( ) (
) ( ) ( )( )

,,1=,,1=

,0
2

4
12

,0
2

4
12

,1,1,1,1,,1,11,1

1,11,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

,1,1,1,1,,1,11,1

1,11,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

njmi

yyEyyFyy

yyAyyByByy

xxCxxDxx

xxAxxBxBxx

jijijijijijijiji

jijijijijijijijijiji

jijijijijijijiji

jijijijijijijijijiji















=−+−γϕ∆+−−

−+γ++γ+γ+−+

=−+−γϕ∆+−−

−+γ++γ+γ+−+

−+−++−−+

−−+++−−+

−+−++−−+

−−+++−−+

 (18) 
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( ) ( )
( ) ( )

f x y f x y j n

f x y f x y i m
j j m j m j

i n i n i i

1 0 0 3 1 1

2 1 1 4 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1
, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

= =

= =







+ +

+ +

= , + ,

= , + ,
 (19) 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

,01
22

,0,1
2

,0,1,0,0
2

1,0,0
2

1

,0,1,0,01,0,1,0,01

jjjjjjjyjjx

jjjjyjjjjx

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

Θ−−+−′+′=

=−′+−′−
 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

,13
22

,,1
2

,,1,1,1
2

3,1,1
2

3

,1,,1,13,1,,1,13

jmjmjmjmjmjmjmyjmjmx

jmjmjmjmyjmjmjmjmx

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

+++++++

++++++

Θ−−+−′+′=

=−′+−′−

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

1,2
22

1,,
2

1,,1,1,
2

21,1,
2

2

1,,1,1,21,,1,1,2

+++++++

++++++

Θ−−+−′+′=

=−′−−′

nininininininiyninix

ninininiyninininix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

0,4
22

0,1,
2

0,1,0,0,
2

40,0,
2

4

0,1,0,0,40,1,0,0,4

iiiiiiiyiix

iiiiyiiiix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

Θ−−+−′+′=

=−′−−′

,1+,0=,1+,0= njmi  (20) 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,2

,1

,
2111

1

2
,11,122,11,121

2
,11,112,11,111

2
,1,22,1,21

2
,1,12,1,11

,

0,

2
1,1,1

2
1,1,1

2
,,1

2
,,1

jijijijijijijiji

jijijijijijijiji

nm

ji

jijijijijijijiji

xxyyxxyya

xxyyxxyya

aa
yyxxyyxx

nm

++++++++++++

++++

=

++++++++

−κ−−κ+−κ−−κ=

−κ−−κ+−κ−−κ=

+

−+−+−+−

++
=γ ∑

 (21) 

де ( )jiji AA ψϕ= ,, , ( )jiji BB ψϕ= ,, , ( )jiji CC ψϕ= ,, , ( )jiji DD ψϕ= ,, , ( )jiji EE ψϕ= ,, , 

( )jiji FF ψϕ= ,, . 

Відповідний алгоритм наближення розв'язку цієї задачі будується аналогічно до п.1.1. 

При цьому відзначимо, що замість раніше утворених прямокутників в малому в області zG  

тепер фігуруватимуть відповідні паралелограми. 

 

2.2. Якщо ( )yxijij ,κ=κ , то, як і в п.1.2, обернена задача є суттєво нелінійною, а саме рівняння 

другого порядку для знаходження функцій ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  в дивергентній формі 
матимуть вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )









=







∂ψ
∂

κ
κ

−
∂ϕ
∂

κ∂ϕ
∂+








∂ϕ
∂

κ
κ

+
∂ψ
∂

κ
κκ−κκ

∂ψ
∂

=







∂ψ
∂

κ
κ

+
∂ϕ
∂

κ∂ϕ
∂+








∂ϕ
∂

κ
κ

−
∂ψ
∂

κ
κκ−κκ

∂ψ
∂

,0
,
,

,
1

,
,

,
,,,,

,0
,
,

,
1

,
,

,
,,,,

22

21

2222

12

22

12212211

11

12

1111

21

11

12212211

y
yx
yxy

yx
y

yx
yxy

yx
yxyxyxyx

x
yx
yxx

yx
x

yx
yxx

yx
yxyxyxyx

 

Формули (18) – (21), відповідно при цьому, запишуться так: 
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( ) ( ) (
) ( ) ( )

( ) ( ) (
) ( ) ( )

;,1=,,1=
,0

4
12

,0
4

12

,1,1,1,1,,1,11,1

1,11,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

,1,1,1,1,,1,11,1

1,11,1,1,1,,
2

,,
2

,1,1

njmi
yyEyyFyy

yyAyyByByy

xxCxxDxx
xxAxxBxBxx

jijijijijijijiji

jijijijijijijijijiji

jijijijijijijiji

jijijijijijijijijiji













=−+−γ+−−
−+γ++γ+γ+−+

=−+−γ+−−
−+γ++γ+γ+−+

−+−++−−+

−−+++−−+

−+−++−−+

−−+++−−+

 

( ) ( )
( ) ( )





==

==

++

++

;1+,0=,0,,0,
,1+,0=,0,,0,

0,0,41,1,2

,1,13,0,01
miyxfyxf
njyxfyxf

iinini

jmjmjj  

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

,01
22

,0,1
2

,0,1,0,0
2

1,0,0
2

1

,0,1,0,01,0,1,0,01

jjjjjjjyjjx

jjjjyjjjjx

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

Θ−−+−′+′=

=−′+−′−
 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

,13
22

,,1
2

,,1,1,1
2

3,1,1
2

3

,1,,1,13,1,,1,13

jmjmjmjmjmjmjmyjmjmx

jmjmjmjmyjmjmjmjmx

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

+++++++

++++++

Θ−−+−′+′=

=−′+−′−

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

1,2
22

1,,
2

1,,1,1,
2

21,1,
2

2

1,,1,1,21,,1,1,2

+++++++

++++++

Θ−−+−′+′=

=−′−−′

nininininininiyninix

ninininiyninininix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,cos1,,

,,

0,4
22

0,1,
2

0,1,0,0,
2

40,0,
2

4

0,1,0,0,40,1,0,0,4

iiiiiiiyiix

iiiiyiiiix

yyxxyxfyxf

xxyxfyyyxf
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( ) ( ) ( ) ( )jijijijijijijiji yxyxyxyx ,,2222,,2121,,1212,,1111 ,,,,,,, κ=κκ=κκ=κκ=κ . 

 
3. Чисельна реалізація методу. Зауважимо, що на даний час є деякі інші варіанти чисельної 
реалізації ідеї конформного та квазіконформного обернення конкретних типів крайових задач 
(див., напр., [7 – 13]). Так у роботах [7, 8] у випадку κ =1  кроки розбиття ∆ϕ  та ∆ψ  

задавалися однаковими, а у процесі розв'язку задачі уточнювались параметри m та n. 
Описані вище алгоритми чисельного розв'язання обернених нелінійних крайових задач на 

конформні та квазіконформні відображення реалізовані у вигляді пакетів програм для 
персональних комп'ютерів. 

На рисунках 2 – 5 подані результати таких розрахунків у випадку ( )κ ϕ ψx y, , , =1, 

ϕ ϕ ε∗
∗ −= = =0 1 10 8, , . У відповідних таблицях, окрім заданих параметрів розбиття  m × n  та 

шуканої витрати Q  фігурують необхідна кількість кроків ітерації kD, kM, kQ для виконання 

відповідних умов типу (10) – (11) та величина ∗ε , що характеризує похибку конформності. 

Зазначимо при цьому, що величина ∗ε  різко погіршується при наявності особливих точок на 
границі області, де порушується конформність (див.: рис.3 – точки A, B, C, D; рис.4 – точка C; 
рис.5 – точки A і B). На графіках справа зображені, відповідно, залежності стабілізації витрати, 
відношення діагоналей та максимальної похибки наближень граничних вузлів від кроку 
ітерації. 

Зауважимо, що аналогічні результати можна отримати, як розв'язуючи безпосередньо 
систему Коші-Рімана (відповідно рівняння Лапласа), так і розв'язуючи частковий випадок – 
задачу п.1, коли ( )κ ϕ ψ, =1  або ( )κ x y, =1, а також – задачу п.2 при 12211 =κ=κ , 

02112 =κ=κ . Тоді відповідне вiдображення є конформним (функції ( )ψϕ= ,xx  та ( )ψϕ= ,yy  

задовольнятимуть систему Коші-Рімана, а кожна з них – рівняння Лапласа). 
На рис.6,7 та рис.8,9 (відповідно до рис.2,4) зображені результати розрахунків при 

( )κ ϕ ψ ϕψx y, , , e=  та при ( ) 10e,,,
xy

yx =ψϕκ  / ( )κ ϕ ψx y xy, , , e=  відповідно. 
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№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 238 79 177 1.354236 4.4E-05 
2 17 × 17 551 179 368 1.356746 1.6E-05 
3 24 × 24 1006 296 577 1.357470 7.8E-06 

 

 
 
 

Рис.2. 
 
 
 
 
 

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 
 

№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 419 346 339 0.721580 1.2E-01 
2 17 × 17 892 626 606 0.742006 8.2E-02 
3 24 × 24 1768 1192 334 0.749643 5.8E-02 

 

 
 

Рис.3. 
 
 
 
 
 
 

 

( ) 1
63

22 22

1 −+
+

=
yxf ,  1

36

22

2 −+=
yxf , 

( ) 1
63

22 22

3 −+
−

=
yxf ,  1

36

22

4 −+=
yxf . 

( ) 52 3
1 −−−= xyf , 

xyf −−= 52 , 

( ) 38 3
3 −−−= xyf , 

xyf +−= 54 .  
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№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 341 118 194 1.164625 9.7E-03 
2 17 × 17 796 238 568 1.164265 1.3E-02 
3 24 × 24 1499 435 1051 1.164164 1.3E-02 

 
 

Рис.4. 
 
 

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 
 

№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 7 × 14 17194 182 15142 1.752219 2.8E-02 
2 12 × 24 20132 6120 11711 1.755933 6.4E-03 
3 16 × 32 16911 1012 530 1.755212 3.6E-03 

 
 

 
 
 
 

Рис.5. 
 
 
 
 
 

xf =1 ,  12
2 −−= xyf , 

13 −= xf ,  yf =4 . 

11,11 ≤≤−−= xyf , 
13,12 −<≤−−= xyf , 

( ) 0,91 22
3 >−−+= yyxf

, 31,14 ≤<−= xyf .  
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№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 281 267 267 2.453394 2.1E-03 
2 17 × 17 771 652 658 2.466361 1.0E-03 
3 24 × 24 906 696 757 2.470002 4.8E-04 

 

 
 

Рис.6. ( )κ ϕ ψ ϕψx y, , , e= . 
 
 

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 

№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 247 235 169 1.775070 1.8E-02 
2 17 × 17 633 592 443 1.800786 6.8E-03 
3 24 × 24 1180 1081 840 1.810148 2.9E-03 

 

 
 

Рис.7. ( )κ ϕ ψ ϕψx y, , , e= . 

 

 



Волинський математичний вісник, випуск 8, 2001 

 21 

 
№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 282 88 238 2.029356 1.5E-04 
2 17 × 17 653 238 572 2.032525 4.9E-04 
3 24 × 24 1241 447 1033 2.033442 5.0E-04 

 

 
 

Рис.8. ( ) 10e,,,
xy

yx =ψϕκ . 
 

––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 

№ m × n kM kQ kD Q ∗ε  
1 10 × 10 316 269 276 1.493329 4.0E-02 
2 17 × 17 839 618 642 1.501277 2.3E-02 
3 24 × 24 1570 1055 1195 1.503683 1.6E-02 

 

 
 

Рис.9. ( )κ ϕ ψx y xy, , , e= . 
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