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УДК 539.3 
 
Комбель С.М. 
 
НЕНАПРУЖЕНА ПОСАДКА ЖОРСТКОГО ДИСКА В ЕЛІПТИЧНИЙ ОТВІР НЕСКІНЧЕННОЇ 
ПЛАСТИНКИ 
 
Побудована система інтегрально-диференціальних рівнянь контактної задачі про взаємодію з тертям 
нескінченної пластинки з еліптичним отвором і жорсткого диска при наявності зон відставання. 
Наближений розв’язок задачі реалізовано методом колокації. 

 
Нехай в гладкий еліптичний отвір нескінченної ізотропної пластинки товщиною 2h вставлений 
без натягу жорсткий еліптичної диск. Під дією пари сил з моментом M0, яку прикладено в центрі 
диска, він повертається на деякий кут 0α , внаслідок чого на контурі отвору виникають зони 

контакту Γ1 і відставання Γ2. Задача осесиметрична, тому зона контакту визначається 
проміжками [ ] [ ]β+πα+π∪βα ,, , а зона відставання - [ ] [ ]α+πβ+π∪α+πβ 2,, , де βα,  – 
полярні кути граничних точок зони контакту. ЇЇ розв’язок полягає у визначенні величини зони 
контакту і знаходженні контактних зусиль в цій зоні.  

Систему прямокутних координат вибираємо так, як показано на рис.1. 

Рис.1. 
 

За допомогою функції [1] 

( ) 







ξ
ε+ξ=ξω=+= 0Riyxz   (1) 

реалізуємо конформне відображення зовнішності одиничного кола −S в площині λρ=ξ ie  на 
область, яку займає пластинка. Тут 0R  – характерний розмір отвору; ε  – ексцентриситет еліпса; 
( )λρ,  – полярна система координат в площині ξ . Для спрощення приймаємо 10 =R . 

Граничні умови для даної задачі при наявності в зоні контакту сил тертя, заданих 
законом Кулона, виберемо у вигляді рівності нормальних зміщень пластинки і диска на контурі 
Г1  

∂= n
пл
n uu ;  ρρλ = fTS ,  1Γ∈z ( )1γ∈λ ,  (2) 

де  f – коефіцієнт тертя; 1γ   – образ Γ1 при відображенні (1). Згідно з [2] 
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( ) ( )( ) ( )( )[ ]vuu пл
n λε++λε−

σω
= sin1cos1

'
1 .  (3) 

Компоненти вектора зміщення контура Γ в пластинці при заданому навантаженні 
визначаються співвідношеннями [3] 

( ) ( )( ) ( ) )~~(
2

12 212121 сісdttctgiffiiffivuEh ++−λ+
π

−+ν−=+ ∫
γ

.  (4) 

Тут 

( ) dteiSTiiff it∫
λ

ρλρ +=+
0

**
21 ,    ( ) ( )σω+=+ ρλρρλρ '** iSTiST ,   21

~~ cic +  – сталі.  (5) 

Враховуючи, що ( ) ( )λ−=λ+π uu , ( ) ( )λ−=λ+π vv  і властивості функцій 1f , 2f  (рис.2), 
 f(λ) 

α β π+α π+β 

λ 

f(π+λ)=f(β)-f(λ),  λ∈[α,β] 

 
Рис.2. 

з (4) одержимо  ( ) ( )( )β+βν−−=+ 2121 2
1~~ iffcic . 

Вираз для зміщення контурних точок диска ∂
nu  з врахуванням (1) обчислюється за 

формулою 

( ) ( )( )[ ]λαε+ε−−α
σω

=∂ 2sinsin211cos
'
1

0
2

0nu ,  (6) 

яка відрізняється від аналогічної в [1] наявністю в правій частині першого доданка. 
Функції 1f  і 2f  через їх похідні можна подати у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dttffdttfdttff ∫∫∫
λ

β

λ

β

β

α

′+β=′+′=λ 11111 , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dttffdttfdttff ∫∫∫
λ

β

λ

β

β

α

′+β=′+′=λ 22222 .  (7) 

Підставляючи (4) – (7) в граничні умови (2), одержимо систему двох сингулярних 
інтегрально-диференціальних рівнянь з логарифмічними ядрами для знаходження f1,  f2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ][ ,2sinsin211cos2

2
ln21

2
1sin1

2
ln21

2
1cos1

0
2

0

122

211

λαε+ε−−α=

=










 −λ′
π

−′ν−+′ν−
λε++

+










 −λ′
π

+′ν−+′ν−
λε−

∫∫∫

∫∫∫
β

α

λ

β

β

α

β

α

λ

β

β

α

Eh

dtttgtfdttfdttf

dtttgtfdttfdttf

 
(8)

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] 0cos1sin1sin1cos1 21 =λε−+λε+λ′+λε+−λε−λ′ ffff ,  [ ]βα∈λ , . 

Якщо розв’язки системи (8) будуть відомі, то шукані контактні зусилля Tρ і Sρλ 
визначаться за формулами [3] 
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( ) λ−
ρλ

∗
ρ ′+′−=+ iefifiiST 21

* ,  
22

**

β+α

β+α
= ρλρ

ρ
ST

T ,  
22

**

β+α

β−α
= ρρλ

ρλ
TS

S ,  (9) 

де ( )σω′=β+α i . Знаходження точного розв’язку системи (8) неможливе, тому будемо шукати 
його наближено, використовуючи для цього метод колокації Мультоппа-Каландія [4]. 

Зведемо систему (8) до стандартного вигляду з проміжком інтегрування [ ]1,1− . Це можна 
зробити заміною змінних 

222
0000 ab

x
ab

tg
+

+
−

=λ ;     
222

0000 ab
s

abttg
+

+
−

= ;     
20
α= tga ;   

20
β= tgb . 

Ввівши позначення ( )
( ) ( )





















 +
+

−
+

′−
=Φ

2
0000

00

22
12

ab
s

ab

sfab
s j

j , 2,1=j , систему (8) запише-

мо у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )[ ],2sinsin211cos2

,ln4ln412

1sin1,ln4

ln4121cos1

0
2

0

1

1
1

1

1
1

1
2

1

1
2

1

1
2

1

1
2

1
1

1

1
1

λαε+ε−−α=

=





Φ

π
−−Φ

π
−Φν−+






+Φν−λε++






Φ

π
+






+−Φ

π
+Φν−+Φν−λε−

∫∫∫

∫∫

∫∫∫

−−

−−

−−

Eh

dssxLsdssxsdss

dssdssxLs

dssxsdssdss

x

x

 

(10)

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] 0cos1sin1sin1cos1 21 =λε−+λε+λΦ+λε+−λε−λΦ ff , 

[ ]βα∈λ , , [ ]1,1−∈x , 

де ( )







 +
+

−







 +
+

−
+

−

=

2222
1

2,
00000000

00

ab
s

abab
x

ab

ab

sxL . 

 
Величину моменту М0, який забезпечує поворот диска на кут α0, знаходимо з умови  його 

рівноваги  [2] 

( ) ( ) ( )[ ] 












+ε+−= ∫∫

β

α
ρλρ

β

α
ρλ dtttSttTdttSM 2cos2sin2 ***

0 . (11) 

Поклавши ϕ=coss , θ=cosx , [ ]π∈θϕ ,0, , одержимо для інтегралів із (10) 

( ) ( )∫∫
π

−
ϕϕϕΦ=Φ

0

1

1
sin ddss jj ,  ( ) ( )∫∫

θ

−
ϕϕϕΦ−=Φ

01
sin ddss j

x

j , 

( ) ( )∫∫
π

−
ϕϕϕ−θϕΦ=−Φ

0

1

1
sincoscoslnln ddssxs jj ,  (12) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ϕϕϕθϕΦ=Φ ∫∫
π

− 0

1

1
sincos,cosln,ln dLdssxLs jj ,  2,1=j . 

Оскільки при наближенні до границь зони контакту контактні зусилля ρT  зменшуються 

до нуля, тому розв’язок системи (10), обмежений на кінцях, шукатимемо у вигляді [4, 5]: 

( ) ϕ











ϕϕ+=Φ ∑ ∑

=

−

=
sincoscos211

1

1

1

M

n

M

m
n

j
nj mmAMs ,  (13) 

де   M  – число точок колокації,  π−=ϕ M
n

n 2
12 ,  ϕ=coss ,   j=1,2.  

Використовуючи формули [4, 5] 

∫
π







≥θ−

=−
=ϕθ−ϕϕ

π 0
,1,cos

0,2ln
coscoslncos1

mm
m

m
dm  

( ) ( )∫ ∑
− =

ϕϕπ=−
1

1 1

22 sincos1
M

n
nnfMdxxxf , 

запишемо квадратурні формули для особливих і регулярних інтегралів (12) 

( )∫ ∑
− =

ϕπ=Φ
1

1 1

2sin
M

n
n

j
j n

AMdss , 

( ) ( ) ( )∑∫
=−

ϕϕθπ=Φ
M

n
nn

j
j LA

M
dssxLs

n1

2
1

1
sincos,cosln,ln , 

( ) ( )
( )∫ ∑ ∑

− =

−

= 
















 −

+
θ+

−θϕ+θ−θ−=Φ
x M

n

M

m
n

j
j Dm

m
m
mmAMdss

n1 1

1

1 22
2sinsincos

4
2sin

2
1 ,  (14) 

( ) ( )
( ) 











 +

+
θ+

+θ−ϕ
 +θ+−π−=−Φ ∑∫ ∑

−

=− =

1

1

1

1 1 22
2coscoscos

4
2cos

2
2lnln

M

m
n

M

n

j
j Pm

m
m
mmAMdssxs

n
, 

де     

( )
( ) 


























>
−

θ−

=

=θ

=

2,
22
2cos

2,
2
2ln

1,
2

cos

mm
m

m

m

P ,    ( )
( ) 
















≠
−

θ−

=θ

=
2,

22
2sin

2,
2

mm
m

m
D ,    j=1,2. 

Підставляючи (14) у систему рівнянь (10) і надаючи θ  послідовно значень nϕϕ ,...,1 , а 
λ  відповідно nλλ ,...,1 , одержимо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення 

сталих j
nA . Контактні зусилля ρT  і ρλS  визначаються за формулами (9).  

Для малих кутів повороту у співвідношенні (6) можна знехтувати першим доданком, як 
це зроблено в [1]. Результати розрахунку контактних зусиль при наявності цього доданку і без 
нього практично співпадають. Відмінність проявляється лиш на торцях зони контакту, де 
напруження малі. Це дозволяє встановити лінійну залежність між кутом повороту α0 і моментом  
М0. 

В таблиці 1 наведені результати чисельного розрахунку зони контакту (α, β), кута 
повороту диска α0, максимального контактного напруження EhT 2ρ  і кута ϕ*, який відповідає 
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цьому значенню, в полярній системі координат. Обчислення проводились при 10 =M , 3.0=ν , 

72=M . 
Таблиця 1 

 f α β EhT 2max
ρ

 ϕ* 
02 αEh  

ε
=0

.4
 0 3.243 55.860 -1.136 8.901 1.330 

0.2 2.331 51.915 -0.964 7.544 1.048 

0.4 1.415 48.533 -0.844 6.511 0.869 

ε
=0

.2
 0 6.599 69.250 -1.824 21.993 5.318 

0.2 5.061 66.005 -1.195 19.512 3.379 

0.4 3.515 63.058 -0.898 17.141 2.494 

 
На рисунку 3 зображено розподіл нормальних зусиль EhT 2ρ  в зоні контакту отвору з 

диском для ε=0.2. Суцільні лінії побудовані для 0=f  (тертя відсутнє), штрихпунктирні – для 
2.0=f , штрихові – для 4.0=f . 

Оцінка збіжності запропонованого методу здійснювалась порівнянням результатів 
чисельного розрахунку для різних значень М. Встановлено, що починаючи з М=48 результати 
практично співпадають. 

Аналіз одержаних результатів дає змогу зробити такі висновки: 
• із збільшенням ексцентриситету еліпса, як зона контакту, так і найбільші контактні зусилля 

зміщуються в сторону зон з більшою кривизною;  
• збільшення сил тертя приводить до зменшення контактних зусиль і зміщення зони контакту в 

бік, протилежний до напрямку дії моменту 0M . 
 

 
Рис.3.  
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