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УДК 518:517.944/947 
 
Кузьменко А.П., Кузьменко В.М. 
 
МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦІЇ ТА РОЗПАРАЛЕЛЮВАННЯ РОЗВ'ЯЗКУ ОДНОГО КЛАСУ 
ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ФІЛЬТРАЦІЇ 
 
Запропонована нова методика розрахунку фільтраційних полів у неоднорідному середовищі. В основу  
покладена ідея зниження розмірності математичної моделі об’єкту шляхом декомпозиції вихідної 
задачі на рекурентну послідовність задач, розв'язки яких без труднощів знаходяться з використанням  
чисельних методів скінченних елементів та Р-перетворень. Формулюється алгоритм «паралельної» 
комп'ютерної реалізації обчислень. Заявлені його переваги при розв'язуванні відповідного класу крайових 
задач в математичних моделях екологічних систем. 
 
Надзвичайна складність екологічних та відповідних технологічних задач призводить до 
необхідності використання математичного моделювання в якості основного методу 
дослідження. Крім проблем інформаційного забезпечення, такі задачі характеризуються, 
зокрема, великою розмірністю. Тому доречними є розробки підходів, які б забезпечували 
зниження розмірності моделі. 

В даній роботі розроблена відповідна вказаній ідеї зниження розмірності методика, яка 
може бути основою науково обгрунтованих розрахунків, необхідних при проектуванні 
важливих в екосистемах очисних та захисних гідроспоруд, гідрохімічного режиму грунтів та 
грунтових вод, тощо. Основні засади методики викладемо на прикладі розрахунку 
фільтраційного поля в неоднорідному середовищі. 

Як правило, в природніх умовах фільтраційний потік здійснюється в середовищі, що є 
неоднорідним, зокрема, по вертикалі. При моделюванні фільтраційних процесів прошарки із 
близькими значеннями коефіцієнта фільтрації зводяться до розрахунковoго прoшарку з 
осередненим коефіцієнтом фільтрації. В результаті весь водоносний пласт моделюється 
областю фільтрації з шаруватою структурою. 

 
1.Напірна фільтрація. Розглянемо приклад плоскої напірної фільтрації води в 
багатошаруватому пласті скінченної потужності, що моделюється наступною крайовою 

задачею: в області  ( ) ( ) ( ){ }Ω = ∈ −∞ +∞ ∈x y x y a b, , , ,  знайти функцію напору ( )u x y,  як 
розв’язок рівняння 

),,()),( ),(( yxfyxugradyxdiv =κ  ,),( Ω∈yx      (1) 
який на межі Ω∂  задовольняє крайовим умовам   

( ] [ );,0,   ),()0,( +∞∞−∈ϕ= axxxu   (2) 
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by
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Нехай, при цьому:  
( ) ( )κ κx y п и x y G y b b i ni i i, , р , , ( , ), , ;= ∈ ∈ =−1 1      (4) 

( ) .,1  ,  ,...0 i10 niiconstbbbb n ===<<<= κ  

На лініях розриву ( )κ x y,  покладемо  

[ ] ,0  ,0 =







∂
∂

κ=
y
uu         (5) 

де [ ]⋅  означає стрибок функції: [ ] ( ) ( )0,0, −ξ−+ξ=ξ= xuxuu y . 



Волинський математичний вісник, випуск 8, 2001 

 72 

Вважаємо, що напір ( )xϕ  та інтенсивність джерел ( )f x y,  – задані функції, для яких 
існує єдиний розв’язок крайової задачі (1) – (5) [1]. 

Застосовуючи методику, викладену в [2], будемо шукати розв’язок ( )u x y,  у вигляді 
ряду 

( ) ( )( )∑
∞

=
=

0
,,

k

s
k yxuyxu , (6) 

де is =  при ),( 1 ii bby −∈ ,  i n=1, .  Згідно з [5] для визначення ( )( )yxu s
k ,  отримуємо 

рекурентну послідовність відповідних крайових задач ( )sk,  
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розв’язки яких легко отримати методом Р-трансформацій [2, 3]. Тут ∆  – оператор Лапласа, 
∞= ,0k . 

 

2.Безнапірна фільтрація. Розглянемо випадок стаціонарної плоскої фільтрації води через 

неоднорідне пористе середо-
вище земляної греблі, що 
зведена на проникній шаруватій 
основі скінченної потужності зі 
шпунтом АМ (рис.1). 

Для визначення основних 
характеристик відповідного 
фільтраційного потоку 
достатньо знайти функцію 
напору ),( yxu  як розв’язок 

рівняння  
,0)),(),(( =κ yxugradyxdiv  ( , ) ,x y G∈  (7) 

при: 

1Нu EAB = , 0)(  ,0 =+=
∂
∂

BCL
BС

yuu
ν

, (8) 

2Hu LDF = ,   ,0=
∂
∂

′′FE

u
ν

   ,0=
∂
∂

AMx
u

 (9) 
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,0,),(),,(
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1
0

nibbyGyx
yGyxyxyx

iii
  (10) 

[ ] ,0== ibyu  0=







∂
∂

κ
= ibyy

u
, 1,0 −= ni ,  (11) 

де G  – область фільтрації, ),( yxκ  – коефіцієнт фільтрації в точці ,),( Gyx ∈ 21,HH  – рівні 

напору у верхньому і нижньому б’єфах, ν  – одиничний вектор внутрішньої нормалі до межі 

області, n  – число розривів коефіцієнта ),( yxκ , 0sM by =  – ордината точки M, ns <0 , 

( ) niiconstbbbb in ,1  ,  ,...0 10 ==κ=<<<= . 

Зауважимо, що для області G  невідомим є положення кривої депресії BC  і його 
необхідно знайти при розв’язуванні задачі (7) – (11), яка має єдиний класичний розв’язок [1]. 

Нехай крива BC  визначена, наприклад, рівнянням [ ]axxgy ,0),( ∈= , де неперервна 

фінітна функція 0)( ≤xg для [ ]ax ,0∈  . 

Розв’язок ( )yxu , , як і вище, шукаємо у вигляді ряду (6), де 0=s  при 

( ) isbyxg =≤≤  ,0  при ii byb ≤<−1 , .,1 ni =  Аналогічно, для визначення ( ) ( )( )yxuu s
k

s
k ,=  

отримуємо рекурентну послідовність крайових задач 
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Тут ( ) ( ){ }0,,,0 ≤∈= yGyxyxG . 

Для розв’язування задач ( ) ( ),...2,1,0 ,0, =kk  застосуємо метод скінченних елементів [4]. 
З цією метою перейдемо до еквівалентної варіаційної задачі, яка полягає у наступному. 

Потрібно знайти функцію ( ) ( ) Hyxuk ∈,0 , яка забезпечує мінімум функціоналу енергії 

 ( ) ( )
( )

( ) ,,, 2

0

dxdyyxugradyxuF
G
∫∫κ=  

де H  – множина функцій на 0G , які мають узагальнені перші похідні і задовольняють заданим 

крайовим умовам першого роду. При знаходженні наближеного розв’язку задач ( )0,k  

здійснюємо триангуляцію області 0G  (розбиваємо на трикутники). В якості базису 

відповідного H  скінченномірного простору NH  ( N  – число вузлів триангуляції області 0G ) 

виберемо поліноми першого степеня (лінійні на кожному трикутнику розбиття області 0G ). 
В результаті реалізації стандартної методики МСЕ [7] спочатку одержимо наближені 

значення ( )( )yxu ,0
0  у вузлах триангуляції області 0G . Тепер розв’язок задач ( ) ( )nss ,1,0 =  

знайдемо у вигляді формул Р-трансформацій [2, 3]. Розв’язки наступних задач 

),0,,1(),( nsksk =∞=  знаходимо відповідно методами МСЕ та Р-трансформацій паралельно 
за схемою , наведеною в [5]. 

Збіжність ряду (6) забезпечується при відповідному виборі релаксаційних параметрів 
( )1,0 −=α nss  [6]. 

Знаходження кривої )(xgy = , ),( bax∈  здійснюється методом ітерацій наступним 

чином. Спочатку криву BC  задаємо наближено, наприклад, прямою )0(BC  (рис.1). При 

цьому, одержуємо наближення )0(G  області G . Проміжок височування CL замінюється 

наближенням – відрізком LC )0( . В )0(G  за викладеною вище схемою розв’язується задача (7) 

– (11) без умови ( ) 0)0( =+ BCyu . В результаті у вузлових точках області )0(G  отримуємо 

значення ),()0( yxu -наближення ),( yxu . Якщо у вузлових точках на межі )0(BC  

ε>+ yyxu ),()0( , (12) 

то в якості наступного наближення BC  вибирається ламана )1(BC , вершинами якої є точки 

)),(;( )0(
iii yxux , де ),( ii yx -вузли триангуаляції на межі )0(BC . Критерієм зупинки 

ітераційного процесу є нерівність (12) для достатньо малого значення ε >0. Збіжність )(mBC  
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до BC при ∞→m  у відповідному визначенні доведена в [7]. При цьому можливі певні 
модифікації способу визначення проміжку височування CL [8]. 
 
Підсумовуючи, зауважимо наступні переваги запропованої методики. 

Процес розв’язування задачі “розпаралелюється”, що є актуальним заходом в 
організації ефективного математичного забезпечення розрахунку на ЕОМ задач масопереносу в 
суцільному середовищі. Методика забезпечує розв’язок розглянутої задачі для достатньо 
складних за конфігурацією областей при значній кількості ліній розриву коефіцієнта ( )yx,κ , 

що природньо для задач підземної гідромеханіки. Явний вид наближеного розв’язку, що 
забезпечують задіяні тут методи Р-трансформацій і скінченних елементів, дозволяє 
здійснювати вибірковість рахунку в наперед вибраній множині вузлів. Цей факт важливий з 
огляду на звичні диспропорції у розмірах області фільтрації. Нарешті, такий комбінований 
підхід дозволяє уникнути проблеми розв’язування нестійких за своєю природою систем 
лінійних алгебраїчних рівнянь, що появились би, при розв’язуванні вихідної задачі, наприклад, 
методом скінченних різниць [9]. Методика достатньо зручна для комп’ютерної реалізації. 

Зауважимо, що викладені тут алгоритми чисельного розрахунку задач фільтрації без 
складнощів можуть бути адаптовані до ряду інших складних випадків конфігурації області та 
зміни коефіцієнта фільтрації, а також на випадок трьохмірної фільтрації. 

Відмітимо, що декомпозицію вихідної задачі, подібно до вище викладеного алгоритму, 
можна достатньо ефективно здійснити на основі альтернуючого методу Шварца [10, 11]. 

Очевидно, що запропоновані тут підходи з успіхом можуть бути поширені на відповідні 
випадки нестаціонарної фільтрації в неднорідних складної конфігурації областях [12]. 

Таким чином, ідея декомпозиції у викладеному вище варіанті реалізації має ряд 
переваг, забезпечує зниження розмірності вихідної задачі і може з успіхом використовуватись 
для розрахунку, зокрема, фільтраційного фону, що є основою в задачах дослідження 
гідрологічних процесів у природніх та створених цивілізацією екологічних системах. 
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