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УДК 539.4 
 
Кундрат М.М. 
 
ГРАНИЧНА РІВНОВАГА КОМПОЗИЦІЇ З ВКЛЮЧЕННЯМ ПРИ ДІЇ ЗОСЕРЕДЖНИХ 
СИЛ 
 
Запропоновано модельну пост ановку, в рамках якої вивчаєт ься вплив зосередж ених сил на напруж ено-
деформований ст ан, граничну рівновагу т а руйнування в композиції з ж орст ким скінченної міцност і на 
розрив  лінійним включенням. 

 
1. Постановка задачі та її розв'язок. Тонка необмежена пластина в умовах плоскої задачі з 
жорстким лінійним включенням вздовж відрізка (–а, а) симетричного відносно осі ординат 
розтягується паралельно лінії включення двома зосе-
редженими силами величини Q, прикладеними в точ-
ках x=±h, y=0 (рис. 1а). Матеріал пластини та кон-
тактного прошарку матриця-включення приймаємо 
приблизно рівноміцними.  

Внаслідок концентрації напружень біля кінців 
включення та точок прикладання сил виникатимуть 
зони пластичних деформацій. Дослідимо розвиток 
зон пластичності в околах кінців включення, нехтую-
чи для простоти впливом на їх розвиток пластичних 
зон біля точок прикладання сил, що допустимо при 
достатній віддаленості останніх від кінців включення. 
Для аналітичного вивчення розвитку зон пластич-
ності використовуємо метод приведення задачі про 
пружнопластичну рівновагу тіла до задачі про пруж-
ну рівновагу з розривними переміщеннями на лініях 
пластичних смуг в околах вершин включення.  

Приймаємо, що зародженню зон пластичності 
передує розвиток зон розпушення в 

{ }L b x a y1 0= ≤ < =,   , дотичні напруження в яких 
розподіляються за законом (рис.1b) 

( )τ τxy s
x b
a b

x y b x a x L+ ∗= −
−
−









 = ≤ < ∈1 0 1sign    ( ), , .   (1) 

Після досягнення довжиною зони розпушення деякого граничного значення, яке визначається 
структурою матеріалу, настає пластичне деформування в області { }L c x b y2 0= ≤ < =,   . 
При цьому дотичні напруження розподіляються за законом (рис. 1с) 

( )τ τ τxy xy s x y x b x L+ − ∗= − = = ≤ < ∈sign   c  ( ), ,0 2 .     (2) 

На відрізку | | <x c  включення ідеально зв’язане з матрицею  

u y x c x L± ±= = = | | < ∈υ 0 0, , , ( ' )   .   (3) 
Тут і дальше σxx , σyy , τxy  – компоненти тензора напружень; u, υ – компоненти вектора пе-
реміщення відповідно по осях Ox та Oy; (b-с) – довжина зони пластичності; (a-b) – довжина 
зони розпушення; τs

∗  – границя напружень зсуву контактного прошарку матриця-включення, а 

при моделюванні пластичних деформацій біля вершини включення τ τs T
∗ ∗= ; знаки “+” та “–” 

відповідають граничним значенням на дійсній осі відповідно із верхньої (y>0) та нижньої (y<0) 

2a

Q x Q
y

2h

 
Рис. 1а. 

2a

Q x Q
y

2b h-h

 
Рис. 1b. 



Волинський математичний вісник, випуск 8, 2001 

 79 

півплощин; ( )sign x
x
x
x

=
>
=

− <







1 0
0 0
1 0

,
,
,

  
  
  

. Зону розпушення 

(a–b) приймаємо достатньо малою порівняно із зо-
ною пластичності (b–c) та розмірами включення 2a 
так, щоб вона лише починала впливати на напруже-
но-деформований стан в тілі. Її довжина a–b=ρ 
визначається структурним параметром матеріалу 
контактного прошарку, що виражає сумарний вплив 
неоднорідності структури на напружено-
деформований стан в тілі. 

Розв'язок задачі (1) – (3) визначаємо як су-
перпозицію розв'язків двох [1]:  

( )σ σx y z+ = 4 ReΦ ,  ( ) ( ) ( ) ( )σ τy xyi z z z z z− = + + − ′Φ Ω Φ ,     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2G u i z z z z z′ + ′ = − − − ′υ χΦ Ω Φ , 

( ) ( ) ( )Φ Φ Φz z z= + ∗0 ,       ( ) ( ) ( )Ω Ω Ωz z z= + ∗0 ,    (4) 
де індексом “нуль” позначені складові, що дають розв'язок задачі для суцільної пластини при її 
розтягу зосередженими силами, а “зірочкою” – розв'язок, що враховує розрив переміщень на 
лініях розпушення та пластичності. Розв'язок першої задачі відомий [1] і встановлюється фор-
мулами: 

( ) ( )
Φ0 2 21

1z Qh
z h

= −
+

⋅
−π χ

,       ( ) ( )
Ω0 2 21

1z Qh
z h

=
+

⋅
−

χ
π χ

,  (5) 

де z=x+ iy – координати точок, в яких визначається напружено-деформований стан; 
( ) ( )χ µ µ= − +3 1 ; µ – коефіцієнт Пуассона матеріалу матриці. 

Розв’язок другої задачі після задоволення крайових умов (1) – (3) приводиться до задачі 
лінійного спряження з кусково-неперервними коефіцієнтами для функції ( )Φ∗ z : 

( ) ( ) ( )Φ Φ∗
+

∗
−− =x g x f x ,      (6) 

де  g x
x L= − ∈ ′
∈ +





1
2

,   L          
1,   L1

,   ( ) ( )f x f x x= = − ∈ ′0 02Φ ,  L , ( )f x f i x x Ls= = ∈2 2
2

1
τ

χ

*

+
sign  ( ), , 

( )f x f
i a x

a b
x x Ls=

−
−

∈1 1
2

1
= -

+
sign( ),  

τ
χ

, ( )Φ0 x  визначена формулою (5).  

Розв'язок однорідної  задачі спряження (6), коли ( )f x = 0 , вибираємо у вигляді 

( )Χ z z c= −1 2 2 . Тоді загальний розв'язок неоднорідної задачі спряження (6) буде наступ-
ним 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )( )Φ
Χ

Χ Χ Χ
Χ∗ + + +

′

=
−

+
−

+
−












+ +∫∫∫z

z
i

f t dt

t t z

f t dt

t t z

f t dt

t t z
z c c z

LLL2
0 1 2

1 2
21

π
, 

де c1, c2 – дійсні числа. Після інтегрування, виконання умов на нескінченності та спрощення 
отримуємо, що 

 
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

Φ

Γ Γ Γ Γ

∗

∗

=
+

⋅
−

−
−

−














+

−
+

+
+ −

− + −

z Qh
z h

z
h

h c

z c

zB

z c

a b
b z b c a z a c z z a c z a cs

π χ

τ
π χ

1
1 1

1

2 2

2 2

2 2
1

2 2

1 1 2 2             , , , , , , , ,

, (7) 

2a

Q x Q
y

2c
2b

h-h

 
 

Рис. 1c. 
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де 
( ) ( )Β1 1

2
1

=
+ −

∗τ
π χ

s
a b

f a b c
( )

, , , f a c b c b b b c
c

a a a c
c1

2 2 2 2
2 2 2 2

= − − − +
+ −

−
+ −ln ln ,   

( )Γ1 ( , , ) lnz α β ξ ξ= − + ,   ξ α β α β± = − ± −z z2 2 2 2 ,  

( )Γ2 ( , , ) lnz α β η η= − + ,  η α β β± = − ± −2 2 2 2z . 

Враховуючи, що розв’язком поставленої задачі є суперпозиція розв’язків (5), (7), згідно 
з формулами (4) отримаємо вирази для функцій напружень 

( ) ( )
Φ z B z Qz h c

z h z c
= −

+
−

−













 −

+1

2 2

2 2 2 21
1

π χ
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]   +
+ 1

sτ
π χ

∗

−
− + + −

a b
a z a c b z b c z z a c z b cΓ Γ Γ Γ1 1 2 2, , , , , , , , , (8) 

( ) ( )Ω z z= −χΦ . 
Формули (4), (8)  дозволяють встановити напружено-деформований стан пластини та всебічно 
проаналізувати задачу. При попередніх перетвореннях використано наступні значення інте-
гралів: 

( )
( ) ( )( )t dt

t c t z
z a c b z z z c z b c z a c

L

⋅

− −
= − − −



 + − −∫ 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1

2 Γ Γ, , , , , 

( )
( )

( )sign t dt

t c t z
z b b c

c
z c z b c

L

⋅

− −
= ⋅

+ −
− − ⋅∫ 2 2

2 2
2 2

1
2

2 ln , ,Γ  , 

( )
( )

( ) ( )( )sign t dt

t c t z
z a a c

b b c
z c z a c z b c

L

⋅

− −
= ⋅

+ −

+ −
+ − ⋅ −∫ 2 2

2 2

2 2
2 2

1 1
1

2 ln , , , ,Γ Γ , 

t c dt
t z

z c z
L

2 2
2 2−

−
= − −

′
∫ .  

Поведінка функцій Γ1, Γ2 на нескінченності визначається співвідношеннями 

( )lim , , ln
z

z a c a a c
c

O
z→∞

= −
+ −

+ 




Γ1

2 2
2 1

, 

( )lim , ,
z

z a c a c
z

O
z→∞

= − − ⋅ +






Γ2

2 2
22 1 1

. 

 
2. Довжина пластичних смуг та переміщення в них. Задовольняючи в розв’язку (8) умові 
неперервності напружень в околах вершин пластичних смуг ( )τ τxy sx,0 → ∗   при x c→ - 0  от-
римаємо рівняння для визначення їх довжини 

( ) ( )Q h c
a b

f a b c
s2

0
2 2

1
τ∗

−
−

= +  , , , (9) 

розв’язок якого подано на рис. 2 лініями 1, 2, 3 для безрозмірної довжини смуг εс=(a-b)/a. Лінія 
1 відповідає відстані до точок прикладання сил r =h/a =1,5, для лінії 2 – r =2, для лінії 3 – r=5. 
Суттєвим тут є незалежність довжини пластичних смуг від пружних коефіцієнтів матеріалу 
матриці на відміну від такої ж задачі з однорідним напруженим станом на нескінченності.  
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У випадку ρ=0 (смуги розпушення відсутні)  рівняння (9) спрощується до вигляду 

Q h c a a c
cs2

02 2
2 2

τ∗
− −

+ −
=ln  .  (10) 

При малих εc<<1, використовуючи розвинення в ряд Тейлора та зберігаючи перші доданки, 
знаходимо, що 

ε
τ

c
s

Q
a r

=
−

∗2 2
1

12
 або   

( )
a c Q a

h a
s

− =
−∗

2

2 2 2
8 τ

.  (11) 

Довжина смуг пропорційна квадрату прикладе-
них сил та обернено пропорційна різниці квад-
ратів відстані до точок їх прикладання та верши-
ни включення. Лінія 4 при r=h/a =1,5, лінія 5 при 
r = 2 та лінія 6 при r = 5 на рис. 2 відповідають 
розрахункам за наближеною формулою (11), яка 
для значної частини навантаження може бути 
використана при обчисленні довжини смуг. Рівняння (9) описує довжину смуг пластичності та 

розпушення в залежності від Q a hs, , ,   τ∗ . Для подальшого використання подамо його у ви-
гляді, що відображає залежність довжини смуг від навантаження, відстані до точок прикладан-

ня сил та величини τs
∗ : 

( )c Q h as= ⋅∗ϕ τ, , .       (12) 

Тангенціальні переміщення в смугах пластичності та розпушення (нормальні пе-
реміщення за умовою задачі дорівнюють нулю) згідно формул (4): 

 ( ) ( ) ( )G u i x i xy′ + ′ = + ++ + +υ χΦ χτ χ 1 . 

Звідси ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )G u i
a b

a x a c b x b c x x a c x b c′ + ′ =
−

− + + −





+
∗

+ + + +υ
χτ

π χ
s

+1
Γ Γ Γ Γ1 1 2 2, , , , , , , , . 

Після інтегрування та перетворень знаходимо, що при с x a≤ ≤ : 
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, , , ,

, , , , . (13) 

Найбільші переміщення досягаються в околах вершин включення (x=±a) 

( ) ( )( ) ( )u a
G a b

f a bs=
+ −

∗χτ
π χ

ϕ
1 2 , , , (14) 

де ( )( ) ( )f a b a a b
b a b a
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Рис. 2. 
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( )− +
− − −

− + −
05

1

1

2 2
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2 2 2 2
. lna b

a b a

a b a

ϕ ϕ

ϕ ϕ
, 

( )ϕ τQ hs, ,∗  визначається співвідношення-

ми (9), (12). 
Величину максимальних переміщень в 

околах вершин включення знаходимо із 
розв’язку системи рівнянь (9), (14). Їх значен-
ня в залежності від навантаження  подано на 
рис. 3. Для лінії 1 параметр r=h/a =1,5, для 
лінії 2 – r =2, для лінії 3 – r =5, для всіх χ=2,2. 
В першому наближенні для оцінки розривів 
переміщень можна скористатися формулою, 
отриманою із розвинення в ряд Тейлора по ε у виразі (14) та формули (11) 

( )
( )

u a Q
G a rs

=
+ −∗

χ

π χ τ

2

24 1
1

1
,     (15) 

розрахунки по якій відповідають на рис. 3 лініям 4, 5 та 6 при тих же відстанях до точок при-
кладання сил. 
 
3. Контактні напруження. Значення контактних напружень вздовж межі включення-матриця 
визначаються  формулами (для правої половини включення): 
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  τ τxy s x+ ∗= sign( ) ; 
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  ( ) ( )τ τxy s a x a b x+ ∗= − − sign( ) . 

Розподіл дотичних напружень по довжині правої половини включення 0≤ x ≤a (ліва половина 
симетрична правій) подано на рис. 4. Для лінії 1 навантаження Q =0,5τ s

∗ , для лінії 2 - Q =0,8 τ s
∗ , 
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Рис. 3. 
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для обох – r=h/a=2. Якісний характер розподілу 
напружень узгоджується з експериментальними да-
ними [2]. В композиції з пластичною матрицею до-
тичні напруження на поверхні розділу збільшуюють-
ся до значень, при яких в матриці чи вздовж поверхні 
розділу біля вершини включення виникає пластична 
деформація. Після того, як на деякому відрізку вклю-
ченню буде передана більша частина навантаження, 
вони швидко зменшуються. 
 
4. Осьові зусилля. Приймаємо, що включення хоч і 
жорстке, але має кінцеву міцність на розрив Ppr. Дотичні напруження на поверхні включення 
створюють в його поперечному перерізі розриваючі осьові зусилля Р(x), які розподіляються по 
довжині включення за законом 
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,

x)=
2τ

π

π

s
a b

b x c x

b c
a x c x

a c

x b x b c

b c x
a x a c

a c x
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2

0 5 2

arctg arctg

arctg arctg  (17) 

якщо 0≤ |x| ≤ с і  

( )P x s a b xs( ) = + −∗τ 2  при с≤ | x| ≤ b, ( ) ( )P x s a x a bs( ) = − −∗τ 2  при b≤ | x| ≤ a. 
При цьому передачу зусиль через торець включення не враховуємо. Розподіл розриваючих ось-
ових зусиль за формулою (17) по довжині включення приведено на рис. 5 для його правої поло-

вини. Навантаження Q s= ∗0 5, τ  відповідає лінії 1 та 

Q s= ∗0 8, τ  – лінії 2, для обох – r=h/a =2. Слід 
відмітити існування області на середині включення, 
де величина осьових зусиль змінюється незначно. 
Наприклад, якщо допустити відносну різницю між 
найбільшим та найменшим значенням осьових 
зусиль у 5%, то така область складає не менше тре-
тини від довжини включення. Це свідчить про мож-
ливість в реальних композиціях одночасного розриву 
включення на декілька (більше двох) складових. 

Максимальне значення розриваючих осьових 
зусиль досягається на середині включення 

( ) ( ) ( )P
a b

f a bs0
2

3=
−

∗τ
π

ϕ, , , (18)  

де f b a b a a a b a a3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1= −



 − −



 + − − −



arctg arctg 1ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ + 

( )( )+ − + −0 5 2, π ϕa b a b a . 
Залежність максимальних розриваючих зусиль P(0) від навантаження на підставі системи 
рівнянь (18), (9) подано на рис. 6. Для лінії 1 параметр r=h/a =1,5, для лінії 2 – r=2, для лінії 3 – 
r =5. 
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5. Гранична рівновага та руйнування. Розгляне-
мо два найбільш вірогідних варіанти розвитку руй-
нування в композиції. Перший – в смугах пластич-
ності та розпушення відбувається переміщення то-
чок матриці відносно включення. При досягненні 
переміщеннями певної межі, яка є характеристикою 
композиції, відбувається втрата зв’язку між вклю-
ченням та матрицею, тобто виникає тріщина ков-
зання. Другий – дотичні напруженя на поверхні 
матриця-включення створюють в поперечному пе-
рерізі включення осьові зусилля, спрямовані на 
його розрив. При досягненні розриваючими осьо-
вими зусиллями межі міцності включення воно ро-
зірветься. 

Розглянемо спочатку можливість відшарування включення, посилаючись на дефор-
маційний критерій, тобто для відшарування необхідне досягнення розривами переміщень пев-
ного граничного значення: 

( )u a С= δ2 ,           (19) 

де δ2С  – стала характеристика, що визначається із експерименту. Значення граничного 
навантаження Q=Q*, що відповідає зародженню біля кінців включення тріщин попе-
речного зсуву в залежності від параметра δ2С знаходим із розв’язку системи рівнянь  

( )
( )

Q h c
f a b c

a bs

∗

∗
−

−2
2 2 1

τ
=

, ,
,    

( )
( )G f a b c
a b

C

s

δ

τ

χ
π χ

2 2

2

2
1∗

=
+ −

, ,
.  (20) 

На рис. 7 подано її розв’язок, для лінії 1 параметр r=h/a =1,5, для лінії 2 – r =2. В першому наб-
лиженні 

( )Q r
G aС s∗

∗

= −
+

2 1
12 2π χ δ τ

χ
.  (21) 

Отримані співвідношення можна використати в експериментальній механіці руйнуван-
ня. При відомій довжині пластичних смуг, граничному навантаженні можна оцінити величину 
розривів переміщень δ2С  та енергію руйнування для 
конкретних композицій. 

Розглянемо тепер можливість розриву вклю-
чення. Найбільше значення осьових зусиль визна-
чається за формулою (18). Із збільшенням наванта-
ження та розвитком смуг пластичності осьові зусил-
ля також зростають. Збільшення зусиль у включенні 
буде проходити до початку відшарування включення 
від матриці чи, що те саме, до досягнення розривами 
переміщень граничного значення δ2С . Тому макси-
мально можливі осьові зусилля у включенні знахо-
димо із розв’язку системи рівнянь 

( )P
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s
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∗2 3τ
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,  

( )
( )G f a b c
a b

C

s

δ

τ

χ
π χ

2 2

2

2
1∗

=
+ −

, ,
.  (22) 

На рис. 8 подано їх значення, на які необхідно орієнтуватися при проектуванні такого класу 
композицій з включеннями. 
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Рис. 7. 
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З іншого боку, міцність включення на розрив обмежена. Для того, щоб включення за-
лишилося цілим, максимальні осьові зусилля Pmax  не повинні перевищувати міцності вклю-
чення на розрив:       

P Pprmax ≤ .       (23) 
Приймаючи умову (23) за критеріальну та розв’язуючи систему рівнянь 

( ) ( )Q h c
a b

f a b c
s

∗∗

∗
−
−2

2 2

1
τ

= , , ,        
( )π

τ

P f a b c
a bs

max , ,

2
3

∗
=

−
, (24) 

знаходимо значення граничного навантаження Q** 
для розриву включення. В нульовому наближенні 
просту формулу отримаємо виконавши в правих ча-
стинах наведеної системи рівнянь розвинення в ряд 
Тейлора і врахувавши лише перші складові: 

Q h apr
∗∗ = −

1
2

2 2πΡ .       (25) 

Таким чином, характер руйнування в компо-
зиції буде визначатись: з однієї сторони - міцнісними 
параметрами матриці чи контактного прошарку мат-

риця-включення δ2С , τ s
∗  (чи γ δ ττ

∗ ∗= 4 2С s ), з іншої 
сторони - міцністю включення на розрив Рpr і при фіксованій довжині включення або відшаро-
вується від матриці або розривається в залежності від того, яка із граничних рівностей (19) чи 
(23) досягнеться раніше. 

Отримані співвідношення визначають критичну довжину включення acr, яка разом з 
пружними та міцнісними параметрами композиції визначає механізм руйнування. При довжині 
включення більшій за критичну, яка визначається із розв’язку системи рівнянь 

( )π
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P f a b c
a b

pr

s

cr

cr2
3

∗
=

−

, ,
, 

( )
( )G f a b c
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2

2
1∗

=
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, ,
, 

зі збільшенням навантаження відбудеться розрив включення. Відповідне граничне навантажен-
ня обчислюємо із системи рівнянь (24) чи за наближеною формулою (25). При довжині вклю-
чення меншій за критичну acr  розвиток руйнування буде проходити шляхом його відшаруван-
ня. Граничне навантаження при цьому знаходимо із розв’язку системи рівнянь (20) чи за наб-
лиженою формулою (21). 
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