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УДК 539.3 
 

Сяський А.О., Комбель С.М. 
 

ГРАНИЧНІ УМОВИ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕСКІНЧЕННОЇ ПЛАСТИНКИ З 
КРИВОЛІНІЙНИМ ОТВОРОМ І ЖОРСТКОГО ДИСКА 

 
Записано граничні умови контакту жорсткого диска, запресованого в криволінійний отвір нескінченної 
ізотропної пластинки. Розглянуто випадки посадки диска з гарантованим натягом, з нульовим натягом, 
а також мішана контактна задача, якщо в центрі диска прикладена пара сил. 

 
Розглянемо нескінченну ізотропну пластинку з гладким криволінійним отвором, який 
обмежений контуром Г у вигляді правильного N -кутника із закругленими кутами 
(гіпотрохоїди). Середню поверхню пластинки віднесемо до прямокутної системи координат з 
початком в центрі отвору. 
 
1. Нехай функція 

( ) 










ξ

ε+ξ=ξω=+=
−1N

Riyxz  (1.1) 

реалізує конформне відображення зовнішності −S  одиничного кола в площині λρ=ξ ie  на 
область,  яку  займає  пластинка. Тут R – характерний розмір отвору; ε  – параметр, що визначає 
форму отвору [1]. Не порушуючи загальності, вважаємо R=1. 

Допустимо, що в отвір пластинки запресовано з натягом ∆ >0 абсолютно жорсткий диск 
такої ж форми (рис.1).  

 
Рис.1. 

 
Рівняння контура диска у вибраній системі координат, на підставі (1.1), має вигляд  

( ) ( ) 








σ

ε+σ∆+=








σ

ε+σ∆+=+
−− 1111 1

NN
Riyx , λ=σ ie .  (1.2) 

Будемо вважати, що до спряження з пластинкою диск мав форму та розміри отвору і його 
контур визначався рівнянням  
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σ

ε+σ=+
−− 11 NN

Riyx .  (1.3) 
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Після того, як диск був вставлений в отвір пластинки без зазору і натягу, він почав 
“збільшуватися” до виду (1.2). Таке “збільшення” еквівалентне гомотетії з центром в точці О і 
коефіцієнтом (1+ ∆ ). 

Граничні умови контакту пластинки і диска приймаємо у вигляді рівності нормальних 
зміщень в зоні контакту [2, 3] 

∂= n
nл
n UU ; ( )sfS =ρλ ,  (1.4) 

де ρλS , s , ( )sf  – відповідно дотичне зусилля, дуга, функція, що визначає наявність сил тертя, 
в зоні контакту. 

Компоненти вектора “зміщення” контурних точок диска визначаємо за формулою  

( ) ( ) 








σ

ε+σ∆=−+−=+
−∆∆ 111 N

yyixxiVU .  (1.5) 

Враховуючи співвідношення [3]  

)(' σω
β+α= VUU пл

n ; )(' σω=β+α i , 
)(' σω

β+α
= ∆∆ VU

U д
n ,  (1.6) 

одержимо після певних перетворень  

)('
]cos)2()1(1[ 2

σω
λ−ε−−ε−∆

=
NNNU д

n . (1.7) 

Підставляючи (1.7) в (1.4), одержимо граничні умови задачі про напружену посадку жорсткого 
диска виду (1.2) в криволінійний отвір нескінченної пластинки  

( ) ( )[ ]λ−ε+−ε−∆=β+α NNNVU cos211 22 ; )(sfS =ρλ , γ∈λ )( Γ∈s .  (1.8) 

Тут iVU +  – компоненти зміщення контурних точок пластинки; γ  – образ контура Г при 
відображенні (1.1). 

 
2. Нехай в криволінійний отвір пластинки виду (1.1) вставлений без зазору і натягу ( ∆ =0) 
жорсткий диск, в центрі якого прикладена пара сил з моментом 0M . Внаслідок цього диск 
повернеться на кут α  і вступить в контакт з частиною контура Г пластинки. Образом контура 
диска (1.3) при повороті на кут 0α  буде крива  










σ

ε+σ=+=+
−

αα
111

00 )(
N

ii eiyxeiyx .  (2.1) 

На рис.2 її положення зображене штриховою лінією. По аналогії з (1.5) одержимо вирази для 
компонент зміщення контурних точок диска  

( ) ( )( )−λ−ε+λ−α=








σ

ε+σ




 −=+

−
α

αα 1coscos1cos1 01
0

00
NeiVU

N
i  

( )( ) ( ) ( )( )[ +λ−ε−λ−α+λ−−λα− 1sinsin1cos1sinsinsin 00 NiN   
( )( )]λελα 1coscossin 0 −++ N .  (2.2) 

Підставляючи (2.2) в (1.6), одержимо після певних перетворень  

( ) ( ) ( )[ ]
( )

д
nn U

NNNNN
U =

σω′
λεα+λ−ε−−ε−−α

=α sinsincos2111cos 0
2

00 . (2.3) 
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Рис.2. 

 
З врахуванням (2.3) граничні умови (1.4) даної задачі запишуться у вигляді 

( )[ ] λεα+λ−ε−−α=β+α NNNNVU sinsincos)1(11cos 0
2

0 ; 
)(sfS =ρλ ,  1γ∈λ )( 1Гs∈ ,  (2.4)  

де Г1, 1γ  – відповідно зона контакту і її образ при відображенні (1.1). Для визначення кута 
повороту диска служить умова його рівноваги [1] 

( )( )∫
γ

ρλρ λεσ++−=
1

1Im **
0 diSTM N .  (2.5) 

Тут ( ) ( )σω+=+ ρλρρλρ '** iSTiST ; ρT , ρλS  – контактні зусилля. 
Формула (2.3) відрізняється першим доданком в правій частині від відповідної 

формули, наведеної в [1], для еліптичного отвору. Таким же доданком будуть відрізнятися 
праві частини граничних умов (2.4). Для оцінки цього впливу знайдемо точний розв’язок задачі 
для диска, який повністю спаяний з контуром отвору пластинки. 

Гранична умова другої основної задачі плоскої теорії пружності [1], на підставі (2.2), 
приймає вигляд  










σ

ε+σ




 −=σψ−σϕσω−σκϕ

−
α

1
12)()(')(')( 0

N
ieG .  (2.6) 

З цієї умови визначаємо  

( )
1

112 0
−

α

σ





 −

κ
ε=σϕ

N
ieG ,  (2.7)  

де 
v
v

+
−=κ

1
3 ; G , ν  – модуль зсуву і коефіцієнт Пуассона матеріалу пластинки. 

Запишемо граничну умову першої основної задачі 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 021'' Ciffi ++=σΨ+σϕσω+σϕ .  (2.8) 

Тут ( )∫
λ

λ
ρλρ λ+=+

0

**
21 2

1 deiST
h

iff i ; 2h – товщина пластинки. 

Додаючи (2.6) і (2.8) з врахуванням (2.7), одержимо після диференціювання по λ   

                y’           y 
 
 
                                                                      x’ 
 

                                       α0 

                       O                                              x 
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 +σ

κ
−ε






 −=+ −α

ρλρ 1)1(14 0** Ni NeGhiST .  (2.9) 

Поділивши (2.9) на )(' σω , знаходимо після певних перетворень  

( )( ) ( ) 



 σ−ε+−−ε−σ

κ
−ε






 −

σω
=+ −α

ρλρ
NNi NNNeGhiST 111)1(1

)('
4 0

2
.  (2.10) 

Для визначення кільцевих зусиль λT  на контурі Г використаємо залежність [1] 

)('
)('Re8

σω
σϕ

=+ ρλ hTT . (2.11) 

Формула (2.5) визначає зв’язок між моментом 0M  і кутом повороту диска 0α  

( )[ ] 0
2

0 sin18 α−ε+κ
κ

π= NGhM .  (2.12) 

Розділяючи в (2.10) дійсну і уявну частини, знаходимо 

( ) ( ) ( )( )[ ]{ +λ+κ−ε−−ε+κα−
κσω

=ρ NNNGhT cos111cos1
)('

4 2
02

 

 (2.13) 

     ( )( ) }0sinsin11 αλκ−−ε+ NN ; 

( ) ( ) ( )[ ]002
sincos1

)('
4 αλ−λα−

κσω
=ρλ abGhS ,  

де ( ) ( ) ( )( ) λ+κ−ε−−ε+κ=λ NNNa cos111 22 ;    ( ) ( )( ) λκ−−ε=λ NNb sin11 . 

Для малих деформацій 00 ~sin αα , ( )
2

~cos1
2
0

0
α

α− , 0~10 α




 −α iei . Нехтуючи в 

(2.13) доданками з множником ( )0cos1 α− , одержимо   
( )

( ) ( )
;

cos1211

sin4
22

0

λ−ε−−ε+

αλ
κ

=ρ
NNN

bGhT  
( )

( ) ( ) λ−ε−−ε+

αλ
κ

−=ρλ
NNN

aGhS
cos1211

sin4
22

0 . (2.14) 

Для еліптичного отвору ( 2=N ) співвідношення (2.14) співпадають з [1]. 
Чисельні розрахунки контактних зусиль, проведених за формулами (2.13) і (2.14), 

практично співпадають. Це означає, що граничні умови (2.4) можна записати у вигляді  
λαε=β+α NNVU sinsin 0 ; )(sfS =ρλ , 1γ∈λ ( )1Γ∈s .  (2.15) 

 
3. Розглянемо комбінацію задач, наведених в попередніх пунктах, і будемо вважати, що в 
криволінійний отвір виду (1.1) нескінченної пластинки запресовано з натягом ∆  жорсткий 
диск. В центрі диска прикладено пару сил з моментом 0M . В залежності від величини ∆  зона 
контакту Г1 може бути замкнена або розімкнена. Оскільки “збільшення” і поворот диска є 
лінійні перетворення, тому  

0α∆∂ += nnn UUU .  (3.1) 
Підставляючи (1.6), (2.3) при ( ) 0cos1 0 =α−  з врахуванням (3.1) в граничні умови (1.4), 
одержимо  

( ) ( )[ ] ( )[ ]λα∆++λ−ε−−ε−∆=β+α NNENNNVU sinsin1cos211 0
2  

)(sfS =ρλ , 1γ∈λ ( )1Γ∈s . (3.2) 

Розв’язок задачі (3.2), (2.5) передбачає визначення зусиль ρT , ρλS  в зоні контакту, 
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величини цієї зони та зв’язку між 0M  i 0α . У випадку замкненої зони контакту така задача 
може бути розв’язана методом рядів Фур’є, а при розімкненому контакті – методом граничної 
колокації [4]. 
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Сяський А.О., Комбель С.М. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКИ С КРИВОЛИНЕЙНЫМ ОТВЕРСТИЕМ И ЖЕСТКОГО 
ДИСКА // Записаны граничные условия контакта жесткого диска, запрессованного в 
криволинейное отверстие бесконечной изотропной пластинки. Рассмотрены случаи посадки 
диска с гарантированным натягом, с нулевым натягом, а также смешанная контактная 
задача, если в центре диска приложена пара сил. 
Syaskiy A.O., Kombel S.M. LIMITING CONDITIONS OF CONTACT TASKS FOR AN 
ENDLESS PLATE WITH CURVILINEAR OPENING AND HARD DISK // Limiting conditions of 
contact of hard disk, which is pressed in a curvilinear aperture of endless isotropic plate were written. 
Cases of landing of the disk with guaranted tension, with  nougth tension, and also the blend contact 
task, if in the center of the disk put to the pair of  forces, were examined. 
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