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Бомба А.Я. 

ПРО МЕТОД СУМАРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ КРАЙОВИХ 
ЗАДАЧ НА КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ В ШАРУВАТИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

На основі модифікації методу сумарних зображень побудовано алгоритм наближення розв’язку 
обернених крайових задач на конформні відображення в шаруватих середовищах. 

Розглянемо модельну задачу про знаходження функцiї (напору) ( )h h x y= ,  в однозв’язнiй 

чотирикутній криволiнiйній областi G ABCD G Lz z
l

l

m
z
l

l

m
= =

= =

( ) ( )

0 1
   ( )z x iy= + , обмеженiй 

чотирма гладкими кривими ( ){ }AB z f x,y= : =1 0 , ( ){ }BC z f x,y= : =2 0 , ( ){ }CD z f x,y= : =3 0 , 

( ){ }DA z f x,y= : =4 0 , якi в точках A B C D, , ,  перетинаються пiд прямими кутами, 

( ){ }G z G h h x y hz
l

z
l l( ) ( ) ( ): ,= ∈ < < +1 , ( ){ }L z G h x y hz

l
z

l( ) ( ): ,= ∈ = , що в кожній із областей 

Gz
l( )  задовільняє диференціальне рівняння ( )div h gradhχ( ) =0  при таких крайових умовах: 

h h hCD
m= =∗ +( )1 , h h hAB= =∗

( )0 , dh
dn

dh
dnBC DA

= =0 , та умовах спряження вздовж ліній 

розриву Lz
l( )  функції ( )χ h x y( , ) : [ ]h h

nL
Lz

l

z
l

( )
( )

,= 





=0 0χ
∂
∂

, де n – зовнiшня нормаль до 

вiдповiдної кривої, ( )χ χh x y l( , ) =  при ( )x y Gz
l, ( )∈  ( χl – дійсні додатні числа), [ ]f  – стрибок 

функції f при переході через відповідну лінію (по нормалі) (див. рис. 1). Ввiвши функцiю течiї 
( )ψ ψ= x y, , комплексно спряжену (в узагальненому розумінні) до ( )h h x y= , , i замiнивши 

останнi двi граничнi умови на умови ψ BC Q= , ψ AD =0 , де стала 

Q ds dx dys
EF

h
y

h
x

EF
= = − +∫ ∫

∂ψ
∂

∂
∂

∂
∂  ( )E AD F BC∈ ∈,  – повна витрата (невiдомий параметр), дану 

задачу замiнимо [1–5] бiльш загальною задачею на узагальнене конформне вiдображення 
( )ω ω ψ= = +z h x y i x y( , ) ( , )  областi Gz  на прямокутник (область комплексного потенцiалу) 

{ }G h h h Qω ω ψ= < < < <∗
∗: ,0 =

= =
G Ll

l

m
l

l

m
ω ω
( ) ( )

0 1
  , { }L G h hl l

ω ωω( ) ( ):= ∈ = , 

{ }G G h h h Ql l l
ω ωω ψ( ) ( ) ( ): ,= ∈ < < < <+1 0  при вiдповiдностi чотирьох кутових точок [9] (див. 

рис. 2). Обернена до неї крайова задача на узагальнене конформне відображення 
( )z z x h iy h= = +ω ψ ψ( , ) ( , )  області Gω  на Gz  при невідомому Q, що має вигляд: 
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[ ] [ ]
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зводиться до розв’язування в Gω  рівнянь Лапласа ∆ ∆x y= =0 0,  при заданих крайових 
умовах, умовах Коші-Рімана на нижній та лівій ділянках границі ∂ ωG  області Gω  та умовах 

склеювання вздовж ліній h h l ml= =( ) , ,1  [1–4]. 

 
Рис.1. Фізична область Gz . Рис.2. Область комплексного потенцiалу Gω . 

Різницевий аналог цієї крайової задачі у відповідній рівномірній сітковій області 

G G l
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m

ω
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=
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( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
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де ( )l m x x h y y h h Gi j
l

i j i j
l

i j i j
l= = = ∈0, , ( , ), ( , ), ,,

( )
,
( )ψ ψ ψ ω  ( ) . 

Загальний розв’язок скінченно-різницевих рівнянь (1), згідно з формулами сумарних 
зображень Г.Положого [10, 11], має вигляд: 
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( ),+ +1 1  ( )l m=0,  визначаються в 

результаті розв’язання системи нелінійних алгебраїчних рівнянь: 
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l m i i i j nl l=0 = +   = ,, , , ,1 1 11+ − , де невідома функцiя γ  визначаеться за формулою (5). 
Розв’язок цієї системи знаходимо ітераційно таким чином: задаємо нульове наближення 

невідомої величини γ  (так, щоб число α
γ

= ⋅
+

∆h
n 1

 не перевищувало шуканої витрати Q ). 

Розв’язуємо дану систему при заданому значенні γ , наприклад, за методом Ньютона [7, 8] та 
перевіряємо виконання умови (5). В залежності від одержаної нев’язки вибираємо наступне 
наближення невідомої величини γ  і т.д. Умовою закінчення процесу може бути нерівність: 

γ γ ε( ) ( )k k+ − <1 . 
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