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УДК 519.632.4.001.57+517.54 

Каштан C.С. 

ПРО МЕТОД СУМАРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ОБЕРНЕНИХ 
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ З ОСОБЛИВОСТЯМИ 

На основі модифікації мет оду сумарних зображ ень Г.Полож ого побудовано алгорит м наближ ення 
розв’язків нелінійних обернених крайових задач на конформні відображ ення з особливост ями. 

Розглянемо модельну задачу про знаходження гармонiчної функцiї ( )ϕ ϕ= x y,  (потенцiалу) в 

скінченній однозв’язнiй криволiнiйній областi G ABMCDz =  ( )z x iy= + , обмеженiй чотирма 

гладкими кривими ( ){ }AB z f x,y= : =1 0 , ( ){ }BMC z f x,y= : =2 0 , ( ){ }CD z f x,y= : =3 0 , 

( ){ }DA z f x,y= : =4 0 , якi в точках A B C D, , ,  перетинаються пiд прямими кутами (див. рис. 

1а) при наявності точкового джерела (особливої точки) M BC∈  з умовами: ϕ ϕAB = ∗ , 

ϕ ϕCD = ∗ , ϕ M =−∞ , 
d
dn

d
dn

d
dn

d
dnBM AD MN CM

ϕ ϕ ϕ ϕ
= = = =0  (де n  – зовнiшня нормаль до 

вiдповiдної кривої) [1, 2]. Ввiвши гармонiчну функцiю ( )ψ ψ= x y,  (функцiю течiї), комплексно 

спряжену до функції ( )ϕ ϕ= x y, , i замiнивши останнi чотири граничнi умови на умови: 

ψ BM =0 , ψ AD Q= ′ , ψ CM Q= ′′ , ψ MN Q= ′′′ , де ′ ′′ ′′′Q Q Q, ,  – величини фільтраційних 

потоків ( ′ ′′′Q Q,  – невідомі параметри), дану задачу замiнимо бiльш загальною задачею на 

конформне вiдображення ( ) ( ) ( )ω ω ϕ ψ= = +z x y i x y, ,  фізичної областi Gz  на область 

комплексного потенцiалу { }G Qω ω ϕ ϕ ψ= −∞< < ′′′∗: , 0< <   

{ }QQ ′′′<ψ<′′ϕ=ϕω ∗ , : { } ω ϕ ϕ ϕ ψ: , < <∗
∗< < ′ ′′′Q Q  (див. рис. 1б) при відповідності 

кутових точок [1 – 8]. 

 
а) Фізична область Gz . б) Область комплексного потенцiалу Gω . 

Рис.1. 
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Обернена нелінійна крайова задача на конформне відображення 
( ) ( ) ( )z z x iy= +ω ϕ ψ ϕ ψ= , ,  області Gω  на Gz  при невідомих ′ ′′′Q Q,  запишеться у вигляді: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

f x y Q Q f x y Q

f x y f x Q y Q

f x y Q Q f x Q y Q
x y x y G
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∂
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∂
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∂
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ϕ ψ ω

∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗

∗ ∗ ∗
∗

= ′ ≤ ≤ ′′′ = ′′′ ≥ ≥

= ≥ >−∞ ′′ ′′ = −∞< ≤

= ′′ ≥ ≥ ′ ′ ′ = ≥ ≥

= = − ∈















, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , ,

 (1) 

де ′′′Q  – потік, що виходить із області Gz  через ділянку BK  ( ′′′ − ′Q Q  – потік, що входить в 

неї через ділянку KA , а ′′− ′Q Q  – потік, що виходить із Gz  через ділянку CD ). 

Задачу (1) зведемо до розв’язування в Gω  рівнянь Лапласа ∆ ∆x y= =0 0,  при заданих 

крайових умовах, умовах Коші-Рімана x y x yϕ ψ ψ ϕ= = −,  на ділянці { }ω ϕ ϕ ψ: , < = ′′∗ Q   

{ } ω ϕ ϕ ψ: , = ′ < < ′′∗ Q Q { }ω ϕ ϕ ψ: , < <= ′′′∗ 0 Q  границі ∂ ωG  та умовах склеювання 

вздовж лінії розділу течії MKN  [1 – 6]. 

Різницевий аналог цієї крайової задачі у сітковій області G G l

l
ω
γ

ω=
=

( )

1

3

 , 

( ){G i jω ϕ ψ( ) , :1 =  ϕ ϕ ϕi h i i m= + +∗ , , ;=0 1  ( )ψ ψj Q h j n j n n= ′+ − 0 0 1, , ;=  h Q Q
n nψ = 




′′′− ′
−1 0

, 

( ){G i jω ϕ ψ( ) , :2 =  ( )ϕ ϕ ϕi h i m i m= − − − + −∞∗ 1 1, , ;=  ( )ψ ψj Q h j n j n n= ′′′+ − +1 1 1, , ;=  

h Q Q
n nψ = 




′′− ′′′
+ −1 1

,     ( ){G i jω ϕ ψ( ) , :3 =  ϕ ϕ ϕi h i i= − −∞∗ , , ;=0  ψ ψj h j j n= , , ;=0 1  h Q
nψ = 



′′′

1
, 

h mϕ
ϕ ϕ=
∗

∗−
+1 , γ ϕ

ψ

( )l h
h= , запишемо у вигляді [9]: 
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де −∞< <−N 1 – скінченне число, x x y yi j i j i j i j, ,( , ), ( , )= =ϕ ψ ϕ ψ  – вузли області Gz . 

Загальний розв’язок скінченно-різницевих рівнянь (2), згідно з формулами сумарних 
зображень Г.Положого [10, 11], має вигляд: 
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Тут µ η ηk k k= + −2 1,  ν η ηk k k= − −2 1 . 

Невідомі γ ( )l , A B C Dk
l

k k
l

k
( ) ( ), , , , x yt t,

( )
,

( ),0
3

0
3 , x yt n t n,
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2  ( )l =1 3,  визначаються в результаті розв’язання системи нелінійних алгебраїчних 

рівнянь (3), (4), (5), (6), де x yj j0
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,
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x yi n i n,
( )

,
( ),2 2  ( )l =1 3,  представлені за формулами (7), (8), (9). Розв’язок цієї системи знаходимо 

ітераційно таким чином: задаємо нульові наближення невідомих величин γ ( )l . Розв’язуємо 

відповідну систему при заданих значеннях γ ( )l , наприклад, за методом Ньютона [12, 13, 8] та 
перевіряємо виконання умови (6). В залежності від одержаної нев’язки вибираємо наступні 

наближення невідомих величин γ ( )l  і т.д. Умовою закінчення процесу може бути нерівність: 
( ) ( )

( ) ( )
k k

l

l l
+

=
− <∑

1

1

3

γ γ ε  ( )ε >0 . 

Ефективність запропонованої методики полягає в тому, що формули сумарних 
зображень забезпечують розв’язність локалізованої лінійної (основної) частини даної системи, 
а невідомі коефіцієнти знаходять шляхом розв’язання нелінійних систем невисоких порядків, 
породжених граничними умовами (3), умовами Коші-Рімана (4) та умовами спряження (5). 
Коректність oтриманої нескінченої системи алгебраїчних рівнянь (2) – (6) забезпечується (див., 

напр., [12]) її специфікою та близькістю апріорі ( )x yi j i j+ +1 1, ,,  до ( )x yi j i j, ,,  при достатньо 

великих значеннях параметра i . 
 Розглянемо тепер випадок, коли область Gω  задана, тобто величини 

ϕ ϕ∗
∗ ′ ′′ ′′′, , , ,Q Q Q  – відомі ( )ϕ ϕ∗

∗< < ′ < ′′′ < ′′, 0 Q Q Q , та допускається її покриття 

рівномірною сіткою, а Gz  – вільна, а саме: ( ){ }BC z f x,y= : =2 ρ , ( ) ( )K x y M x yK K M M, , ,  – 

плаваючі точки на кривих AB BC,  (відповідно), де ( )f x y2 ,  задана гладка функція, 

ρ, ,x xK M  – невідомі параметри. Тоді обернена крайова задача на конформне відображення 
даної області Gω  на відповідну область Gz  знову зводиться до розв’язування в Gω  рівнянь 

Лапласа ∆ ∆x y=0 0, =  при нелінійних крайових умовах ( ) ( )( )f x y1 0ϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ =, , , ,  
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( ) ( )( )f x y2 0 0ϕ ϕ ρ, , , ,=  ( ) ( )( )f x Q y Q2 ϕ ϕ ρ, , , ,′′ ′′ =  ( ) ( )f x y3 0ϕ ψ ϕ ψ∗ ∗



 =, , , ,  

( ) ( )( )f x Q y Q4 0ϕ ϕ, , , ,′ ′ =  умовах Коші-Рімана на границі ∂ ωG  області Gω  та умовах 

склеювання на лінії розділу течії MKN . 
Різницевий аналог цієї крайової задачі у відповідній рівномірній сітковій  
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Розв’язок рівнянь Лапласа (11) знаходимо згідно з формулами сумарних зображень 
Г.Положого [10, 11]: 
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Тут µ η ηk k k= + −2 1,  ν η ηk k k= − −2 1 . 

Невідомі ′ ′ ′′ ′′A B C D A Ck k k k k k, , , , , , ′′ ′′x yt t, ,,0 0 , ′ ′x yt n t n, ,,
0 0

, ′ ′+ +x yt n t n, ,,1 1 , 

′′ ′′+ +x yt n t n, ,,1 1  визначаються в результаті розв’язання системи нелінійних алгебраїчних рівнянь 

(12), (13), (14), де ′ ′x yj j0 0, ,, , ′′ ′′x yj j0 0, ,, , ′ ′+ +x ym j m j1 1, ,, , ′′ ′′− −x yj j1 1, ,, , ′ ′x ym j m j, ,, , ′ ′x yj j1 1, ,, , 

′ ′x yi n i n, ,, , ′′ ′′x yi n i n, ,,  представлені за формулами (15), (16). Розв’язок цієї системи знаходимо 

ітераційно таким чином: задаємо нульові наближення невідомих величин 
ρ, ,x xK n= 0 1

, x xM N j= , . Розв’язуємо відповідну систему, наприклад, за методом Ньютона 

[12, 13, 8] та перевіряємо виконання умов: 
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В залежності від отриманих нев’язок вибираємо наступні наближення невідомих 
параметрів і т.д. Умовою закінчення процесу може бути нерівність: 

ρ ρ ε( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k
K

k
K

k
M

k
M

kx x x x+ + +− + − + − <1 1 1  ( )ε >0 . 

 Очевидно, що в залежності від значення ∞<′′< Q0  можливі й інші випадки 
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формування течії (перетоків) в області Gz , а отже – побудови відповідної області 

комплексного потенціалу Gω  (див. рис. 2 – 5). 

 
Рис.2. 

 
Рис.3. 

 
Рис.4. 
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Рис.5. 

З метою вибору одного із них (див. рис. 1–5) та розв’язку відповідної оберненої задачі 

за заданими скінченими значеннями ϕ ϕ∗
∗ ′′ =, , Q q  побудуємо відповідний алгоритм 

наступним чином: 
1) Розв’язуємо допоміжну (“ключеву”) задачу IІІ (рис. 3) при “компенсаційній” умові 

AB ψ=ψ , де значення ′′Q  знаходиться в процесі розв’язання даної задачі. Позначимо це 

значення ′′Q  через 3Q ′′ . 

2) Якщо задане значення ″< 3Qq , то розв’язуємо задачу ІI (рис. 2) при невідомих значеннях 

′ ′′′Q Q, . У випадку ″= 3Qq  задача є розв’язаною. Якщо задане значення ″> 3Qq , то 

розв’язуємо допоміжну (“ключеву”) задачу ІV (рис. 4), де значення ′′Q  знаходиться в 
процесі розв’язання даної задачі. Позначимо це значення ′′Q  через 4Q ′′ . 

3) Якщо задане значення ″< 4Qq  ( ″> 4Qq ), то розв’язуємо задачу І (рис. 1) при невідомих 

значеннях ′ ′′′Q Q,  (V (рис. 5) при невідомих значеннях ′Q , ~ϕ ). У випадку ″= 4Qq  
задача є розв’язаною. 
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