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УДК 532.546-532.72 

Присяжнюк І.М. 

АСИМПТОТИЧНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИНГУЛЯРНО 
ЗБУРЕНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТИПУ “КОНВЕКЦІЯ-ДИФУЗІЯ” У 
МНОГОЗВ’ЯЗНИХ ОБЛАСТЯХ  

Одержано асимптотичний розклад розв’язку сингулярно збуреної задачі типу 
“конвекція-дифузія” у чотирьохзв’язній області, особливістю якого є процедура 
згладження негладкостей регулярної його складової вздовж лінії розділу течії. 
Приводяться результати чисельних досліджень. 
 
Вступ. У роботах [1 – 5], спираючись на відому публікацію Вішика М.Й. 
та Люстерніка Л.А. [6], розроблено асимптотичний метод розв’язання 
типових крайових та мішаних задач для сингулярно збурених 
параболічних та еліптичних рівнянь у прямокутних областях 
(прямокутник, півсмуга і т. ін.) з урахуванням різного рівня гладкості 
початкової і граничних умов та їх узгодженості у кутових (ребрових) 
точках. А в [7 – 10] відповідні алгоритми модифіковано стосовно 
розв’язання задач конвективної дифузії при фільтрації в чотирикутних 
криволінійних областях обмежених двома лініями течії та двома 
еквіпотенціальними лініями (одна із яких може бути вільною), а також – 
задач для двозв’язних областей, обмежених двома еквіпотенціальними 
лініями (внутрішнім та зовнішнім гладкими замкненими контурами) у 
випадках переважання конвективних складових процесу над дифузійними, 
що приводить до появи у відповідному параболічному рівнянні малого 
параметра при старших похідних. В основі методики розв’язання таких  
задач лежить ідея переходу від координат фізичної області фільтрації до 
відповідної області комплексного потенціалу – прямокутника чи смуги 
(при цьому вихідна задача в кільці переходить у відповідну періодичну 
задачу для прямокутника чи смуги). Актуальною є проблема розв’язання 
аналогічних задач для многозв’язних областей, відповідні області 
комплексних потенціалів яких є більш складними (об’єднання 
прямокутників та смуг). Метою даної роботи є побудова асимптотичного 
розвинення розв’язку сингулярно збуреної задачі для рівняння 
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конвективної дифузії у чотирьохзв’язній спеціально заданій області. 
 
Загальна постановка задачі. Розглянемо модельну задачу конвективної 
дифузії при фільтрації в нескінченній області (пористому пласті) zG  
скінченої комплексної площини )(z , обмеженій трьома замкнутими 
гладкими контурами 1L , 2L , 3L : 
 ( ) ztyyxxyyxx Giyxzccvcvcc ∈+==⋅−⋅−+ε , , 

 ∞<< t0 , ϕ= gradvv yx ),( , (1) 

 ( )tPcc iLi
,*= , 3,1=i , ∞→→ zприyxc 0),( , 

 ),0(),,( ∞×∈ zGtyx , ( )yxcc t ,0
00 == , (2) 

 0=ϕ∆ , iLi
ϕ=ϕ , ∫ =+−

iL
ixy Qdyvdxv , 

  ∞→∞→ϕ∞<< zприQi ,0 ,  3,1=i , (3) 
де P  – біжуча точка відповідної ділянки границі даної області 
( 321 LLLP ∪∪∈ ), ε  – коефіцієнт конвективної дифузії (малий параметр), 

iϕ  – задані значення потенціалу ),( yxϕ  на граничних еквіпотенціальних 

лініях ( ∞<ϕ<∞− i , 3,1=i ). 0
0

*
3

*
2

*
1 ,,, cccc  – задані достатньо гладкі та 

узгоджені функції [1 – 3], у випадку 0321 ϕ=ϕ=ϕ=ϕ
df

 (тоді 

3
*QQQQ

df

CCBBAA === ′′′ ). Фізична область фільтрації zG , на фоні якої 

відбувається конвективно-дифузійне перенесення частинок , зображена на 
рис.1а). На рис.1b) зображено відповідну область комплексного потенціалу 

wG , де ,ψ+ϕ= iw  ),( yxψ=ψ  – функція течії (комплексно спряжена до 
функції ),( yxϕ=ϕ ). Припустимо, що задача  (3), з використанням  
конформного  відображення  wz GG   (або zw GG  ), є розв’язаною, 

зокрема, знайдено поле швидкостей ( )),(),,( yxvyxvv yx=
→

. Тоді, шляхом 

переходу від змінних ),( yx  до ),( ψϕ  області комплексного потенціалу wG , 
задачу (1) – (2) зведемо до відповідної періодичної задачі: 
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 ,),0(),,(,),()(),( 22 Ω=∞×∈ψϕ=ψϕ−+ψϕε ϕψψϕϕ

df

wt Gtccvccv  

 ,),( 222
yx vvvvv +==ψϕ

→→
 

 












∞∈≤ψ≤ψ

∞∈≤ψ<ψ

∞∈≤ψ<ψ

=ψ=ψϕ

),,0(,
3

0),,(

),,0(,
3

2
3

),,(

),,0(,
3

2),,(

),(),,(

**
3

***
2

*
**

1

*
1

tQtc

tQQtc

tQQtc

tctc   

 ),,,(),
3

2,(),
3

,(),0,(),,()0,,( *
******0

0 tQctQctQctccc ϕ=ϕ=ϕ=ϕψϕ=ψϕ  

 .,,,
∞∞ ′′′′′′′′′′′′′′′′ ==== EOOEOCOCOBOBOAAO cccccccc  (4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Асимптотика розв’язку задачі. У випадку сильної узгодженості 
початкової та граничних умов (див., напр., [6]), зокрема, при виконанні 
умов CA cc ′= , BA cc =′ , CB cc =′ , розвязок задачі (4) шукаємо у 

вигляді: 

 ),,,(),,(),,(
1

0 εψϕ+







ε+ψϕ=ψϕ ∑

=
trctctc n

n

i
i

i , (5) 

де ),,,( εψϕ trn  – залишковий член, ( )tci ,,ψϕ  ( ni ,0= ) – члени регулярної 
частини асимптотики: 0c  – розв’язок відповідної виродженої задачі (задачі 
конвективного переносу); ncc ...,,1  – поправки, що враховують вплив 
дифузії. 

Здійснивши підстановку (5) в (4) та застосувавши стандартну 
процедуру прирівнювання коефіцієнтів при однакових степенях ε , для 

wz GпотенціалугокомплекснообластьїйвідповіднатаGобластьФізичнаРис .1.

O ′′′′

O′O ′′

O ′′′
3L

2L

1LA
A′

∞′E ∞E

B′ B

C′
C

)a

zG

*L A

A′
B

B′
C

O ′′′′

O′

O ′′

O ′′′

∞E

∞′E

ψ

ϕ0

3
*2Q

3
*Q

*Q

0ϕ *ϕ
)b

∞F

∞V

*ϕ

wG

C ′
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знаходження функцій ),,( tci ψϕ  приходимо до таких задач: 

 ,0),,(),,(),( 00
2 =ψϕ+ψϕψϕ ϕ tctcv t  

 ),,(),,( *
10 tctc ψ=ψϕ  

 ),,0(),,(),,()0,,( *1
0
00 Qcc ∈ψ∞ϕ∈ϕψϕ=ψϕ  (6) 

 ),,,(),,(),,(),(2 tgtctcv iiti ψϕ=ψϕ+ψϕψϕ ϕ   

 ,),(),)(,(),,( 2
1

2

2
1

2
2

w
ii

i Gccvtg ∈ψϕ
ψ∂

∂
+

ϕ∂
∂

ψϕ=ψϕ −−  

 ),,0(),,0(,0),,( *1 Qttci ∈ψ∞∈=ψϕ  
 ).,0(),,(,0)0,,( ** Qci ∈ψ∞ϕ∈ϕ=ψϕ  (7) 

В результаті їх розвязання ( аналогічно [6] ) матимемо: 

 















∈ψϕ



ψϕ>ψϕ−ψ
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−
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де ( )
( )∫

ϕ

ϕ ψ
=ψϕ

0
~,

~, 2 sv
dsf  – час проходження виділеної частинки вздовж лінії 

течії ψ=ψ ~ , від точки )~,( 0 ψϕ  до точки )~,( ψϕ , 1−f  – функція оберненена 
до функції f  стосовно змінної ϕ  (зазначимо, що така функція існує, 

оскільки підінтегральна функція 2
1
v

 – неперервно диференційована, 

обмежена, додатньо визначена), ),)(,(),,( 2
)(1

2

2
)(1

2
2

ψ∂

∂
+

ϕ∂

∂
ψϕ=ψϕ −− kiki

ki
cc

vtg  

.3,2,1,),( )( =∈ψϕ kG kw  )3()2()1( wwww GGGG ∪∪= , { ,:),( 1)1( ∞<ϕ≤ϕψϕ=wG  

}** 3/2 QQ ≤ψ< , { }3/23/,:),( **1)2( QQGw ≤ψ<∞<ϕ≤ϕψϕ= , { :),()3( ψϕ=wG  

}3/0, *1)3( QGw ≤ψ≤∞<ϕ≤ϕ= . 

Якщо фізична область zG  обмежена зовнішнім контуром *L , де 

**
ϕ=ϕ L , то задавши додаткову умову ),(),,( ** tctc ψ=ψϕ  на цьому 

контурі, розв’язок задачі (4) шукатимемо у вигляді: 

 ),,,(),,(),,(),,(
1

0 εψϕ+ψϕπ+







ε+ψϕ=ψϕ ∑

=
trtctctc n

n

i
i

i  (10) 

де ),,( tψϕπ  – функція типу пограншару в околі *ϕ=ϕ  яка служить для 
врахування дифузійних процесів вздовж границі виходу фільтраційного 
потоку і знаходиться аналогічно роботі [7]. 

Всюди області  )),0((\ *
0

* t×ΩΩ=Ω , де *t довільне додатнє дійсне 
число, 0Ω  – обєднання довільних околів точок OOOO ′′′′′′′′′′ ,,,  – образів 
точки zGO∈  (де швидкість перетворюється в нуль), має місце така оцінка 
залишкового члена асимптотичного ряду (10): 

 )(),,,( 1+ε=εψϕ n
n Otr  (11) 

Дійсно, в результаті проведеної “процедури прирівнювання”, для 
оцінки nR  маємо: ( ) ( ) ( ) +εψϕ+=⋅ψϕ−+⋅ψϕε ϕψψϕϕ ),,,(,, **22 trrrvrrv ntnnnn  

);,,(*1 trn
n ψϕ⋅ε+ +

 0),,,( 0 =εψϕ trn , )(),0,,( 1+ε=εψϕ n
n Or , =εψϕ ),,,( * tRn  

)( 1+ε= nO , де, в силу достатньої гладкості та сильної узгодженості 

початкової та граничних умов, *
nR  – неперервна та рівномірно обмежена  в 
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G  функція, )( 1** +ε= n
n Or . Отже, на основі принципу максимуму для 

параболічних рівнянь, приходимо до оцінки (11). 
У випадку недостатньої узгодженості функцій ),,,(*

1 tc ψϕ  ),,,(*
2 tc ψϕ  

),,(*
3 tc ψϕ  проведемо процедуру згладження відповідних негладкостей 

вздовж ліній течії 
3

2,
3

),(0 *
2

*
1*30

QQQ =ψ=ψ=ψ=ψ . Розв’язок даної 

задачі у цьому випадку шукаємо у вигляді: 
 ),,,(),,(),,(),,(~),,(),,(~),,( 1100 εψϕ+ψϕπ+ψϕ+ψϕε+ψϕ+ψϕ=ψϕ trttstctstctc n . 

 +ψϕΚ−⋅








 ψϕ+ψϕ+ψϕ
=ψϕ ))),((1(

3
),,(),,(),,(),,(~ 2

*
01

*
00

*
0

0 Фtctctctc  

 )),((),,(0 ψϕΚ⋅ψϕ Фtc , 

 
ε

ψ−ψ⋅ψ−ψ⋅ψ−ψ⋅ψ−ψ+ϕ−ϕ
=ψϕΚ

2
3

2
2

2
1

2
0

2
* )()()()()(

),( , 

 ( )( )
+

ψϕ⋅ψϕ⋅ψ−ψψ−ψ−
⋅ψϕ=ψϕ

2
)),(()),(())((1

),,(),,( 101011
00

KФKФDtctc  

 ),,(2
0 tc ψϕ+  ( )( )

+
ψϕ⋅ψϕ⋅ψ−ψψ−ψ−

2
)),(()),(())((1 21212 KФKФD

⋅ψϕ ),,(3
0 tc  

 
( )( )

⋅
ψϕ⋅ψϕ⋅ψ−ψψ−ψ−

⋅
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)),(()),(())((1 20323 KФKФD
 

 
ε
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),(

*
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2
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2
1
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1
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ε
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*
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2
*

2
2
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2
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2
*

2
3 ; 

∫
δ −

π
=δ

0

2

2
2)( dseФ

s

, { 0,1
0,1)()( 31 ≤Θ−

>Θ=Θ=Θ DD , { 0,1
0,1)(2 <Θ−

≥Θ=ΘD . 

Для знаходження функції ),,(),,(),,( 01000 tststs ψϕ⋅ε+ψϕ=ψϕ , 
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аналогічно [5 – 8], відштовхуємось від наступної задачі: 
 ,0000

2
0000

2 )~()~(),())~()~()(,( tscscvscscv +=+ψϕ−+++ψϕε ϕψψϕϕ  

 












≤ψ≤ψ

≤ψ<ψ
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),,(

,
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~

*
3

**
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*
*

1

0,000

Qtc

QQtc

QQtc

sc t  

 ).,(~ 0
00,000 ψϕ=+ >ϕ= csc t  

Згладження регулярної поправки 1c  асимптотики та побудова 
функції  ),,(1 ts ψϕ  проводяться аналогічно. 
 
Приклади та числові розрахунки.  Розглянемо плоске ідеальне поле на 
площині iyxz += , породжене трьома особливими точками – витоками 

321 ,, zzzz =  однакової інтенсивності 3/*QQ =  (кожна з яких знаходиться 

на однаковій відстані від двох інших і належить колу 1=z ) і точкою стоку 

∞=z . Комплексний потенціал такого поля  запишемо у вигляді: 

 =−⋅
π

+−⋅
π

+−⋅
π

= )ln(
2

)ln(
2

)ln(
2 321 zzQzzQzzQw  

 )))()(ln((
2 321 zzzzzzQ

−−−⋅
π

=  (12) 

Звідси 
))()((

))(())(())((
2

)(
321

213132

zzzzzz
zzzzzzzzzzzzQ

dz
dwzv

−−−
−−+−−+−−

⋅
π

==  

(зокрема 0)( =zv ); 

 ( +−⋅−−⋅
π

=ϕ 2
33 ))(),()(),((ln

4
),( yyyxNxxyxMQyx  

 )2
33 ))(),()(),(( xxyxNyyyxM −⋅+−⋅+ , (13) 

зокрема 0)0,0( * =ϕ=ϕ , 



+

−+−
−+−

π
=ψ

))(,())(,(
))(,())(,(

2
),(

33

33

yyyxNxxyxN
xxyxNyyyxMarctgQyx  

)))(),()(),(),(),()(),(( 3333 xxyxNyyyxMyyyxNxxyxMS −⋅+−⋅−⋅+−⋅+ , 
де ))(())((),( 2121 yyyyxxxxyxM −−−−−= , −−−= ))((),( 12 yyxxyxN  
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))(( 12 xxyy −−− , 3,1, ==⋅+ kziyx kkk , 






<>π
<π

≥≥
=

.0,0при,2
,0при,

,0,0при,0
),(

yx
x

yx
yxS  

Поклавши в (13) *
0 ϕ<ϕ=ϕ , знайдемо рівняння відповідних 

басейнів витоку навколо точок 321 ,, zzz : 

 +−⋅+−⋅−−⋅ )(),(())(),()(),(( 3
2

33 yyyxMyyyxNxxyxM   

 )4exp())(),( 02
3 Q

xxyxN πϕ
=−⋅+  (14) 

(тут крива шостого порядку (14) розкладається  на три замкнені криві 2-го 
порядку). Відповідну динамічну сітку lyx ϕ=ϕ ),( , jyx ψ=ψ ),( , при 

iz −=1 , 
22

3
2

iz += , 
22

3
3

iz +−= , 2.10 −=ϕ , 8.2* =ϕ , 10=Q , 10,1=l , 

60,1=j , 10/))(( 0*0 ll ⋅ϕ−ϕ+ϕ=ϕ , 
60

)( * jQ
j

⋅
=ψ  зображено на рис.2а. 

Розподіл швидкостей вдовж еквіпотенціальних ліній при *
*

0 ,, ϕϕϕ=ϕ  

зображено на рис.2b) (криві 1 – 3 відповідно). Ілюстрації розподілу 

концентрації розчинної речовини при )2.1(0
0 ),( +ϕ−=ψϕ ec , 

tetctctc =ψ=ψ=ψ ),(),(),( 321  вздовж еквіпотенціальних ліній 2.1*
1 −=ϕ , 

0*
2 =ϕ , 6.1*

3 =ϕ , 8.2*
4 =ϕ  подано на рис.3. 
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Зауваження, висновки.  Із вище проведених викладок бачимо, що 
процедура побудови асимптотики розв’язку поставленої задачі у 
чотирьохзв’язній області відрізняється від відповідного алгоритму у 
прямокутній області “багатоповерховістю” формул для запису різних 
членів асимптотичного ряду (у кожній із півсмуг, з яких складається 
область, складові розвязку представляються “своїми” формулами), а також 
необхідністю побудови нового типу згладжень вздовж ліній розділу течії. 

В залежності від співвідношення заданих значень граничних  
потенціалів iϕ  на контурах iL  (а, отже, й витрат 321 ,, QQQ ), можливі різні 
випадки формування течії в області zG  та відповідних областей 
комплексного потенціалу ωG . Запропонований вище підхід знаходження 
побудови асимптотики розвязку вище поставленої задачі можна поширити 
і на випадки, коли CCBBAA QQQ ′′′ =< , BBCCAA QQQ ′′′ <= , 

BBCCAA QQQ ′′′ <<  ( див. рис.4-6). 

Якщо, початкова ),(0
0 ψϕc  та “вхідні” граничні )3,2,1(),( =ψ itci  

умови недостатньо узгоджені (наприклад, узгоджені всього лише з 
точністю до неперервності), то тут, аналогічно до [1-3, 5], можливою є 
процедура згладження негладкостей функції ),,(0 tc ψϕ  вздовж 
характеристик що виходять із точок )0,,( 0 ψϕ . 
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