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 Д.О.Пригорницький, 2003 С. 107 – 117 

УДК 518.61.001.573 

Пригорницький Д.О. 

ЧИСЕЛЬНІ ОБЕРНЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА 
КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ У ТРИЗВ’ЯЗНИХ ОБЛАСТЯХ З 
ПОТЕНЦІАЛОМ КЕРУВАННЯ 

Розроблено новий алгоритм чисельного розв’язування обернених нелінійних крайових 
задач на конформні відображення з потенціалом керування у тризв’язних областях, 
обмежених еквіпотенціальними лініями, за умови рівності притоку до керуючого 
контура та витоку з нього. Наведені результати чисельних розрахунків за розробленим 
алгоритмом. 

Вступ. Для побудови динамічної сітки та поля швидкості із паралельним 
розрахунком інших характеристик (витрат, перетоків тощо) 
квазіпотенційних полів у роботах [1 – 3, 6] для одно- та двозв’язних 
фізичних областей широко використовувався метод обернених крайових 
задач (конформних і квазіконформних відображень). При перенесенні 
даної методики на випадок тризв’язної фізичної області автори 
наштовхнулися на певні труднощі. Особливістю розв’язання такого роду 
задач у загальному є те, що залежно від співвідношення заданих на 
ділянках границі області потенціалів, область комплексного потенцiалу Gω  
будується неоднозначно, і, поряд із побудовою алгоритму чисельного 
розв’язання відповідної нелінійної оберненої задачі у кожному із 
конкретних випадків, виникає проблема безпосереднього переходу до 
оберненої задачі, адже, не відомо, яку із конфігурацій області Gω  слід 
вибирати. У роботах [4 – 5] розв’язано проблему обернення крайових задач 
на конформні відображення для тризв’язних областей, обмежених 
еквіпотенціальними лініями з керуванням на внутрішньому контурі, в 
загальному: розроблено "алгоритм вибору" одного з 23-х можливих 
випадків залежно від значень потенціалу керування 0ϕ  ( 0−∞ < ϕ < +∞ ). 
Питання ж як розв’язувати задачу у кожному з наведених випадків 
залишилося відкритим. 

У пропонованій роботі сформульовано задачу побудови та реалізації 
алгоритму розв’язання такого роду задач за умови рівності притоку до 
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внутрішнього контура 0L  – носія керуючого потенціалу та витоку з нього. 
 
Загальна постановка задачі. Розглянемо (рис.1) у деякій тризв’язній 
криволiнiйній областi zG  ( z x iy= + ), обмеженій замкненими гладкими 

контурами ( ){ }: =0L z f x,y∗ ∗=  (внутрішнім), { :L z∗ = ( ) }=0f x, y∗  

(зовнішнім), ( ){ }0 0: =0L z f x,y=  (внутрішнім, що є носієм керуючого 

потенціалу), процес руху частинок (зокрема, фільтрації у пористому 
пласті, руху заряджених частинок у провідній пластинці, і т.ін.), який 
описується за допомогою рівняння руху grad  v = κ ⋅ ϕ  (закон Дарсі чи закон 
Ома) та рівняння нерозривності div 0v = , де ( ( , ), ( , ))x yv v x y v x y=  – 

швидкість руху частинок, κ  – коефіцієнт провідності (фільтрації, тощо), 

( ),x yϕ = ϕ  – потенцiал поля (
* *Lϕ = ϕ , *

*
Lϕ = ϕ , 

0 0Lϕ = ϕ , *−∞ < ϕ <  

*
0< ϕ < ϕ < +∞ ). Значення потенціалів *ϕ  та *ϕ  вважатимемо фіксованими, 

а невідомий (керуючий) параметр 0ϕ  будемо шукати за умови рівності 

перетоків з *L  в 0L  та з 0L  в *L . 
Поставлену задачу будемо розв’язувати шляхом підбору такого 

значення потенціалу керування, за якого буде досягнута рівність перетоків 
до та з керуючого контура. Для цього задамо деяке допустиме значення 
потенціалу керування (таке, за якого мають місце всі три перетоки у 
заданій області [4 – 5]), знайдемо, як розв’язок деякої проміжної задачі за 
спеціально розробленим алгоритмом, величини перетоків до ( 0

*Q ) та з ( *
0Q ) 

керуючого контура (при цьому значення потенціалу керування 
вважатимемо відомим, а невідомими вважатимемо значення перетоків між 
контурами, що обмежують область zG ), обчислимо різницю 0 *

* 0Q Q−  цих 
перетоків, на основі якої підправимо обране значення потенціалу 
керування і т.д., доки не досягнемо рівності нулю модуля різниці перетоків 
із заданою точністю. Підправляти значення керуючого потенціалу будемо 
використовуючи монотонно-зростаючий характер залежності різниці 
перетоків від значення керуючого потенціалу. 
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Використання проміжної задачі зумовлене питанням можливої 
нераціональності створення окремого алгоритму для розв’язання 
поставленої задачі. Так проміжна задача вже включає у себе випадки-
аналоги (2.4) та (2.6) з [5], і з незначною надбудовою в алгоритмі свого 
розв’язання, описаною вище, може бути використана також і при 

розв’язанні поставленої нами вихідної задачі (аналога (2.5) з [5]). 

Для розв’язання проміжної задачі знаходження перетоків між 
контурами, що обмежують задану область, за заданим значенням 
потенціалу керування, аналогічно, як у [1 – 3], ввівши функцію течії 

( , )x yψ = ψ  (комплексно спряжену до ( ),x yϕ = ϕ ), здійснивши умовні 

розрізи AB=A1B3=A2B2 та BC=B3C1=B1C2 вздовж відповідних ліній течії, 
що проходять через точку розділу потоків B=B1=B2=B3 (рис. 1), перейдемо 
до більш загальної задачі на конформне відображення ( )zω= ω , утвореної 

при цьому, однозв’язної області 0 \ ( )z zG G AB BC=   на відповідну область 

комплексного потенціалу 1 2 3 4
3' ' ' ' ' 'G G G G G D E E F E Bω ω ω ω ω=        

( {1 :G iω = ω = ϕ+ ψ  0,∗ϕ < ϕ < ϕ  }0
*0 Q< ψ < , {2 :G iω = ω = ϕ+ ψ  *

0 ,ϕ < ϕ < ϕ  

 

Рис.1. Область zG  та відповідна їй конфігурація 

 області комплексного потенціалу Gω  
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}*00 Q< ψ < , {3 :G iω = ω = ϕ+ ψ  0,∗ϕ < ϕ < ϕ  }*
* 0Q− < ψ < , {4 :G iω = ω = ϕ+ ψ  

*
0 ,ϕ < ϕ < ϕ  }*

* 0Q− < ψ < , {' ' :D E i= ω = ϕ+ ψ  0,∗ϕ < ϕ < ϕ  }0ψ = , 

{' ' :E F i= ω = ϕ+ ψ  *
0 ,ϕ < ϕ < ϕ  }0ψ = , 3' ' { :E B i= ω = ϕ+ ψ  0,ϕ = ϕ  

}*
* 0Q− < ψ < , де ', ', ', 'iD E F B  – відповідні образи точок , , , iD E F B ) з трьома 

невідомими витратами 
2

0
* y x

DA

Q v dx v dy= − +∫ , 
1

*
0 y x

EB

Q v dx v dy= − +∫ , 

1

*
* y x

A D

Q v dx v dy= − +∫ : 

 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

*
* 0

* 0 *
* * 0

, , , ,

, , , .

x y A A B B C C

y x A C A B B CQ Q Q

ϕ = ψ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ

ϕ = −ψ ψ = − ψ = ψ =
 (1) 

Аналогічно, як у [1 – 3], відповідну їй неповну обернену крайову 
задачу на конформне відображення ( ) ( )( ) , ,z z x iy= ω = ϕ ψ + ϕ ψ  області Gω  

на 0
zG  та рівняння для дійсної ( , )x x= ϕ ψ  і уявної ( , )y y= ϕ ψ  частин 

функції течії ( )z z= ω  запишемо у вигляді: 

 ( ), , , ,x y x y Gϕ ψ ψ ϕ ω= = − ϕ ψ ∈  (2) 
* 0

* * * * *( ( , ), ( , )) 0, ,f x y Q Qϕ ψ ϕ ψ = − ≤ ψ ≤    
* * * * *

* 0( ( , ), ( , )) 0, ,f x y Q Qϕ ψ ϕ ψ = − ≤ ψ ≤  

 0
0 0 0 *( ( , ), ( , )) 0, 0 ,f x y Qϕ ψ ϕ ψ = ≤ ψ ≤  

 *
0 0 0 0( ( , ), ( , )) 0, 0 ,f x y Qϕ ψ ϕ ψ = ≤ ψ ≤  (3) 

* 0 * 0
* * * * * 0( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ,x Q x Q y Q y Qϕ − = ϕ ϕ − = ϕ ϕ ≤ ϕ ≤ϕ  
* * * * *
* 0 * 0 0( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ,x Q x Q y Q y Qϕ − = ϕ ϕ − = ϕ ϕ ≤ ϕ ≤ϕ  

 0, 0.x y∆ = ∆ =  (4) 
Зауважимо, що на відрізку 0ϕ = ϕ , 0ψ >  функції ( , )x ϕ ψ  та ( , )y ϕ ψ  

набувають різних значень залежно від того, яким точкам контура B2EB1 

вони відповідають (B2E  чи EB1). 
Дана задача далі буде доповнена нами ще й вимогами виконання 

рівнянь Лапласа для функцій ( , )x ϕ ψ , ( , )y ϕ ψ  на обидвох образах “берегів” 
лінії розділу перетоків ABC  для врахування її “роздвоєння” при переході 
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від області zG  до Gω . 
Алгоритм чисельного розв’язання проміжної задачі. Різницеві аналоги 
рівнянь (4), умов (3) та додаткових умов для граничних та приграничних 
вузлів у сітковій області Gγ

ω = {( , )}i jϕ ψ , де 

* 1 1

0 1 2 1

, 0, 1,

( ) , , ,
i

i i n

i n i n n

 ϕ + ⋅∆ϕ = −ϕ = 
ϕ + − ⋅∆ϕ =

 

*
* 1 1

1 2 1 1 2 1

1 3 1 1 3 1

, 0, 1,

( ) , , , для  ,

( ) , , , для  ,  
j

Q j j m

j m j m m m i n

j m j m m m i n

 − + ⋅∆ψ = −


ψ = − ⋅∆ψ = + ≤


− ⋅∆ψ = + ≥

 

1 0 * 1( ) / n∆ϕ = ϕ − ϕ , *
2 0 2( ) / n∆ϕ = ϕ − ϕ , *

1 * 1/Q m∆ψ = , 0
2 * 2/Q m∆ψ = , 

*
3 0 3/Q m∆ψ = , 1 2n n n= + , 1 2 1 2 3, , , ,n n m m m N∈ , запишемо у вигляді: 

 1
, 1, 1, , 1 , 1( , ) ( )i j i j i j i j i j i jx x x x x x−

− + − +
− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ
= ϕ ψ = α ⋅ + + +

∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ
, 

 1
, 1, 1, , 1 , 1( , ) ( )i j i j i j i j i j i jy y y y y y−

− + − +
− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ
= ϕ ψ = α ⋅ + + +

∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ
, (5) 

1 1 1 12 ( )− − − −
− + − +α = ∆ϕ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ + ∆ψ ∆ψ , ( ) / 2− +∆ϕ = ∆ϕ + ∆ϕ , ( −∆ψ = ∆ψ +  

) / 2++∆ψ ,  де значення −∆ϕ , +∆ϕ , −∆ψ , +∆ψ  вибираються з табл.1 в 

залежності від належності вузла ( , )i jϕ ψ  тїй чи іншій підобласті lG γ
ω  

сіткової області Gγ
ω ; 

1 10 , , 1 1 2( , ) 0, , ,n j n jf x y j m m m= = +  
1 10 , , 1 1 3( , ) 0, , ,n j n jf x y j m m m= = +   

 *
* 0, 0, 1 2 , , 1 3( , ) 0, 0, , ( , ) 0, 0, ,j j n j n jf x y j m m f x y j m m= = + = = +  

 
1 2 1 2,0 , ,0 , 1, , 0, ,i i m m i i m mx x y y i n+ += = =  

 1 3 1 3,0 , ,0 , 1, , ,i i m m i i m mx x y y i n n+ += = = ; (6) 

* *

, 2 1 , 2 1
, ,

(3 4 ) (3 4 ) 0n j n , j n , j n j n , j n , j
n j n j

f fx x x y y y
y x− − − −

   ∂ ∂
+ − − + − =   ∂ ∂   

, 

1 30,j = m m+ , 
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 * *
0, 0, 1 0, 2 0, 0, 1 0, 2( , )(4 3 ) ( , )(4 3 ) 0,j j , j j , j j j , j j , j

f fx y x x x x y y y y
y x

∂ ∂
− − − − − =

∂ ∂  

 
1 20 ,j = ,m m+  

 
1 1 1 1 1 1

1 1

0 0
, 2 1 , 2 1

, ,

(3 4 ) (3 4 ) 0,n j n , j n , j n j n , j n , j
n j n j

f fx x x y y y
y x− − − −

   ∂ ∂
+ − − + − =      ∂ ∂   

 

1 1 21 1j = m ,m m+ + − , 

 
1 1 1 1 1 1

1 1

0 0
1 , 2 1 , 2

, ,

(4 3 ) (4 ) 0,n , j n j n , j n , j n j n , j
n j n j

f fx x x y y y
y x+ + + +

   ∂ ∂
− − + − − − =      ∂ ∂   

 

  1 1 31 1j = m ,m m+ + − . (7) 

  Табл. 1. Структура областіGγ
ω .  

/l
lG Lγ

ω  0i  0j  0n  0m  m−  −∆ϕ  +∆ϕ  −∆ψ  +∆ψ  
1G γ
ω  0 1m  1n  2m  0 1∆ϕ  2∆ψ  
2G γ
ω  1n  1m  2n  3m  0 2∆ϕ  3∆ψ  
3G γ
ω  0 0 1n  1m  0 1∆ϕ  1∆ψ  
4G γ
ω  1n  0 2n  1m  0 2∆ϕ  1∆ψ  

' 'D E  0 1 1m −  1n  2 0 1∆ϕ  1∆ψ  2∆ψ  

' 'E F  1n  1 1m −  2n  2 0 2∆ϕ  1∆ψ  3∆ψ  

3' 'E B  1 1n −  0 2 1m  0 1∆ϕ  2∆ϕ  1∆ψ  

2 2' 'A B  0 1 2 1m m+ −  1n  2 1 2m m+  1∆ϕ  2∆ψ  1∆ψ  

1 2' 'B C  1n  1 3 1m m+ −  2n  2 1 3m m+  2∆ϕ  3∆ψ  1∆ψ  

Формули для знаходження невідомих величин 0
*Q , *

*Q  та *
0Q  

одержуємо на підставі умов “конформної подібності” елементарних 
сіткових чотирикутників [1 – 3] двох областей: 
 *

* 1 1Q m= ∆ψ , 0
* 2 2Q m= ∆ψ , *

0 3 3Q m= ∆ψ , 2 1 1∆ψ = γ ∆ϕ , 3 2 2∆ψ = γ ∆ϕ , 
 1 1 3 1 2 4 2 1 2( ) /( )n n n n∆ψ = γ ∆ϕ + γ ∆ϕ + , 

 
0 0 0 0

0 0

1 1
,

,0 0

1
l l l l

l l

i n j m
i j

l l l
i ji i j j

a
bn m

+ − + −

= =

γ = ∑ ∑ , (8) 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , 1 , , 1 , 1, 1 1, 1, 1 1,i j i j i j i j i j i j i j i j i ja x x y y x x y y+ + + + + + + += − + − + − + − , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, 1, , 1, , 1, 1 , 1 1, 1 , 1i j i j i j i j i j i j i j i j i jb x x y y x x y y+ + + + + + + += − + − + − + − , 

де 1,4l = , а компоненти вектора ( 0
li , 0

lj , 0
ln , 0

lm ) вибираються із стовпців  

2 – 5 відповідного підобласті lG γ
ω  рядка табл.1. 

Задавши кількість вузлів розбиття області Gω  1n , 2n , 1m , 2m , 3m  

параметри 1ε , 2ε , 3ε , що характеризують точність роботи алгоритму 
розв’язання відповідної (2) – (3) різницевої задачі, початкові наближення 
координат граничних вузлів (0)

0, jx , (0)
0, jy , 

1
(0)

,n jx , 
1

(0)
,n jy , (0)

,n jx , (0)
,n jy  (так, щоб 

виконувались умови (6)) та початкові наближення координат всіх 
внутрішніх вузлів (0) (0)

, ,( , )i j i jx y , знаходимо за формулою (8) початкові 

наближення величин 0
*Q , *

*Q  та *
0Q . Далі уточнюємо координати 

внутрішніх вузлів ( ) ( )
, ,( , )k k

i j i jx y  із заданою точністю 1ε  (k – номер загальної 

ітерації) за допомогою ітераційних схем (9) типу “хрест” в кожній з 
підобластей lG γ

ω  при 0 0 01, 1i i i n= + + − , 0 0 01, 1j j j m= + + −  (див. табл.1): 

 ( ) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, 1, 1, , 1 ,{ 1}( )k k k k k

i j i j i j i j i jx x x x x− − − − −
− + − +

− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ
= α ⋅ + + +

∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ
, 

 ( ) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, 1, 1, , 1 ,{ 1}( )k k k k k

i j i j i j i j i jy y y y y− − − − −
− + − +

− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ
= α ⋅ + + +

∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ
, (9) 

де 0 0

0 0

, ,
{ }

, ,

j j j m
j

j m j j m−

 ≠ += 
− = +

 m−  – параметр корекції індексів, введений 

для врахування “роздвоєння” лінії розділу перетоків ABC при переході від 
області zG  до Gω . 

Після цього, як і в [1 – 2], “підправляємо” граничні вузли, 
розв’язуючи наближено систему рівнянь (7), наприклад, методом Ньютона. 
Якщо величина зміщення граничних вузлів за проведену k-ту загальну 

ітерацію ( ) ( )2 2( ) ( 1) ( ) ( 1)
, , , ,,

max k k k k
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + −  ( ( , )i j  – індекси 

координат граничних вузлів) більша за 2ε , то повертаємось до уточнення 
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внутрішніх вузлів. В іншому випадку знаходимо нові наближення величин 
0
*Q , *

*Q  та *
0Q  за формулами (8). Якщо найбільша із змін за абсолютною 

величиною шуканих величин за останню проведену ітерацію більша за 3ε , 
то знову повертаємося до уточнення внутрішніх вузлів, в протилежному 
випадку – обчислюємо нев’язку “конформності” отриманої сітки 

2 2
1 2δ = δ + δ , де 1δ , 2δ  – нев’язки апроксимацій рівнянь (2) в Gω : 

 
4

1

1 1, 1, , 1 , 1
( , )

max ( ) ( )
l

l

l i j i j i j i j
i j G

x x y y
γ
ω

=

+ − + −
∈

δ = γ − − −


, 

 
4

1

2 1, 1, , 1 , 1
( , )

max ( ) ( )
l

l

l i j i j i j i j
i j G

y y x x
γ
ω

=

+ − + −
∈

δ = γ − + −


. 

Якщо потрібно підвищити ступінь точності наближеного розв’язку 
(зменшити нев’язку δ ), збільшуємо параметри розбиття області 1n , 2n , 1m , 

2m , 3m  та розв’язуємо задачу повторно (оптимальність співвідношення 
між ними досягається аналогічно до [7] шляхом оптимізації відповідних 
функціоналів). 

Як і в [1 – 5], обґрунтування побудованого алгоритму, що базується 
на  почерговому “замороженні” шуканих параметра конформності, 
внутрішніх та граничних вузлів криволінійної області, проводиться з 
використанням ідей методу блочної ітерації [1-5,8]. 
 
Програмна реалізація алгоритму та чисельні приклади. Вище 
описаний алгоритм чисельного розв’язання поставленої задачі 
реалізований у вигляді компьютерної програми для ПК IBM PC/AT, що 
використовує набір мультимедійних інструкцій SSE процесорів Pentium III 
та Athlon XP. Для перевірки його коректності проведена серія чисельних 
експериментів на тестовому прикладі при * { :L x iy= +  

* ( ) 2 cos( )x x t t= = − + , * ( ) sin( )y y t t= = , 0 2 }t≤ < π , * { :L x iy= +  
*(t) 4cos( )x x t= = , *( ) 4sin( )y y t t= = , 0 2 }t≤ < π , 0 { :L x iy= +  

0 (t) 1 cos( )x x t= = + , 0 ( ) sin( ) / 2y y t t= = , 0 2 }t≤ < π , * 0ϕ = , * 1ϕ = . Для 
знаходження значення потен-ціалу керування 0ϕ , при якому досягається 
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рівність витрат 0
*Q  та *

0Q , 
чисельно за алгоритмом, 
описаним вище, була розв’язана 
проміжна задача при різних 
допустимих значеннях потен-
ціалу керування. Результати 
обчислень для 50n = , 

4
1 2 3 10−ε = ε = ε =  наведені в 

табл.2 ( 1n , 2n , 1m , 2m , 3m  
вибиралися з умови найбільшої 
подібності побудованої сітки до квадратної). Графік залежності витрат від 

0ϕ  зображений на рис.2. Далі, використовуючи метод поділу відрізка 
пополам, на проміжку [0.6,0.7] було знайдене шукане значення потенціалу 
керування 0 0.64875ϕ ≈ . При цьому були отримані наступні результати: 

0 *
* 0 0.6375Q Q≈ ≈ , *

* 5.4394Q ≈ . Відповідна динамічна сітка зображена на 
рис.1. 

 Табл.2. Результати розрахунків для різних значень потенціалу керування.  

0ϕ  n1 n2 m1 m2 m3 0
*Q  *

0Q  *
*Q  δ  

0.15 8 42 283 2 118 0.004 2.205 5.314 0.523 
0.20 10 40 268 2 101 0.012 2.018 5.358 0.311 
0.30 15 35 272 4 83 0.081 1.656 5.431 0.350 
0.40 20 30 273 10 66 0.200 1.327 5.469 0.395 
0.50 25 25 274 17 51 0.349 1.025 5.480 0.414 
0.60 30 20 273 26 38 0.527 0.750 5.464 0.407 
0.70 35 15 271 37 25 0.746 0.503 5.419 0.266 
0.80 40 10 267 50 14 1.006 0.286 5.338 0.167 
0.90 45 5 260 67 5 1.345 0.109 5.197 0.240 
0.95 47 3 251 86 3 1.733 0.054 5.073 0.462 

 
Висновки і зауваження. 
1. Описаний в роботі алгоритм із незначними змінами може бути 

використаний для “прямого” розв’язання вихідної задачі без 

 
Рис.2. Графік залежності шуканих 
витрат від потенціалу керування 
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необхідності розв’язування серії проміжних задач. 
2. Запропонований алгоритм є особливо ефективним у випадках, коли: 

а) внутрішні контури *L  та 0L  малі (напр., свердловини) і важко 
побудувати рівномірну динамічну сітку у фізичній області; 

б) при вивченні різних процесів на даного роду ідеальних конвективних 
фонах, коли є смисл переходити від області zG  до відповідної області 
комплексного потенціалу. 
3. У перспективі планується розробка нами універсального алгоритму 

розв’язання такого роду модельних задач, що охоплює всеможливі 
варіанти формування течії в залежності від значень потенціалу 
керування 0ϕ  ( 0−∞ < ϕ < +∞ ), та його модифікація стосовно 
моделювання відповідних нелінійних процесів в неоднорідних та 
анізотропних середовищах з урахуванням взаємовпливу градієнтів 
напору та характеристик середовища. 
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