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УДК 539.3 

Батишкіна Ю.В.  

ЧАСТКОВЕ ПІДСИЛЕННЯ КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ В 
НЕСКІНЧЕННІЙ ПЛАСТИНІ ДВОМА ТОНКИМИ ПРУЖНИМИ 
СТРИЖНЯМИ  

Пропонується наближений метод розв’язку задачі про часткове підсилення 
криволінійного отвору двома тонкими пружними стрижнями змінної жорсткості в 
нескінченній ізотропній пластині. Подаючи компоненти деформації контуру отвору 
пластинки у вигляді інтегральних співвідношень з ядрами Гільберта, отримано 
систему чотирьох сингулярних інтегрально-диференціальних рівнянь відносно 
контактних зусиль, які визначаються методом граничної колокації. 

Однією з важливих задач сучасного машинобудування є підвищення 
надійності та довговічності машин та механізмів. Відомо [1 – 3], що одним 
із способів зниження концентрації напружень поблизу отворів в деталях 
машин є потовщення деякої зони навколо них. Підсилення отворів 
виконують у вигляді суцільних потовщень, а в деяких випадках, 
враховуючи особливості деталей чи з метою економії матеріалу – 
часткових. Дослідження останніх у науковій літературі проведено 
недостатньо через значну складність таких задач та розмаїття як форм 
отвору так і можливих розміщень підсилювальних стрижнів. Певної 
завершеності у розв’язанні цієї проблеми досягнуто у випадку часткових 
підсилень кругових отворів [4, 5]. Часткове підсилення криволінійних 
отворів в пластинках несиметричними і симетричними відносно осі 
симетрії отвору стрижнями сталого поперечного перерізу досліджено в 
роботах [6, 7]. Базуючись на результатах роботи [6], одержимо розв’язок 
задачі про часткове підсилення криволінійного отвору в пластині двома 
пружними стрижнями змінної жорсткості.  

Розглянемо нескінченну ізотропну пластину товщиною h2  з 
криволінійним отвором, обмеженим гладким контуром Γ , у вигляді 
правильного −N кутника із закругленими кутами. Введемо полярну 
систему відліку ( )δ,r  так, щоб полюс знаходився в центрі отвору, а 
полярна вісь співпадала з віссю Ox . Із серединною площиною пластинки 
сумістимо комплексну площину iyxz += . Декартову систему координат 
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Oxy  оберемо так, як показано на рис. 1.  
 

 
Рис. 1. Розрахункова схема задачі 

 
Нехай контур отвору Γ  на ділянках 21 Γ∪Γ=Γ′ , де [ ]** , 111 βα≡Γ , 

[ ]** , 222 βα≡Γ , частково підсилений двома стрижнями загального поло-
ження змінної жорсткості на розтяг або стиск. При цьому вважаємо, що 

**
11 α>β , **

12 β>α  і точки 0=δ  та π=δ  не належить одночасно жодному з 
проміжків. 

Стрижні будемо моделювати тонкими пружними лініями, 
наділеними жорсткістю на розтяг або стиск в площині пластинки. 
Жорсткістю на згин нехтуємо. На „нескінченності” в напрямках 
координатних осей на пластину діють рівномірно розподілені зусилля 
розтягу або стиску p  і q . 

Визначимо контактні зусилля ρT  і ρλS  в зоні підсилення, кільцеві 

зусилля λT  на контурі отвору і поздовжні зусилля λV  в підсилювальних 
стрижнях. 

Для розв’язування задачі здійснимо конформне відображення [1] 

 ( ) 








ξ
ε

+ξ=ξω=
−10 NRz  (1) 



Волинський математичний вісник 

 18 

зовнішності одиничного кола в площині λρ=ξ ie  на область, яку займає 
пластинка в площині iyxz += , де 0R  – характерний розмір отвору (не 
обмежуючи загальності, покладемо 10 =R ); ε  – параметр, що визначає 

відхилення форми многокутника від кола; 32 ,N = ; 1−=i . 
Співвідношення для визначення деформацій контура отвору при 

заданому навантаженні мають вигляд [5, 6]:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





λ+

−λ
π





+

π
−λν−=λε ∫∫

γ

∗
ρλ

γ

∗
ρ

∗
ρ

∗
λ 12

111
2

1 PdttctgtSdttTT
Eh

; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





λ+

−λ
π





−

π
−λν−=λ ∫∫

γ

∗
ρ

γ

∗
ρλ

∗
ρλ

∗
22

111
2

1 PdttctgtTdttSS
Eh

V . (2) 

Тут ( ) ( ) ;iViV σω′+ε=+ε ∗∗
λ  ( ) ( )σω′+=+ ρλρ

∗
ρλ

∗
ρ iSTiST ; λ=σ ie ; λε  – 

відносна осьова пружна деформація контура Γ ; V  – кут пружного 
повороту; ν,E  – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу 
пластинки; 21 γ∪γ=γ′  ( [ ]111 βα≡γ ; , [ ]222 βα≡γ ; ) – образ зони 
підсилення при відображенні (1);  
 ( ) ( )( ) ( ) λ−−λε−++= 22111 cosqpNcosNqpP ; (3) 

 ( )( ) ( ) λ−+λε−+−= 2212 sinqpNsinNqpP .  
Замінимо в (2) інтеграли по контуру γ  інтегралами на ділянках 

підсилення 21 γ∪γ=γ′  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫
β

α

∗
ρλ

β

α

β

α

∗
ρ

∗
ρ

∗
ρ

∗
λ +

−λ
π





+

π
−

π
−λν−=λε

1

1

1

1

2

2
2

1111
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 ( ) ( )
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+ ∫
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∗
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2

2

12
1 PdttctgtS ; (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −




 −λ
π

−
π

−
π

−λν−=λ ∫ ∫ ∫
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 ( ) ( )





λ+

−λ
π

− ∫
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α

∗
ρ 2

2

2
2

1 PdttctgtT . 
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Граничні умови на кожній ділянці підсилення мають вигляд [6] 

 ( ) λρ ε
ρ

= sFE~T 0
1 ;     ( )ρρλ ρ

∂
∂

−= T~
s

S ,     [ ]*
k

*
k ; βα∈δ ,     21,k = , (5) 

де ρ~  – радіус кривини отвору; ( )sFE0  – змінна жорсткість стрижня;  

 ( ) ( )
( )


γ∈λ
γ∈λ=

22
11

,sF
,sFsF ;    

( )2
3

22

1

β+α

Ω
=

ρ~
; 

 ( ) 222 σω′=β+α ;  ( ) β+α=σω′ i ; ( )( ) NN α+−β+α=Ω 122 ; 

 22 β+α

β+αε
=ε λ

λ

** V ;  22 β+α

βε−α
= λλ

λ

**VV ;  22 β+α

β+α
= ρλρ

ρ

** ST
T ;  22 β+α

β−α
= ρρλ

ρλ

** TS
S . 

Якщо (4), (3) підставити в (5), то отримаємо систему чотирьох 
інтегрально-диференціальних рівнянь з ядрами Гільберта для визначення 
зусиль в зоні підсилення 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )





+

−λ
λ

π




λβ+λα
+λν−

ρ
−λ ∫

β

α
ρλρρ

1

1
2

111
2

1 0
122

0 dttctgtSt,KT
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sFE
~T  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +τ
τ−λ

ττλ
π

+τττλ
π
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+ ∫∫∫
β
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β

α
ρ

β

α
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3

3

2

2

2
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534 d
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π

+
−λ

λ
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+ ∫∫
β

α
ρ

β

α
ρ

3

3

1

1
2

1
2

1
6

0
2 d

~
ctgT~,~KdttctgtTt,K  (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 011
21

0
1

0
2

1

1

1

1

=









λλβ+λλα+λ

π
−λ

π
+ ∫∫

β

α
ρ

β

α
ρλ PPdttTt,KdttSt,K ; 

 ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) +
λΩ

λβ+λα
λ∂

λ∂
+λ ρ

ρλ

22T
S  

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
0

321
2

22

=
λΩ

λβλα+−λβ+λαλ
+ ρ NNNT

; 

 [ ]kk ; βα∈λ ,   21,k = ,   1γ∈t ,   π+=τ *t ,   2γ∈*t ,   π+λ=λ *~ ,   2γ∈λ* . 

Тут  




γ∈λ
γ∈λ=

ρ

ρ
ρ

2

1
0

,T~
,TT ;  





γ∈λ
γ∈λ=

ρλ

ρλ
ρλ

2

1
0

,S~
,SS ;  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttt,K βλβ+αλα=λ1 ;  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttt,K αλβ−βλα=λ2 ;  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τβλβ+ταλα=τλ,K3 ;  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ταλβ−τβλα=τλ,K4 ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τβλβ+ταλα=τλ ~~,~K5 ;  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ταλβ−τβλα=τλ ~~,~K6 . 
Умови рівноваги підсилювальних стрижнів запишемо у вигляді [6] 

 ( ) 0=+∫
β

α

θ
ρλρ dseiST

*
k

*
k

i ,     21,k = , (7) 

де θ  – кут між нормаллю до контура Γ  та полярною віссю, ( )
( )σω′
σω′

= λθ ii ee . 

Проінтегрувавши (7) із врахуванням другої граничної умови (5), 
отримаємо  
 ( ) ( ) 0=α=β ρρ

*
k

*
k TT ,         21,k = . (8) 

Формули для визначення кільцевих зусиль на контурі отвору на 
підставі [5, 6] запишемо так 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





+λ

π
−λ

πλβ+λα
+λ=λ ∫∫

β

α
ρ

β

α
ρλρλ

1

1

1

1

0
1

0
222

111 dttTt,KdttSt,KTT  

 ( ) ( ) ( ) ( ) +τ
τ−λ

ττλ
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+
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+ ∫∫
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α
ρ
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1
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1
6

0
2 d

~
ctgT~,~KdttctgtTt,K  (9) 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
β

α
ρλ

β

α
ρλ +τ

τ−λ
ττλ
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−λ
λ

π
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0
1 d

~
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





λλβ+λλα+τττλ

π
−τττλ

π
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β

α
ρ

β

α
ρλ 2134

2

2

2

2

11 PPdT~,KdS~,K ; 

 [ ]kk ; βα∈λ ,  21,k = ,  1γ∈t ,  π+=τ *t ,  2γ∈*t ,  π+λ=λ *~ ,  2γ∈λ* .  
Поздовжня сила λV  в перерізах стрижня визначається із 

співвідношення [3, 5]  

 ( ) ( )ρλλ ν−= TT
Eh

sFEV
2
0 . (10) 
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Оскільки точне розв’язання системи (6) викликає великі математичні 
труднощі, то наближений розв’язок задачі будемо шукати методом 
граничної колокації Мультоппа-Каландия [4, 5, 8]. 

Заміною змінних 

 ( )002 bSaarctg +=λ ;        ( )002 bxaarctgt += ,  (11) 

[ ]
[ ]
[ ]





γ∈γ∈λ

γ∈γ∈λ
=

22
0

0
0
0

11
0
0

0
0

00
t,,b~,a~

t,,b,a
b,a ,  де 

2
22
11

0
0

α
−

β

=
tgtg

a ;  
2

22
11

0
0

α
+

β

=
tgtg

b , 

проміжок інтегрування [ ]11 βα ;  зводимо до [ ]11;− . Якщо проміжок 2Γ  
містить точку π , така заміна для перетворення [ ]22 βα ;  в [ ]11;−  не 
підходить, тому спочатку відобразимо [ ]222 βα=γ ;  на 

[ ] [ ]33223 βα=π+βπ+α=γ ;;  заміною *tt +π= . Після цього застосовуємо 
заміну змінних (11), в якій замість 0a , 0b  вибираються величини  

 
2

22
22

0

α
−

β

=
tgtg

a~ ;                
2

22
22

0

α
+

β

=
tgtg

b~ . 

На підставі (8) функція ( )λρT  обмежена на кінцях зони підсилення, а 

( )λρλS  – має кореневу особливість, тому наближений розв’язок системи (6) 

виберемо у вигляді [8] 

 ( )xxT 1
21 Φ−=ρ ; ( )x

x
S 221

1
Φ

−
=ρλ , (12) 

де ( )x1Φ , ( )x2Φ  – обмежені і неперервні на [ ]11;−  функції. Ввівши нові 
змінні ϕ= cosx ; ζ= cosS , запишемо загальний вигляд наближеного 
розв’язку системи (6) 

 ( ) ( )[ ] ( )∑
=

ρλρ ϕϕΦ












ϕ
ϕ

ϕ
ϕ=λλ

0

1

0
0

N

n
n

n

n
nn

n

n
nn ,

sin
B~

,sinA~,
sin

B
,sinAS,T . (13) 

Тут ( ) ( )
( )n

n
n

n
coscosN

sinNcos,
ϕ−ϕ

ϕϕ−
=ϕϕΦ

+

0

0
11 ; nn ϕ=ζ ; ( )002 bcosaarctg +ϕ=λ ; 

( )002 bcosaarctgt +ζ= ; 0N  – число точок колокації; π
−

=ϕ
02
12

N
m

m , 
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( )01 N,m =  – вузли Чебишева для інтерполяційного многочлена Лагранжа. 
Величини ( )λρT , ( )λρλS  в точках колокації kϕ=ϕ  мають вигляд  

 ( ) kkk sinAT ϕ=λρ
00 ;   ( )

k

k
k sin

B
S

ϕ
=λρλ

0
0 ;   1γ∈λk ; (14) 

 ( ) kkk sinA~T~ ϕ=λρ ;   ( )
k

k
k sin

B~
S~

ϕ
=λρλ , 2γ∈λk . 

Інтеграли з ядрами Гільберта, які входять в систему (6), в цих точках 
сингулярні і обчислюються за формулами 

 ( ) ( ) ( ) ×ϕλ=
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λ
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1 1
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Формули для обчислення ( )( )λ
λ ρT

d
d  в точках колокації наведено в 

[6]. 
Регулярні інтеграли з (6) на підставі [5, 6] обчислюються за 

формулами 

 ( ) ( ) ( ) 0
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1
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Підставши формули (14) – (16) в (6) отримаємо систему лінійних 
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алгебраїчних рівнянь для знаходження величин nn sinA ϕ0 , 
n

n
sin

B
ϕ

0
, nn sinA~ ϕ , 

n

n
sin

B~

ϕ
. 

Числові розрахунки проводились для різних значень 0N  до 
480 =N  і практично не змінюються, починаючи з 240 =N , що свідчить 

про задовільну збіжність методу граничної колокації.  
Досліджено вплив на напружений стан нескінченної ізотропної 

пластинки з трикутним отвором ( 3=N , 10.=ε ) жорсткості 
підсилювальних стрижнів та напрямку зусиль розтягу (стиску) на 
нескінченності. На рис. 2 – 4 наведено епюри розподілу кільцевих λT , 
нормальних ρT  та дотичних ρλS  зусиль при °−=α 601 ; °=β 601 ; °=α 1502 ; 

°=β 2102 ; 30.=ν ; 10 =hh ; 0500 .b =ρ .  
 

 
Рис. 2. Розподіл кільцевих зусиль на контурі отвору 
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Рис. 3. Розподіл нормальних зусиль на контурі отвору 

 

 
Рис. 4. Розподіл дотичних зусиль на контурі отвору 

 

Штрихові лінії відповідають 10 =E
E , суцільні – 50 =E

E , 

штрихпунктирні – 100 =E
E . 

Із наведених графіків видно, що при розміщенні підсилювальних 
стрижнів перпендикулярно до лінії дії зовнішніх зусиль, їх вплив 
незначний. При збільшенні жорсткості підсилення збільшуються 
контактні зусилля, залишаючись значно меншими від кільцевих.  
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