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УДК 518.001.57 

Барановський С.В., Щодро О.Є. 

АСИМПТОТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ РОЗВЯЗКІВ ОДНОГО КЛАСУ 
НЕЛІНІЙНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ РІВНЯНЬ 
КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ ТА ПРОБЛЕМИ МОДЕЛЮВАННЯ 
ПРОЦЕСІВ ЛОКАЛЬНО ЗОСЕРЕДЖЕНИХ ДЕФОРМАЦІЙ РУСЛА  

Розроблений метод наближення розв’язку одного класу нелінійних сингулярно збурених 
задач для рівнянь конвективної дифузії в областях із вільними межами – 
математичних моделей процесів локально зосереджених деформації русла при 
обтіканні циліндричних перешкод водним потоком. 

Вступ. Однією з головних причин порушення нормальної роботи та 
руйнування таких гідротехнічних споруд, як мостові опори, заплавні і 
руслові опори високовольтних ліній електропередач є розмив основ їх 
фундаментів, викликаний розвитком значних місцевих руслових 
деформацій [1, 2]. Тому дослідження цих процесів та створення на основі 
математичного та комп’ютерного моделювання нових ефективних методів 
прогнозування параметрів розмиву поблизу такого роду споруд і на 
сьогодні є досить важливим та актуальним. 

Приймаючи до уваги той факт, що в основі руслових процесів 
лежить взаємодія турбулентного потоку і русла, виражена, зокрема, в 
обміні наносами за рахунок їх постійного відкладення та зваження [3, 4], 
на основі відомої дифузійної теорії перенесення наносів запропонована 
математична модель процесу деформації незв’язного піщаного русла, в 
якій відрив, вертикальний підйом, перенесення та відкладення частинок 
грунту під впливом водного потоку розглядається як їх дифузія у рідину з 
деяким “фіктивним” коефіцієнтом в області із змінною в часі ділянкою 
границі (поверхнею дна) [5 – 7]. Зауважимо, що така дифузійна модель була 
раніше запропонована [3] для розрахунку розподілу наносів в потоці за 
умови незмінності положення поверхні дна. Окремі приклади застосування 
ідей дифузійної теорії для розрахунку процесів деформації русла за 
рахунок відкладення зважених наносів у водосховищах та відстійниках 
можна знайти в роботі [8]. 
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В даній роботі подана математична модель процесу деформації 
дрібнопіщаного однорідного дна русла, що виникає поблизу поодинокої 
незатопленої циліндричної перешкоди (наприклад, мостової опори) при її 
обтіканні водним потоком. Використовуючи залежність показникового 
виду для вертикального розподілу компонент wvu ,,  осередненої 

швидкості потоку ( ) ( )( ( )tzyxwtzyxvtzyxuV ,,,,,,,,,,,


 [9], подамо далі їх, з 
врахуванням впливу зміни положення поверхні дна ( ),,( tyxlz = ), у 
вигляді: 
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Тут α  – мале число, 00 , vu  – компоненти вектора швидкості рідини на її 
поверхні. Будемо надалі також вважати, що русло складається з настільки 
дрібних частинок, що впливом на кінематичні та турбулентні 
характеристики потоку при їх змуленні можна знехтувати. 
 
Постановка задачі. Розглядаючи відрив частинок грунту з поверхні дна та 
їх наступний вертикальний підйом у рідині під впливом турбулентного 
потоку як дифузію з деяким фіктивним «коефіцієнтом» та вважаючи, що 
перенесення частинок у потоці здійснюється переважно за рахунок 
конвекції, аналогічно до [5 – 7], приходимо в області 

{ } { :),,,(\0),,,(0,,:),,,( tzyxttyxlzyxtzyxG ><<+∞<<∞−+∞<<∞−=  

}0),,,(0,222 ><<<+ ttyxlzRyx  із змінною в часі ділянкою границі 

),,( tyxlz =  до наступної модельної задачі: 
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де ),,,( tzyxc  – концентрація частинок в точці ),,( zyx  у момент часу t , 0w  

– швидкість осідання частинок в стоячій воді, ∗c  – концентрація частинок 
грунту на поверхні дна, R – радіус мостової опори, n  – вектор нормалі до 
границі області, орієнтований в її середину. Тут Dε  – “фіктивний” 
коефіцієнт дифузії, який пов’язаний з інтенсивністю проникнення 
частинок грунту в рідину, ε – малий параметр. Рівняння (6) описує умову 
балансу маси наносів на вільній ділянці границі області (поверхні дна), 0l  
– початкове положення поверхні дна. Концентрацію частинок у 
початковий момент часу, відповідно до дифузійної теорії змулення дрібних 
наносів, задамо у вигляді [3, 8, 10]: 

 ( )
( )

D
zl

eczyxc ε
−γ

−

∗=
0

,, . 
Вважаючи, що розподіл компонент швидкості 00 , vu  водного потоку 

на поверхні рідини близький до відповідного випадку потенцального руху, 
у першому наближенні можемо задати їх як і у випадку обтікання 
циліндричної перешкоди (мостової опори) необмеженим потенціальним 
потоком, при якому не враховується зона відриву потоку за спорудою. З 
метою врахування цього явища замінимо обтікання циліндричної 
перешкоди потенціальним потоком відповідним обтіканням деякого 
профілю Жуковського. Тоді, здійснивши конформне відображеня області 

{ } { }0,:\,: =ψ+<ϕ<−ψ+ϕ=ω+∞<ψ<∞−+∞<ϕ<∞−ψ+ϕ=ω=ω RRiiG
 на зовнішність профілю Жуковського (див., наприклад, [11, 12]) при 
відповідності 00 2 RvR ∞−→− , 00 2 RvR ∞→ , ∞→∞ , яке реалізується 
функцією 
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2

2
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2

4
4

2 Rv
RRvvz  

знайдемо співвідношення для компонент швидкості 00 , vu , які після 
розділення дійсної і уявної частини приймуть вигляд: 
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3 4 ∞−ψ−ϕ= vRX , ϕψ= 23Y . 

Тут ψϕ,  – відповідно потенціал та функція течії даного фіктивно 

ідеального горизонтального потоку, ),(),( ψϕ+ψϕ= iyxz  – точка фізичної 

області, ∞u  – значення швидкості ідеального горизонтального потоку в 

нескінченності, 0R  – параметр, що характеризує розмір зони відриву 
потоку. 

Переходячи від області G  до відповідної області 
( ){ ,:,,, +∞<ϕ<∞−ψϕ=∗ tzG  } \0) ,) ,,() ,,((0, ttyxlz >ψϕψϕ<<∞+ψ<∞−  

( ){ ,22,0:,,,\ RuRutz ∞∞ <ϕ<−=ψψϕ  }0),),,(),,((0 >ψϕψϕ<< ttyxlz , 
перепишемо задачу (4)-(5) у вигляді: 
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Ввівши нові змінні rhs ,, , які пов’язанні із z,, ψϕ  

співвідношеннями: 
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Асимптотичне наближення розв’язку. Провівши дискретизацію часу t  з 
настільки малим кроком t∆ , щоб на кожному із проміжків [ ]1, +kk tt  можна 
було б знехтувати зміною вільної ділянки границі, у випадку сильної 
узгодженості початкової та граничних умов [5, 7, 13], покроково в 
областях { ,,:),,,( +∞<<∞−+∞<<∞−=∗ hstrhsG k }10 ,0 +<<<< kk tttlr , 
розв’язок задачі (10)-(11) шукатимемо наближено у вигляді 
асимптотичного ряду: 
 RПPPccc kkkkkk ++ε++ε+= ++++++ 11,11,01,11,01 , (14) 

де ( )trhscck ,,,1 =+  для 1+<< kk ttt , )( 2ε= OR  – залишковий член, 

),,,(1, thsP ki η+  – примежові функції в околі 0lr =  ( ),,( ktyxlz = ), η – 

розтягнута змінна (i=0,1), 1+kП  – примежові функції в околі 0=r , 

),,,(1, trhsc ki +  – члени регулярної частини асимптотики (тут взято тільки 

нульовий та перший члени асимптотики лише з метою зменшення об’єму 
викладок, інші ж члени, при додаткових вимогах узгодженості початкової 
та граничних умов, знаходяться аналогічно) [13, 14]. При цьому члени 
регулярної частини асимптотики (14) для кожного часового етапу 
запишуться у вигляді [7, 13, 14]: 
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Тут 1−f , kg ,1−  – функції, які отримуються в результаті розв’язання відносно 

змінних rs,  системи нелінійних рівнянь: 
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Розкладаючи в околі 0lr =  коефіцієнти біля похідних у рівнянні (10) 

в скінченні ряди Тейлора та вводячи змінну η (
ε
−

=η
rl0 ), аналогічно до [5 

– 7, 13], знаходимо вирази для примежових функцій ),,,(, thsP ki η  ( 1,0=i ) 

на кожному часовому етапі: 
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Функції 1+kП  у даному випадку близькі до нуля, а тому віднесемо їх 
до залишкового члену R . У загальному ж випадку вони знаходяться 
аналогічно до того, як це зроблено, наприклад, в роботі [13]. 

Використовуючи отриманий розв’язок ( )trhsck ,,,1+  та рівність (9), 
визначимо положення границі ),,( kthsl  за формулою: 
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Для остаточної визначеності поставленої модельної задачі необхідно 
встановити співвідношення для “фіктивного” коефіцієнта дифузії, який 
пов’язаний з інтенсивністю проникнення частинок грунту в рідину, а тому 
має залежати як від характеристик турбулентного потоку, так і від 
параметрів частинок, з яких складається поверхня дна. Зауважимо, що в 
дифузійній теорії перенесення зважених наносів пропонуються різні 
форми залежності для такого коефіцієнта. Зокрема, згідно гіпотези 
Маккавеєва про коефіцієнт турбулентного обміну [3, 10], пропонується 
приймати його пропорційним осередненій швидкості потоку. При 
використанні такої форми залежності у запропонованій моделі отримаємо 
максимальне пониження розрахункового положення поверхні дна в 
області, де найбільші значення осередненої швидкості потоку. Проте, у 
випадку обтікання циліндричних мостових опор використання такої 
гіпотези для “фіктивного” коефіцієнта дифузії при дослідженні процесу 
деформації русла можливе лише в початкові проміжки часу, коли 
формування вирви розмиву розпочинається біля бічних сторін опори, де 
найбільші значення осередненої швидкості потоку. Поглиблення, які 
утворюються на початку процесу розмиву поступово “рухаються” до 
передньої стінки і згодом з’єднуються перед перешкодою [1, 4]. Таке 
явище пояснюється тим, що набігаючий потік сповільнюється перед 
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опорою, енергія його руху переходить в потенціальну, що спричиняє 
підвищення інтенсивності турбулентності в цій зоні, а, отже, і 
інтенсивність зваження частинок з поверхні дна. З метою врахування 
впливу на інтенсивність “проникнення” частинок в рідину такого фактору 
сповільнення та підвищення швидкості потоку перед опорою, пропонуємо 
задавати “фіктивний” коефіцієнт дифузії залежним не лише від значення 
швидкості потоку, але і від його градієнту у вигляді наступного 
модельного співвідношення: 

 ∂ϕ
∂

β+α
χλ=ε

VV
D , (22) 

де χ, λ, α, β – деякі числа (параметри), які підбираються за результатами 
експериментальних досліджень. 
 

 
Рис. 1. Розрахункова конфігурація поверхні дна поблизу циліндричної мостової опори 

 
Результати чисельного експерименту. На рис. 1 зображено розрахункову 
конфігурацію поверхні дна поблизу циліндричної мостової опори при 
швидкості набігаючого потоку – 1=∞u м/с, радіусі опори – 1=R м, глибині 
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набігаючого потоку – 10 =l м, грунт приймався однорідним з діаметром 

частинок 1=d мм. На рис. 2, 3 відповідно зображені графіки залежності 
прогнозованої глибини вирви розмиву від швидкості набігаючого потоку 
та від діаметра частинок однорідного ґрунту. 

Зауважимо, що наближений розв’язок вихідної задачі може бути 
знайдений і методом скінченних різниць. 
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 Рис. 2. 1 – d=0,5мм; 2 – d=1,0мм ; Рис. 3. 1 – ∞u =0,3м/с; 2 – ∞u =0,6м/с; 

 3 – d=1,5мм, 4 – d=2,0мм; 3 – ∞u =0,9м/с; 4 – ∞u =1,2м/с; 

 5 – d=2,5мм. 5 – ∞u =1,5м/с; 6 – ∞u =1,8м/с; 

  7 – ∞u =2,1м/с; 8 – ∞u =2,4м/с. 

Висновки. Порівняльний аналіз розрахункової форми вирви 
розмиву, залежностей максимальної глибини розмиву від швидкості 
набігаючого потоку та середнього діаметру частинок ґрунту з 
відповідними даними натурних та експериментальних спостережень [1, 2] 
підтверджує адекватність запропонованої моделі: зона максимального 
пониження поверхні дна розміщена перед опорою, а за нею – зона 
активного відкладення наносів. Використання запропонованої вище 
методики математичного моделювання процесу деформації дна русла 
дозволяє розраховувати не лише максимальну глибину вирви розмиву, але 
і її форму та зону відкладення частинок з урахуванням транспортування 
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наносів, а також прогнозувати розвиток процесу в часі. 
Зауважимо, що запропонована методика математичного 

моделювання стосується випадків, коли руслоформуючі наноси 
переносяться потоком переважно у зваженому стані. За І.Нікітіним [15] 
область зважених руслоформуючих та транзитних наносів для 
рівномірного турбулентного потоку знаходиться в межах 15,30 <∗vw , де 

∗v  – динамічна швидкість [15]. 
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