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 С.В.Барановський, А.Я.Бомба, В.В.Скопецький, 2004 С.7–16 

УДК 518.001.57 

Барановський С.В., Бомба А.Я., Скопецький В.В. 

ПРО АСИМПТОТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ ОДНОГО КЛАСУ 
НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ ТА МОДЕЛЮВАННЯ 
ПРОЦЕСІВ ДЕФОРМАЦІЙ РУСЛА НА ДІЛЯНКАХ ПЛАНОВОГО 
РОЗШИРЕННЯ ТА ПОВОРОТУ РУСЛА 

На основі розробленого методу асимптотичного наближення розв’язку одного класу 
нелінійних сингулярно збурених задач для рівнянь конвективної дифузії в областях із 
вільними межами, пропонується підхід до моделювання і дослідження процесів 
деформації русла водним потоком на ділянках планового розширення і повороту русла. 

Вступ. Приймаючи до уваги той факт, що в основі руслових процесів 
лежить взаємодія турбулентного потоку і русла, виражена, зокрема, в 
обміні наносами за рахунок їх постійного відкладення та змулення [1-4, 8], 
на основі відомої дифузійної теорії перенесення наносів в роботах [5-7] 
запропонована математична модель процесу деформації незв’язного 
піщаного русла, в якій відрив, вертикальний підйом, перенесення та 
відкладення частинок ґрунту під впливом водного потоку розглядається як 
їх дифузія у рідину з деяким “фіктивним” коефіцієнтом в області із 
змінною в часі ділянкою границі (поверхнею дна) . Зауважимо, що така 
дифузійна модель була раніше запропонована [3] для розрахунку розподілу 
наносів в потоці за умови незмінності положення поверхні дна. Окремі 
приклади застосування ідей дифузійної теорії для розрахунку процесів 
деформації русла за рахунок відкладення зважених наносів у 
водосховищах та відстійниках можна знайти в роботі [8]. 

В цій роботі подана математична модель процесу деформації 
дрібнопіщаного однорідного дна турбулентним водним потоком на 
ділянках планового розширення та повороту русла. Використовуючи 
залежність показникового вигляду для вертикального розподілу компонент 

, ,u v w осередненої швидкості потоку ( ) ( )( , , , , , , , ,V u x y z t v x y z t


 ( )), , ,w x y z t  

[9], подамо далі їх, з врахуванням впливу зміни положення поверхні дна 
( ( , , )z l x y t= ), у вигляді: 
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 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0, , ,
, , ,

, ,1 , ,

m

m
u x y l l x y t z

u x y z t
l x y tl x y t

 −
= + α 

+ α  
; (1) 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0, , ,
, , ,

, ,1 , ,

m

m
v x y l l x y t z

v x y z t
l x y tl x y t

 −
= + α 

+ α  
; (2) 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )
0 0 0

2

, , , , , , , ,
, , ,

, ,1 , ,

m
x y

m

l l x y t u x y l x y t v x y l x y t z
w x y z t

l x y tl x y t

′ ′+  −
= + α 

+ α  
. (3) 

Тут α  – мале число, 0 0,u v  – компоненти вектора швидкості рідини на її 
поверхні. Будемо надалі також вважати, що русло складається з настільки 
дрібних частинок, що впливом на кінематичні та турбулентні 
характеристики потоку при їх замуленні можна знехтувати. 

Постановка задачі. Розглядаючи відрив частинок ґрунту з поверхні дна та 
їх наступний вертикальний підйом у рідині під впливом турбулентного 
потоку як дифузію з деяким “фіктивним” коефіцієнтом та вважаючи, що 
перенесення частинок у потоці здійснюється переважно за рахунок 
конвекції, аналогічно до [5-7], приходимо в області {( , , , ) :G x y z t=  

} {0, 0 , 0 ( , , ), 0 ( , , , ) :0 , ( )x y H z l x y t t x y z t x x tg−∞ < ≤ ≤ ≤ < < > ∪ < < +∞ ⋅ πα ≤

}( ), 0 ( , , ), 0y H x tg z l x y t t≤ ≤ + ⋅ πα < < >  із змінною в часі ділянкою границі 

( , , )z l x y t=  до наступної модельної задачі: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0, , , , , , , ,c c c c cD x y z u x y z v x y z w x y z w
z z x y z t

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ε − − − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

; (4) 

 ( ) ( ), , ,0 , ,c x y z c x y z= ; 
0

0
z

c
z =

∂
=

∂
, 

2 2 2
0

x y R

c
n + =

∂
=

∂
, ( ), ,z l x y tc c∗= = ;  (5) 

 ( ) ( )( )
( )

0
, ,

, , , ,n n
z l x y t

c d lD x y z V x y z w c c
n d t∗

=

 ∂
ε − + = ∂ 

; ( ) 0, ,0l x y l= ,  (6) 

де ( , , , )c x y z t  – концентрація частинок в точці ( , , )x y z  у момент часу t , 0w  – 
швидкість осідання частинок в стоячій воді, c∗  – концентрація частинок 
ґрунту на поверхні дна, H  – ширина набігаючого потоку (рис.1), n  – 
вектор нормалі до границі області, орієнтований в її середину. Тут Dε  – 
“фіктивний” коефіцієнт дифузії, який пов’язаний з інтенсивністю  
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πα 

H a Gz′ 

 
 Рис. 1. Планова конфігурація русла  Рис. 2. Планова конфігурація русла 
 на ділянці його повороту  на ділянці його розширення 

 
проникнення частинок ґрунту в рідину, ε – малий параметр. Рівняння (6) 
описує умову балансу маси наносів на вільній ділянці границі області 
(поверхні дна), 0l  – початкове положення поверхні дна. Концентрацію 
частинок у початковий момент часу, відповідно до дифузійної теорії 
змулення дрібних наносів, задамо у вигляді [3, 8, 10]: 

 ( )
( )0

, ,
l z

Dc x y z c e
γ −

−
ε

∗= . 

Важливим питанням при використання запропонованої моделі 
деформації дна русла є встановлення модельного співвідношення для 
“фіктивного” коефіцієнта дифузії, який пов’язаний з інтенсивністю 
проникнення частинок ґрунту в рідину, а тому має залежати як від 
характеристик турбулентного потоку, так і від параметрів частинок, з яких 
складається поверхня дна. Зауважимо, що в дифузійній теорії перенесення 
змулених наносів пропонуються різні форми залежності для такого 
коефіцієнта. Зокрема, згідно гіпотези Маккавеєва про коефіцієнт 
турбулентного обміну [3, 10], пропонується приймати його пропорційним 
осередненій швидкості потоку. В загальному випадку таку залежність 
можна представити у вигляді: 
 D V βε = α , 
де α, β – деякі числа (параметри), які підбираються за результатами 
експериментальних досліджень. 

Вважаючи, що розподіл компонент швидкості 0 0,u v  (див. (1)-(3)) 
водного потоку на поверхні рідини близький до відповідного випадку по-
тенціального руху, знайдемо співвідношення для цих компонент, здій-
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снивши конформне відображення області { }: 0 Im 1G iω = ω = ϕ + ψ ≤ ω ≤  на 

область Gz  ( ( , ) ( , )x iy= ϕ ψ + ϕ ψz ) (див. рис. 1) при відповідності −∞ → −∞ , 
0 0→ , ∞ → ∞ , яке реалізується функцією 

 1
0

1cos
(cos )

eH d
e

αω πω

α πω

 − = απ ω 
απ +  

∫z . 

Зауважимо, що у випадку дослідження процесів деформації дна на 
ділянці розширення русла його планову конфігурацію можна представити 
у вигляді області G ′z  (рис. 2). Тоді, аналогічно до випадку повороту русла, 
відповідне конформне відображення області Gω  на область G ′z  буде 
реалізуватись функцією 

 
0 ( 1)

a

a
He aia d
a e

αω πω

πω

 + ′ = + ω 
+  

∫z . 

Переходячи від області G  до відповідної області 
( ){ }, , , : ,0 1, 0 ( ( , ), ( , ), ), 0G z t z l x y t t∗ = ϕ ψ − ∞ < ϕ < +∞ ≤ ψ ≤ ≤ ≤ ϕ ψ ϕ ψ > , пе-

репишемо задачу (4)-(5) у вигляді: 

 ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

2 2
0 0 0, , , ,

, , ,
, ,1 , ,

m

m

u v l l t zc cD V z l
z z l tl t

ϕ ψ + ϕ ψ  ϕ ψ − ∂ ∂ ∂
ε ϕ ψ − + α −  ∂ ∂ ϕ ψ ∂ϕ+ α ϕ ψ   

 

 ( )( )0, , , ;c cw z l w
z t

∂ ∂
− ϕ ψ + =

∂ ∂
 (7) 

 ( ), , ,0 ( , , )c z c zϕ ψ = ϕ ψ ; ( )
0

, , ,
0

z

c z t
z =

∂ ϕ ψ
=

∂
, ( ) ( ), ,, , , z l tc z t c∗= ϕ ψϕ ψ = ,  

 ( )
0,

2 2

, , ,
0

u R u R

c z t

∞ ∞
ψ=
− <ϕ<

∂ ϕ ψ
=

∂ψ
; (8) 

 ( )( ) ( )( )
( )

0
, ,

, , , , , ,n n
z l t

c d lD V z l V z l w c c
n d t∗

= ϕ ψ

 ∂
ε ϕ ψ − ϕ ψ + = ∂ 

; ( ) 0, ,0l lϕ ψ = . (9) 

Ввівши нові змінні , ,s h r , які пов’язанні із , , zϕ ψ  
співвідношеннями: 

 0, ,
( , , )

l zs h r
l t

= ϕ = ψ =
ϕ ψ

, 
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перепишемо рівняння (7), (8) та рівності (1)-(3) відповідно у вигляді:  

 
( )
( )

2 22 0 0 00 0 0 0
2

01

m

m

u v ll l r l wc c c cD
r r l s l r tl l

+    −∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ε − + α − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ α   

; (10) 

 ( ), , ,0 ( , , )c s h r c s h r= ; ( )
0

, , ,
0

r

c s h r t
r =

∂
=

∂
, ( )

0
, , ,

r l
c s h r t c∗=

= , 

 ( )
0

2 2

, , ,
0

h
u R s u R

c s h r t
h

∞ ∞
=

− < <

∂
=

∂
; (11) 

 ( )
( )

0 0 0

0
, , ,

1

m

m
u l z lu s h r t

l l
 −

= + α 
+ α  

;  (12) 

 ( )
( )

0 0 0

0
, , ,

1

m

m
v l z lv s h r t

l l
 −

= + α 
+ α  

; (13) 

 ( )
( )

( )

2 2
0 0 0 0

2
0

, , ,
1

m
s

m

l u v l l rw s h r t
ll

′+  −
= + α 

+ α  
. (14) 

Асимптотичне наближення розв’язку. Провівши дискретизацію часу t  з 
настільки малим кроком t∆ , щоб на кожному із проміжків [ ]1,k kt t +  можна 

було б знехтувати зміною вільної ділянки границі, у випадку сильної 
узгодженості початкової та граничних умов [5, 7,13], покроково в областях 

{( , , , ) : , ,kG s h r t s h∗ = − ∞ < < +∞ − ∞ < < +∞ }0 10 , k kr l t t t +< < < < , розв’язок 

задачі (10)-(11) шукатимемо наближено у вигляді асимптотичного ряду: 
 1 0, 1 1, 1 0, 1 1, 1 1k k k k k kc c c P P Ï R+ + + + + += + ε + + ε + + , (15) 

де ( )1 , , ,kc c s h r t+ =  для 1k kt t t +< < , 2( )R O= ε  – залишковий член, 

, 1( , , , )i kP s h t+ η  – примежові функції в околі 0r l=  ( ( , , )kz l x y t= ), η – 

розтягнута змінна (i=0,1), 1kÏ +  – примежові функції в околі 0r = , 

, 1( , , , )i kc s h r t+  – члени регулярної частини асимптотики (тут взято тільки 

нульовий та перший члени асимптотики лише з метою зменшення об’єму 
викладок, інші ж члени, при додаткових вимогах узгодженості початкової 
та граничних умов, знаходяться аналогічно) [13, 14]. При цьому члени 
регулярної частини асимптотики (15) для кожного часового етапу 
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запишуться у вигляді [7,13,14]: 

 ( ) ( )( )1 1,
0, 1

, , , , ï ðè ;
0,    ï ðè ;

k k k k k k k k
k

k k

c f f g t t g f g t t t t gc
t t g

− −
+

 − − − − < +
=  > +

 (16) 

 
( ) ( )

1
0 0

00

( , , )
1 1

m

m
l l rf s h r

lm w

+
 −

= + α + 
+ + α  

 

 
( ) ( )

( )
2 2

0 00 00

, ,
, ( , , ) ;

, ,

s
k

k
l s h t rds g s h r

l wu s h v s h
+ =

+∫


 
 (17) 

 
1

1, 1 1 1,( ( , ), ( , ), ) ,
k

k

t

k k k k k k
t

c F f f g t t t g f g t t t t dt
+

+ − −= − − + − − +∫      (18) 

 
( )

2
0, 10

2( , , , )
, ,

k
k

k

clF s h r t D
r rl s h t

+∂ ∂
= −  ∂ ∂ 

; ( )( )( ), , , , ,k kD D V s h r l s h t= . (19) 

Тут 1f− , 1,kg−  – функції, які отримуються в результаті розв’язання відносно 

змінних ,s r  системи нелінійних рівнянь: 1

2

( , , ),
( , , ).

f s h r
g s h r

Θ =
Θ =

 

Розкладаючи в околі 0r l=  коефіцієнти біля похідних у рівнянні (10) 

в скінченні ряди Тейлора та вводячи змінну η ( 0l r−
η =

ε
), аналогічно до 

[5-7, 13], знаходимо вирази для примежових функцій , ( , , , )i kP s h tη  ( 0,1i = ) 

на кожному часовому етапі: 

 ( )( ) ( )
( )0

0 0

, ,
, ,

0, 1 0, 1 0( , , , ) , , , ,
k

k

l s h tw
D s h l l

k kP s h t c c s h l t e
− ⋅ η

+ ∗ +η = − ⋅  (20) 

 
( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
0 00, 1 0

1, 1 2 2
0 0

, , , ,, , , , ,
( , , , )

2 , , 1 , ,
s kk k

k m
k k

l s h t u s h v s hc c s h l t l s h t
P s h t

l D s h l l s h t
∗ +

+

  ′ +− η = ×
  + α

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

2 2
0 0 0 0 2

0 0 0 0 0

, , , ,
, , , ,

1
s

s

m
km

k km

l D s h l u s h v s h
l D s h l w l D s h l

′ + α
′× α − − η +
+ α 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2
0 0 0 0 0

0 0 0

, , , , , , , , , ,1
, ,1 , ,

s
m

s k k k k
m

kk

u s h v s h l l s h t D s h l l s h t D s h l

l w D s h ll s h t

 ′ ′+ α −
+ ×
 + α
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( ( ))
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

2 2
0 0 0 0, 1 0

0, 1 0

, , , , ,
, , , , ,

1

m
k

k km

u s h v s h l c s h l t
c c s h l t l s h t

s
+

∗ +

 + α ∂× − + + ×
 ∂+ α

( ) ( ) ( )
( )0

0 0

, ,
, ,0, 1 0

1, 1 0
, , ,

, , , .
k

k

l s h tw
D s h l lk

k
c s h l t

c s h l t e
t

− η
+

+

∂
× η − ×∂  

 (21) 

Функції 1kÏ +  у даному випадку близькі до нуля, а тому віднесемо їх 
до залишкового члену R . У загальному ж випадку вони знаходяться 
аналогічно до того, як це зроблено, наприклад, в роботі [13].  

Використовуючи отриманий розв’язок ( )1 , , ,kc s h r t+  та рівність (9), 

визначимо положення границі ( , , )kl s h t  за формулою:  

 1 2 2 2 2
* 0 0

( , , ) ( , , )
1 [ ( , ) ( , )][ ( , , ) ( , , )]

k k
s k h k

tl s h t l s h t
c u s h v s h l s h t l s h t

+
∆

= + ×
′ ′+ + +

  

 2 2 2 20 0
0 0

( , , ) {[ ( , ) ( , )][ ( , , ) ( , , )] 1}
( , , )
k

s k h k
k

D s h l l u s h v s h l s h t l s h t
l s h t

 ε ′ ′× − + + + ×


  

 2 2
0, 1 0 1 1, 1 0 1 0 0 0[ ( , , , ) ( , , , )] {[ ( , ) ( , )]k k k kc s h l t c s h l t w u s h v s h

r + + + +
∂

× + ε − + ×
∂

  

 2 2
0, 1 0 1[ ( , , ) ( , , )] 1}[ ( , , , )s k h k k kl s h t l s h t c c s h l t∗ + +′ ′× + + − −   

 
2 2

0 0 0
1, 1 0 1 0

0

( , , )[ ( , ) ( , )]( , , , )]
( , , )

k
k k

k

D s h l u s h v s hc s h l t w c
l s h t w+ + ∗

ε +
−ε − + ×   

 
2 2

2 2 0 0 0
0, 1 0 1

[ ( , ) ( , )][ ( , , ) ( , , )] [ ( , , , )]
(1 )

m

s k h k k km
u s h v s h ll s h t l s h t c c s h l t∗ + +

 + α′ ′× + × − ×
+ α

  

 2 20 0
0 0

0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) [ ( , ) ( , )]
( , , )

s k k k ks

k

l s h t D s h l l s h t D s h l u s h v s h
D s h l

′ ′−
× + + ×   

 0, 1 0 1 0, 1 0 10 ( , , , ) ( , , )
( , , ) .

(1 )

m
k k k k

km
c s h l t c s l tl l s h t

s t
+ + + + ∂ ∂ α

× ⋅ + ∂ ∂+ α 
 (22) 

Результати чисельного експерименту. На рис. 3 зображено 
розрахункову конфігурацію поверхні дна на ділянці повороту русла при 
швидкості набігаючого потоку – 0.5u∞ = м/с, ширині набігаючого потоку – 

1H = м, глибині набігаючого потоку – 0 1l = м, ґрунт приймався однорідним 
з діаметром частинок 0.5d = мм. На рис. 4, 5 відповідно 
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 Рис. 3. Розрахункова конфігурація поверхні дна на ділянці повороту русла 
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 Рис.4. Розрахункова залежність  Рис.5. Розрахункова залежність  
 максимальної глибини вирви розмиву від  максимальної глибини вирви розмиву від  
 швидкості набігаючого потоку середнього діаметра частинок грунту 

 

зображені графіки залежності прогнозованої глибини вирви розмиву від 
швидкості набігаючого потоку та від діаметра частинок однорідного 
ґрунту. 

На рис. 6 зображено розрахункову конфігурацію поверхні дна на 
ділянці планового розширення русла при 1.0u∞ = м/с, 1a = м (див. рис. 2), 

0 1l = м, 0.5d = мм. 
Зауважимо, що наближений розв’язок вихідної задачі може бути 

знайдений і методом скінчених різниць.  
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 Рис. 6. Розрахункова конфігурація поверхні дна на ділянці планового розширення русла 

 

Висновки. Порівняльний аналіз розрахункової форми вирви розмиву, 
залежностей максимальної глибини розмиву від швидкості набігаючого 
потоку та середнього діаметру частинок ґрунту з відповідними даними 
натурних та експериментальних спостережень підтверджує адекватність 
запропонованої моделі. Використання запропонованої вище методики 
математичного моделювання процесу деформації дна русла дозволяє 
розраховувати не лише максимальну глибину вирви розмиву, але і її форму 
та зону відкладення частинок з урахуванням транспортування наносів, а 
також прогнозувати розвиток процесу в часі. 

Зауважимо, що запропонована методика математичного 
моделювання стосується випадків, коли руслоформуючі наноси 
переносяться потоком переважно у зваженому стані. За І. Нікітіним 
область зважених руслоформуючих та транзитних наносів для 
рівномірного турбулентного потоку знаходиться в межах 0 3,15w v∗ < , де 
v∗  – динамічна швидкість [15]. 
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