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УДК 518.61.001.573 

Климюк Ю.Є., Присяжнюк І.М. 

МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ КОНВЕКТИВНО-ДИФУЗІЙНОГО 
ПЕРЕНОСУ У ВИПАДКУ МНОГОЧЛЕННОЇ ЗАЛЕЖНОСТІ 
КОЕФІЦІЄНТА ДИФУЗІЇ ВІД КОНЦЕНТРАЦІЇ 

На основі плоскої крайової задачі на конформне відображення внутрішньої області 
криволінійного чотирикутника на прямокутну побудовано асимптотичне наближення 
розв’язку плоскої нелінійної сингулярно збуреної крайової задачі в криволінійному 
чотирикутнику, обмеженому двома еквіпотенціальними лініями та двома лініями 
течії, у випадку многочленної залежності коефіцієнта дифузії від концентрації. 
Наводяться результати числових досліджень. 

Вступ. У роботах [1-3], ґрунтуючись на відомій публікації Вішика В.Й., 
Люстерника Л.А. [4], розроблено асимптотичний метод розв’язання 
типових крайових та змішаних задач для сингулярно збурених 
параболічних та еліптичних рівнянь у прямокутних областях 
(прямокутник, півсмуга і т. ін.) з урахуванням різного рівня гладкості 
початкової і граничних умов та їх узгодженості у кутових точках. В 
роботах [5-6] показано, що найбільш ефективною методикою розв’язання 
двовимірних задач для рівнянь конвективної дифузії при фільтрації 
підземних вод є перетворення цих рівнянь у нових незалежних змінних – 
координат області комплексного потенціалу. Використання згаданої 
методики сумісно з аналітичними і чисельно-аналітичними методами дало 
можливість отримати точні або наближенні аналітичні розв’язки найбільш 
типових плоских задач типу “конвекція-фільтрація” в багатозв’язних 
областях [7-9], задач гетеродифузії [10-11], нелінійних задач із запізненням 
[12]. У цій роботі розглянуто розв’язання плоскої нелінійної сингулярно 
збуреної крайової задачі у випадку многочленної залежності коефіцієнта 
дифузії від концентрації. 
 
Постановка задачі. Для області (0, )G Gτ= × ∞ , де G ABCDτ =  ( ( , )x yτ = ) – 
однозв’язна чотирикутна криволінійна область, обмежена 
еквіпотенціальними лініями 1{ : ( , ) 0}AB f x y= τ = , 2{ : ( , ) 0}CD f x y= τ =  та  
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а)                        б) 

Рис. 1. Просторова фізична область Gτ  (а) та відповідна область комплексного 

потенціалу wG  (б) 

 
лініями течії 3{ : ( , ) 0}AD f x y= τ = , 4{ : ( , ) 0}BC f x y= τ =  (рис. 1а), 
розглянемо нелінійну модельну задачу конвективної дифузії: 
  v grad= ϕ

 , 0div v = , 

 
, , 0,AB DC AD BC y x

AB

Q v dx v dy
n

∗
∗ ∪

∂ϕ
ϕ = ϕ ϕ = ϕ = = − +

∂ ∫ ; (1) 

 
0 0

1 1

,

s s s s
s s

s s

x y

C C C Ca a C a a C
x x y y

C C Cv v
x y t

λ λ

= =

       ∂ ∂ ∂ ∂
ε + ε + + ε −           ∂ ∂ ∂ ∂       

∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂

∑ ∑
 (2) 

 ( ),ABC c M t∗= , ( )* ,CDC c M t= , ( )** ,ADC c M t= , ( )** ,BCC c M t= ,  (3) 

 ( )0
0( , ) , ,C M t c M t=   (4) 

де ( ) ( )( ), , ,x yv v x y v x y  – вектор, а ( ),x yϕ = ϕ  – потенціал швидкості 

фільтрації ( 2 2
*( , ) ( , )x yv x y v x y v+ > >> ε , 0 ∗

∗< ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ < ∞ ) в точці 

( ),x yτ = , ( , , )C x y t  – концентрації розчинних в потоці речовин в точці 

( ),x yτ =  в момент часу t ; ε  – малий параметр ( 0ε > ), λ  – довільне 

натуральне число, M , n  – біжуча точка та нормаль до відповідної кривої, 
( , )c M t∗ , ( , )c M t∗ , ( , )c M t∗∗ , ( , )c M t∗∗ , 0

0 ( , )c M t  – достатньо гладкі функції, 
узгоджені між собою в кутових точках області G . Крім цього вважаємо, 

τ 
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що функція 0
0 ( , , )c x y t  при 0t =  задовольняє умови, які забезпечують 

необхідну для проведення подальших викладок гладкість розв’язку 
( , , )C C x y t= . 

Нехай задача (1) шляхом конформного відображення [10] wG Gτ   
(або wG Gτ ) є розв’язаною, зокрема, знайдено поле швидкостей 

( )( , ), ( , )x yv x y v x y . Здійснивши заміну змінних ( ),x x= ϕ ψ , ( ),y y= ϕ ψ  у 

рівнянні (2) та умовах (3), (4), приходимо до відповідної “дифузійної 
задачі” для області wG : 

 ( ) ( )2
0

1
, s s

s
s

v a a C C C
λ

ϕϕ ψψ
=

 
ε ϕ ψ + ε ⋅ + +  

∑  

 ( ) ( )1 2 2 2
1

2
, ,s s

s t
s

a s a c C C v C C
λ

−
ϕ ψ ϕ

=

 
+ ε + ε + − ϕ ψ ⋅ =    

∑  (5) 

 ( ) ( ) ( )( , , ) , , ( , , ) , , ( , , ) , ,C t c t C t c t C Q t c t∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ψ ϕ = ϕ  

 ( ) ( )0
0( , , ) , , ( , ,0) , .C Q t c t C c∗ ∗∗ϕ = ϕ ϕ ψ = ϕ ψ  (6) 

 

Розв’язання задачі. Розв’язок задачі (5) з точністю 2( )O ε  шукаємо у 

вигляді асимптотичного ряду 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2

2

0 1
0

2 2

2
0 0

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,
i i

i
i

i

i i
i i

C t C t C t Ï t

P t Ã t R t
=

= =

ϕ ψ = ϕ ψ + ε ⋅ ϕ ψ + ε ⋅ ξ ψ +

+ ε ⋅ ϕ η + ε ⋅ ϕ µ + ϕ ψ ε

∑

∑ ∑
 (7) 

де ( ), ,iC tϕ ψ  ( 0,1i = ) – члени регулярної частини асимптотики, зокрема: 

0C  – розв’язок відповідної виродженої задачі (конвективного переносу); 

1C  – поправка, яка враховує “вплив” дифузії всюди у заданій області (за 

виключенням деякої її приграничної ділянки), ( )2 , , ,R tϕ ψ ε  – залишковий 

член, ( ), ,iÏ tξ ψ  ( 0,2i = ) – функції типу пограншару в околі ∗ϕ = ϕ , 

( ), ,iP tϕ η , ( ), ,iÃ tϕ µ  – функції типу пограншару відповідно в околах 
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*Qψ = , *Qψ = , що враховують вплив “бічних джерел забруднень” ( *c , **c , 

**c ), 
∗ϕ − ϕ

ξ =
ε

, *Qψ −
η =

ε
, 

*Q −ψ
µ =

ε
 – відповідні регуляризуючі 

перетворення. 

Підставивши (7) в (6) та застосувавши стандартну “процедуру 

прирівнювання”, аналогічно до [1-3,6] для знаходження функцій 0C  та 1C  

приходимо до таких задач: 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
0 0

0
0 0 0 * *

, 0,
, ,0 , , , , , ,

tv C C
C c C t c t

ϕ ϕ ψ ⋅ + =
 ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ = ψ

  

 
( )
( ) ( )

2
1 1

1 1 *

, ( , , ),
, ,0 0, , , 0,

tv C C g t
C C t

ϕ ϕ ψ ⋅ + = ϕ ψ
 ϕ ψ = ϕ ψ =  

де 
2 2

2 0 0
0 2 2( , , ) ( , ) .C Cg t v a
 ∂ ∂

ϕ ψ = ϕ ψ ⋅ ⋅ + 
∂ϕ ∂ψ 

 

В результаті їх розв’язання маємо: 

 ( )
( )( ) ( )
( )( )( ) ( )0 10

0

, , , , ,
, ,

, , , , , ,
c t f t f

C t
c f f t t f
∗

−

 ψ − ϕ ψ ≥ ϕ ψ
ϕ ψ =  ϕ ψ − ψ ψ < ϕ ψ  

 

 ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( )

2

1
1

0

, , , ,
, , ,

,
, ,

( , , ), , , , ,
t

g s t f f s
ds t f

v s
C t

g f f t t t dt t f

∗

ϕ

ϕ

−

 ψ − ϕ ψ + ψ
≥ ϕ ψ

ψϕ ψ = 
 ϕ ψ − + ψ ψ < ϕ ψ


∫

∫   

  

де ( )
( )

*

2,
,

dsf
v s

ϕ

ϕ

ϕ ψ =
ψ∫


 – час проходження виділеної частинки вздовж лінії 

течії ( , )x yψ = ψ  від точки * *( ( , ), ( , ))x yϕ ψ ϕ ψ   до точки ( ( , ), ( , ))x yϕ ψ ϕ ψ  , 

1f −  – функція обернена до функції f  стосовно змінної ϕ . 
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Функції типу пограншару 
2

0

i
i

i
Ï Ï

=
= ε ⋅∑  призначені для усунення 

нев’язок, внесених побудованою регулярною частиною 0 1C C+ ε ⋅  в околі 

границі виходу фільтраційного потоку ∗ϕ = ϕ . Для їх знаходження маємо 

задачі [6]: 

 0 0 0 0
*

0 0 *

0, 0,

(0, , ) ( , ) ( , , ),

a Ï Ï Ï

Ï t ñ t C t
ξξ ξ

ξ→∞
⋅ + = →


ϕ = ψ − ϕ ψ

 

 
2

0 1 1 * 1

1 1 * 1 0

( , ) ( , , ),
(0, , ) ( , , ), ( , , ) 0,

a Ï Ï v d t
Ï t C t Ï t

−
ξξ ξ

ξ→

 ⋅ + = ϕ ψ ⋅ ξ ψ
 ψ = − ϕ ψ ξ ψ →


 

 
2

0 2 2 * 2

2 2 0

( , ) ( , , ),
(0, , ) 0, ( , , ) 0,

a Ï Ï v d t
Ï t Ï t

−
ξξ ξ

ξ→

 ⋅ + = ϕ ψ ⋅ ξ ψ
 ψ = ξ ψ →


 

де 2 * 2 * 20
1 1 0 0 1 0 2( , , ) ( , ) ( , ) , ( , , )Ïd t v a Ï Ï v a Ï d t

t ξξ ξ
∂

ξ ψ = − ϕ ψ ⋅ ⋅ ⋅ − ϕ ψ ⋅ ⋅ ξ ψ =
∂

 

2 21
1 * 1 0 1 1 0 0 0

*

2 ( , , ) ( , ) 2 ( )
( , )t

v d tÏ v a Ï Ï vv a Ï Ï Ï
v ξξ ξξ ξ

′ ⋅ ξ ⋅ ξ ψ ′= + − ϕ ψ ⋅ ⋅ + ⋅ ξ ⋅ ⋅ + −
ϕ ψ

 

2 2 2 2
* 2 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 2 0 0( , ) ( ( 2 ) 2 2 ).v a Ï Ï Ï C a Ï Ï Ï a Ï a Ï Ïξξ ξξ ψψ ξ ξ− ϕ ψ ⋅ ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + ⋅

Функція 
2

/ 2

0

i
i

i
P P

=
= ε ⋅∑  (яка є функцією типу пограншару) призначена для 

усунення нев’язок в околах граничних ліній течії *Qψ = . Аналогічно до [6-

9], для її знаходження в результаті проведення стандартної процедури 

“прирівнювання” [2] приходимо до таких задач : 
2

* 0 0 0 0 0
**

0 * 0 * 0 *

( , ) ( ) , ( , , ) 0,

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),
tv Q a Ð Ð Ð P t

P Q t c t C Q t Ï Q t
ηη ϕ

η→∞
 ϕ ⋅ ⋅ + = ϕ η →


ϕ = ϕ − ϕ − ϕ
 

2
* 0 1 1 1 1

1 * 1

( , ) ( ) ( , , ),
( , , ) 0, ( , , ) 0,

tv Q a Ð Ð Ð U t
P Q t P t

ηη ϕ

η→∞

 ϕ ⋅ ⋅ + = + ϕ η
 ϕ = ϕ η →

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2
* 0 2 2 2 2

2 * 1 1 2

( , ) ( ) ( , , ),
( , , ) , ( , , ) 0,

tv Q a Ð Ð Ð U t
P Q t C Ï P t

ηη ϕ

η→∞

 ϕ ⋅ ⋅ + = + ϕ η
 ϕ = − − ϕ η →


 

де 2 1 2
1 * 0 2 1 1( , , ) ( , ) , ( , , ) 2 ( ) ( )t tU t v Q P U t v v P U vv v− −′ ′′ ′ϕ η = − ϕ ⋅ ϕ η = − ⋅η⋅ + − + ×  

2 2 2
0 * 0 0 1 0 0 1 0 0 0 *( , ) ( ( 2 ( ( , , )tv P v Q a P a P P a P P Ï Q t−

ϕϕ ηη η η× ⋅ − ϕ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ξ +

0 0 *( , , )))P C Q t+ ⋅ ϕ . Задачі для погранфункцій ( )
2

/ 2

0
, , i

i
i

Ã t Ã
=

ϕ µ = ε ⋅∑  

знаходяться аналогічно. 
 
Числові розрахунки. Приведемо результати розрахунку розглянутого 
вище процесу “конвекції-дифузії” на ідеальному фільтраційному фоні, 
породженому особливими точками 1 0z =  и 2 4z =  (відповідно витік і втік 
однакових інтенсивностей 0 2Q = π ), комплексний потенціал якого – 

0 1 2( / 2 ) ln(( ) /( ))w Q z z z z= π ⋅ − − ,  при * 1.4ϕ = − , * 1.4ϕ = , { :AD z=  

}( , ) 5 / 6x yψ = π , { }: ( , ) 3 / 2BC z x y= ψ = π . На рис.2 а), б) зображені 

рівномірна сітка області комплексного потенціалу wG  та відповідна 

динамічна сітка в zG : *
* *( , ) (( ) ) / 20

df

ix y iϕ = ϕ = ϕ + ϕ − ϕ ⋅ , ( , )x yψ =  

*( ) /10
df

j Q j= ψ = ⋅ , 0,20i = , 0,10j = , величина швидкості фільтрації 

 

   
 

а)                       б) 
Рис. 2. Фізична область zG  (а) і поле швидкостей відносно відповідної їй області 

комплексного потенціалу wG  (б) 
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  а)                       б) 

Рис. 3. Розподіл концентрації речовини вздовж ліній течії 1 3.456ψ =   (а) та 

2 4.294ψ =  (б) в моменти часу 1 1.659t = , 2 6.802t =  при 1,10, 20α =  

 

( ) 1/ 2
( / )( / )v dz dw dz dw

−
=  у вузлах ( , )i jϕ ψ  і лінії фронту конвективного 

переносу ( , ) kf tϕ ψ = , 1,6k =  при 1 0.3492t = , 2 0.8882t = , 3 1.6592t = , 

4 2.6492t = , 5 3.7584t = , 6 4.8258t =  (криві 1-6 відповідно). 
На рис. 3 зображено розподіл концентрацій ( , , )C tϕ ψ  розчинних 

речовин при величині малого параметра 0.01ε = , /( 1)ia i= α + , початковій 
0 2 2
0 ( , ) 5/(( 1.4) )c ϕ ψ = ϕ+ + ψ  та граничних умовах 2( , ) 5/( 3 )c t y t∗ ψ = + , 

2( , ) 5/( 3 7.84)c t t∗ ψ = ψ + + , 2 2( , ) 5/(( 1.4) 3 (5 / 6) )c t t∗∗ ϕ = ϕ + + + π , ( , )c t∗∗ ϕ =  
2 25/(( 1.4) 3 (3 / 2) )t= ϕ + + + π . 

Висновки і зауваження. Конструкція побудованого розв’язку (7) 
нелінійної сингулярно збуреної крайової задачі в криволінійному 
чотирикутнику, обмеженому двома еквіпотенціальними лініями та двома 
лініями течії, у випадку многочленної залежності коефіцієнта дифузії від 
концентрації дає можливість автономно доповнювати (збурювати) основну 
його частину відповідними “дифузійними поправками” і поправками в 
околах виходу фільтраційної течії та граничних ліній течії. 

Якщо початкова та граничні умови недостатньо узгодженні або 
недостатньо гладкі, то тут можливою є процедура згладження 
негладкостей розв’язків вироджених задач вздовж характеристик, що 
виходять із кутових (ребрових) точок області (0, )wG × ∞  [5], та побудова 
кутових функцій [1]. 

У перспективі запропоновану методику можна перенести на випадки 
розв’язання відповідних просторових сингулярно збурених задач для 
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багатозв’язних областей [7-9], задач гетеродифузії [10-11], а також 
нелінійних задач із запізненням [12]. 
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Климюк Ю.Е., Присяжнюк И.М. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ 
КОНВЕКТИВНО-ДИФФУЗНОГО ПЕРЕНОСА В СЛУЧАЕ МНОГОЧЛЕННОЙ 
ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТА ДИФФУЗИИ ОТ КОНЦЕНТРАЦИИ // На основе 
плоской краевой задачи на конформное отображение внутренней области 
криволинейного четырехугольника на прямоугольную построено асимптотическое 
приближение решения плоской нелинейной сингулярно возмущенной краевой задачи в 
криволинейном четырехугольнике, ограниченном двумя эквипотенциальными линиями и 
двумя линиями течения, в случае многочленной зависимости коэффициента диффузии 
от концентрации. Приводятся результаты численных исследований. 
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Klymyuk YU. E., Prysjazhnjuk I. M. THE MODELING OF "CONVECTION-
DIFFUSION” MIGRATION IN THE CASE OF POLYNOMIAL DEPENDENCE OF 
DIFFUSION COEFFICIENT FROM CONCENTRATION. Asymptotic approximation of the 
solution of planar nonlinear singular indignant boundary problem for the system of nonlinear 
equations of three component convectional diffusion in curvilinear tetragon, bounded by the 
two equipotential lines and two lines of current on the basis of the flat boundary value 
problem on conformal mapping of the internal area of a curvilinear quadrangle on the 
rectangular is constructed in the case of polynomial dependence of diffusion coefficient from 
concentration. Results of numerical researches are presented. 
 




