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УДК 518.61.001.573 

Пригорницький Д.О. 

НЕЛІНІЙНІ ОБЕРНЕННЯ МОДЕЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА 
КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ ДЛЯ ТРИЗВ’ЯЗНИХ ОБЛАСТЕЙ 

Систематизовано підхід до розв’язування модельних задач на конформні відображення 
для тризв’язних областей, обмежених еквіпотенціальними лініями. Відповідні 
постановки модельних задач сформульовані з точки зору оптимізації певних 
функціоналів (величин втоків, витоків, перетоків тощо) відносно значення одного з 
граничних потенціалів, як параметра керування.  

Вступ. У роботах [1-8] для побудови динамічної сітки потенціальних і 
квазіпотенціальних полів, розрахунку різного роду профілів, зокрема 
крилових [7,8], із одночасним знаходженням інших характеристик (витрат, 
перетоків і т. ін.) широко використовувався метод обернених крайових 
задач (конформних і квазіконформних відображень). Зокрема у роботах 
[1-5] розглядалися відповідні модельні крайові задачі для випадку 
двозв’язної фізичної області, обмеженої еквіпотенціальними лініями. При 
поширенні розробленої методики на випадки областей більш складної 
геометрії (тризв’язні) автори наштовхнулися на певні труднощі, адже у цих 
випадках область комплексного (квазікомплексного) потенціалу Gω  
будується неоднозначно [9, 10] і, одночасно із побудовою алгоритму 
чисельного розв’язування конкретної нелінійної оберненої задачі, виникає 
проблема вибору відповідної конфігурації області Gω  з усіх можливих 23 
варіантів. У роботах [9, 10] ця проблема описана в загальному, а у [11, 12] 
для окремих випадків формування течії розроблені алгоритми 
розв’язування відповідних модельних задач.  
 У цій роботі пропонується систематизований підхід до постановок 
такого роду задач та побудови алгоритмів їх розв’язування. При цьому, на 
відміну від [9, 10], ми розглядатимемо випадки, для яких значення 
потенціалу *ϕ  зовнішнього контура *L  більше за потенціал *ϕ  одного із 
внутрішніх межових контурів *L  (рис.1-3). Особливий інтерес для нас 
представлятимуть випадки (називатимемо їх „ключовими” або 
“оптимальними”, всі інші – „проміжними”), які характеризуються такими 
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значеннями керуючого потенціалу 0ϕ  (задається на одному з внутрішніх 
межових контурів області), при яких за додаткових умов досягається 
мінімум (чи максимум) величини одного з перетоків між контурами 
області. 
 
Загальна постановка задачі. У тризв’язнiй криволiнiйнiй області zG  

( )= +iz x y , обмеженій замкненими гладкими контурами 

{ ( ) 0}L z x iy f x y∗ ∗= = + : , = , 0 0{ ( ) 0}L z f x y= : , = , {L z∗ = :  ( ) 0}f x y∗ , = , 
розглянемо модельну крайову задачу на знаходження потенціалу ϕ : 

0∆ϕ = , L∗ ∗ϕ = ϕ , L∗
∗ϕ = ϕ , 

0 0Lϕ = ϕ , ∗
∗−∞ < ϕ < ϕ < +∞ , 0−∞ < ϕ < +∞ , де 

0ϕ  – керуючий потенціал ( 0L  – відповідний контур-носій керуючого 
потенціалу). 

Як відомо, шляхом введення функції течії ( )x yψ = ψ ,  (комплексно-
спряженої до ( ))x yϕ = ϕ ,  та умовного розрізу Γ  області zG  вздовж однієї з 
ліній розділу течії, ця задача зводиться до конформного відображення 

( ) ( ) ( ), ,z x y i x yω= ω = ϕ + ψ  області \zG Γ  (при невідомих ділянках її 

границі) на відповідну область комплексного потенціалу Gω  або до задачі 

на обернене конформне відображення ( ) ( ) ( ), ,z z x iy= ω = ϕ ψ + ϕ ψ , 

\zG Gω → Γ  при відповідності кутових точок з одночасним обчисленням 
невідомих параметрів-витрат [1-5, 9-12]. 

В залежності від співвідношення граничних потенціалів ∗ϕ , *ϕ , 0ϕ  
область комплексного потенціалу Gω  набуває різної геометричної 
конфігурації. На основі евристичних міркувань з наступним логічним 
обґрунтуванням нами встановлено 23 можливі випадки формування течії, 
які зображені на рис.1–3. Кожен із можливих випадків (їх надалі 
“іменуватимемо” як p.q, де p – номер відповідного рисунка, 1,3p = , q – 
порядковий номер випадку на рисунку) характеризується тим чи іншим 
набором перетоків між контурами, що обмежують модельну область. Так, 
наприклад, для випадків 1.1 та 1.2 характерним є те, що 0L  є лінією витоку, 

а контури *L  та *L  – лініями втоку. Випадок 1.2 є ключовим у тому 
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розумінні, що точка H  розгалуження потоків співпадає із деякою точкою 
A  внутрішнього контуру *L , а величина перетоку від 0L  до *L  (надалі 
позначатимемо: 0 *L L→ , де 0L  – контур-джерело, а *L  – контур-приймач) 

є мінімальною за умови відсутності перетоку *
*L L→ . 

При подальшому зростанні потенціалу керування 0ϕ  (випадки 1.3–

1.5), до двох наявних перетоків додається третій ( *
*L L→ ). Особливістю 

випадку 1.4 є те, що сумарний потік через контур *L  дорівнює нулю. 
На рис. 1.6-1.8, 2.1, 2.2 зображені ситуаційні стани у випадках 

відсутності перетоків між внутрішніми контурами. Випадок 1.6 є 
ключовим у тому розумінні, що точка H  розгалуження перетоків (рис. 1.6) 
співпадає з деякою точкою A  внутрішнього контуру *L  (при цьому 

величина перетоку *
*L L→  досягає свого мінімального значення, а *

0L L→  
– максимального). Особливістю випадку 1.8 є те, що потенціали 
внутрішніх контурів рівні, а ключового випадку 2.2 – те, що точка H  
розгалуження потоків співпадає з деякою точкою B  внутрішнього контуру 

0L  (при цьому величина перетоку *
*L L→  є максимальною, а *

0L L→  – 
мінімальною за умови відсутності перетоку між внутрішніми контурами). 

На рис. 2.3-2.5 зображені ситуаційні стани за умов наявності 
перетоків * 0L L→  та *

0L L→ . Особливістю випадку 2.4 є те, що загальний 
потік через 0L  дорівнює нулю. 

За умови відсутності перетоку *
0L L→  (2.6–2.7, 3.1–3.3) випадки 2.6 

і 3.3 є ключовими у тому розумінні, що точка H  розгалуження потоків 
співпадає в першому випадку з точкою B  внутрішнього контуру 0L  (при 
цьому величина перетоку * 0L L→  досягає свого мінімального значення), а 
у другому – з точкою C  зовнішнього контуру *L  (величина перетоку 

* 0L L→  досягає свого максимального значення). 
Далі зображені у певному сенсі “зворотні” відносно 1.1–1.8 

ситуаційні стани. Так, на рис 3.4–3.6 зображені випадки наявності трьох 
перетоків (“зворотних” по відношенню до 1.3–1.5). При цьому, 
особливістю 3.5 є рівність величин втоку в контур *L  та витоку з нього. 
Випадок 3.7 є ключовим за умов відсутності перетоку з *L  до *L  у тому 
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розумінні, що точка H  розгалуження потоків співпадає з точкою C  
зовнішнього контуру *L , а величина перетоку * 0L L→  досягає свого 
локального мінімуму. 

У кожному з 23-х випадків формування течії, область комплексного 
потенціалу є многокутником, сторони якого паралельні осям координат. 
Неповна визначеність геометричної конфігурації області комплексного 
потенціалу Gω  (а саме, її залежність від співвідношення величин 

граничних потенціалів ∗ϕ , *ϕ , 0ϕ ) зумовлює необхідність побудови як 
алгоритмів числового розв’язання задачі для кожного із зазначених 
випадків окремо, так і “алгоритму вибору”, призначеного для вибору 
одного з описаних вище випадків. Головним моментом при вирішенні цієї 
проблеми вцілому є розв’язування в першу чергу ключових 
(оптимізаційних) задач ( 1,6q = ), що визначаються додатковою умовою на 

знаходження того із значень потенціалу керування 0ϕ = q
kϕ , при якому 

досягається мінімум або максимум величини одного із перетоків. Таких 
допоміжних задач під час виконання “алгоритму вибору” необхідно буде 
розв’язати у “найгіршому” випадку не більше двох, а після вибору 
конкретного випадку необхідно буде розв’язати додатково ще одну 
“проміжну” задачу для того, щоб отримати розв’язок вихідної задачі. При 
цьому зауважимо, що “проміжні” задачі 1.3–1.5, 2.3–2.5 та 3.4–3.6 можуть 
бути розв’язані “погрупово” (за спільним для групи випадків алгоритмом), 
зважаючи на геометричну „подібність” (в певному сенсі) відповідних 
областей комплексного потенціалу. 
 
Алгоритм вибору. Нехай задані геометрична конфігурація фізичної 
області zG  (криві *L , *L , 0L ) та значення граничних потенціалів *ϕ , *ϕ , 

0ϕ . Тоді загальний алгоритм вибору конкретного випадку з можливих 
можна записати у вигляді послідовності таких кроків: 
1) Якщо 0 *ϕ = ϕ  або *

0ϕ = ϕ , то маємо відповідно конкретні випадки 1.8 
та 3.1. Інакше – продовжуємо виконання алгоритму. 

2) Якщо 0 *ϕ < ϕ , то переходимо до п.8. Якщо *
0ϕ > ϕ , то переходимо до 

п.13. 
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3) У випадку, коли *
0 * 0ϕ −ϕ > ϕ − ϕ , переходимо до п.6. 

4) Розв’язуємо задачу 2.2. Зокрема, знаходимо відповідне ключове 
значення 3

kϕ . Якщо 3
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 2.2. Якщо 3

0 kϕ < ϕ , то 
маємо випадок 2.1. 

5) Знаходимо ключове значення 4
kϕ  як результат розв’язання 

оптимізаційної задачі 2.6. Якщо 4
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 2.6. Якщо 

4
0 kϕ > ϕ , то маємо випадок 2.7. При 4

0 kϕ < ϕ  маємо один з випадків 2.3–
2.5. 

6) Розв’язуємо задачу 2.6 та знаходимо відповідне ключове значення 4
kϕ . 

Якщо 4
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 2.6. Якщо 4

0 kϕ > ϕ , то маємо випадок 
2.7. 

7) Розв’язуємо задачу 2.2. Зокрема, знаходимо відповідне ключове 
значення 3

kϕ . Якщо 3
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 2.2. Якщо 3

0 kϕ < ϕ , то 

маємо випадок 2.1. При 3
0 kϕ > ϕ  маємо один з випадків 2.3–2.5. 

8) У випадку, коли *
* 0 *ϕ −ϕ >> ϕ − ϕ , переходимо до п.11. 

9) Розв’язуємо задачу 1.6 та знаходимо відповідне ключове значення 2
kϕ . 

Якщо 2
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 1.6. Якщо 2

0 kϕ > ϕ , то маємо випадок 
1.7. 

10) Знаходимо ключове значення 1
kϕ  як результат розв’язання 

оптимізаційної задачі 1.2. Якщо 1
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 1.2. Якщо 

1
0 kϕ < ϕ , то маємо випадок 1.1. При 1

0 kϕ > ϕ  маємо один з випадків 1.3–
1.5. 

11) Знаходимо 1
kϕ  як результат розв’язання оптимізаційної задачі 1.2. Якщо 

1
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 1.2. Якщо 1

0 kϕ < ϕ , то маємо випадок 1.1. 
12) Розв’язуємо задачу 1.6, зокрема, знаходимо відповідне ключове  
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Рис. 1. Всеможливі випадки для *

0 *−∞ < ϕ ≤ ϕ < ϕ  
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Рис. 2. Всеможливі випадки для *

* 0ϕ < ϕ < ϕ  
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Рис. 3. Всеможливі випадки для *

* 0ϕ < ϕ ≤ ϕ < ∞  
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значення 2
kϕ . Якщо 2

0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 1.6. Якщо 2
0 kϕ > ϕ , то 

маємо випадок 1.7. При 2
0 kϕ < ϕ  маємо один з випадків 1.3–1.5. 

13) У випадку, коли * *
0 *ϕ −ϕ >> ϕ − ϕ , переходимо до п.16. 

14) Знаходимо ключове значення 5
kϕ  як результат розв’язання відповідної 

оптимізаційної задачі 3.3. Якщо 5
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 3.3. Якщо 

5
0 kϕ < ϕ , то маємо випадок 3.2. 

15) Розв’язуємо задачу 3.7 та знаходимо відповідне ключове значення 6
kϕ . 

Якщо 6
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 3.7. Якщо 6

0 kϕ > ϕ , то маємо випадок 

3.8. При 6
0 kϕ < ϕ  маємо один з випадків 3.4–3.6. 

16) Розв’язуємо задачу 3.7, зокрема, знаходимо відповідне ключове 

значення 6
kϕ . Якщо 6

0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 3.7. Якщо 6
0 kϕ > ϕ , то 

маємо випадок 3.8. 

17) Знаходимо ключове значення 5
kϕ  як результат розв’язання відповідної 

оптимізаційної задачі 3.3. Якщо 5
0 kϕ = ϕ , то маємо випадок 3.3. Якщо 

5
0 kϕ < ϕ , то маємо випадок 3.2. При 5

0 kϕ > ϕ  маємо один з випадків 3.4–

3.6. 
 
Різницеві аналоги ключових та проміжних задач. Загальний алгоритм 
їх розв’язування. Алгоритми розв’язування, як проміжних так і ключових 
задач, для вибраних конкретних випадків формування течії були нами 
розроблені у [9-12]. Всі вони ґрунтуються на ідеї почергової 
параметризації граничних вузлів, внутрішніх вузлів динамічної сітки, 
параметрів конформності та потенціалу керування. Після переходу до 
відповідних різницевих задач в кожному з окремих випадків система 
рівнянь, яку необхідно розв’язати, ділиться на три групи рівнянь, кожній з 
яких відповідає певна група невідомих. До першої групи невідомих 
належать значення шуканих функцій ( , )x ϕ ψ  та ( , )y ϕ ψ  у внутрішніх 
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вузлах сіткової області ,
1

K

k
k

G Gγ γ
ω ω

=

=  ( ,i jx  та ,i jy  відповідно), де ,kGγ
ω =  

{ 0 0 0( , ) : ( ) , ( )
R L

L k k k
i j i k k j k k k

k k

Qi i j j j
n m

−ϕ − ϕ
= ϕ ψ ϕ = ϕ + − ψ = ∆ψ + − , 0 0,k k ki i i n= + ,  

}0 0,k k kj j j m= + , 0 0, , , , , , ,L R
k k k k k k k ki j n m Q−ϕ ϕ ∆ψ  – значення, які беруться з 

відповідної конкретному випадку таблиці (див. табл.1, табл.2 та табл.3 для 
випадків 1.3, 1.6 та 1.7 відповідно), причому використовуються тільки ті 

рядки таблиці для яких стовпчик ' 'kQ ≠ − . 

Першій групі невідомих відповідають апроксимовані рівняння 
Лапласа: 

 1
, 1, 1, , 1 ,{ 1}( )k k k k

i j k i j i j i j i j
k k k k

x x x x x−
− + − +− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ
= α ⋅ + + +

∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ
, 

 1
, 1, 1, , 1 ,{ 1}( )k k k k

i j k i j i j i j i j
k k k k

y y y y y−
− + − +− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ
= α ⋅ + + +

∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ
, (1) 

де 1 12 (( ) ( ) )k k k k k k k
− + − − + −α = ∆ϕ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ + ∆ψ ∆ψ , ( ) / 2k k k

− +∆ϕ = ∆ϕ + ∆ϕ , 

( ) / 2k k k
− +∆ψ = ∆ψ + ∆ψ ,  k

−∆ϕ , k
+∆ϕ , k

−∆ψ , k
+∆ψ  – кроки локальної сітки 

(беруться з таблиці), 
0

0

, ,
{ }

, .
k k

k k k

j j j m
j

j m j j m−

 < += 
− ≥ +

 Друга група невідомих – 

це значення ,i jx  та ,i jy  у граничних вузлах сіткової області Gγ
ω , які 

визначаються при розв’язуванні рівнянь (2)–(3) належності вузлів до 
границі області, рівнянь ортогональності (4)–(5) та рівнянь періодичності 
(6): 

 0 0, ,
( , ) 0

k k
k i j i j

L x y = , 0 01, 1k k kj j j m= + + − , (2) 

 0 0, ,
( , ) 0

k k k k
k i n j i n j

R x y
+ +

= , 0 01, 1k k kj j j m= + + − , (3) 

0 0 0 0

0 0 0
, , , ,

1, , 2,

( , ) ( , )
(4 3 )k k k k

k k k

k ki j i j i j i j
i j i j i j

L x y L x y
x x x

y x+ +

∂ ∂
− − − ×

∂ ∂
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 0 0 01, , 2,
(4 3 ) 0

k k ki j i j i j
y y y

+ +
× − − = , 0 01, 1k k kj j j m= + + − , (4) 

0 0

0 0 0
, ,

, 2, 1,

( , )
(3 4 )k k k k

k k k k k k

k i n j i n j
i n j i n j i n j

R x y
x x x

y
+ +

+ + − + −

∂
+ − −

∂
 

 
0 0

0 0 0
, ,

, 2, 1,

( , )
(3 4 ) 0k k k k

k k k k k k

k i n j i n j
i n j i n j i n j

R x y
y y y

x
+ +

+ + − + −

∂
− + − =

∂
, 

 0 01, 1k k kj j j m= + + − , (5) 

 0 0, ,k k ki j i j m
x x −+

= , 0 0, ,k k ki j i j m
y y −+

= , 0 0,k k ki i i n= + , для 0km ≠ , k km m−> . (6) 

До останньої третьої групи невідомих відносяться величини 
перетоків між контурами (витрати) та ключові потенціали (останні лише у 
випадку, якщо розв’язуються ключові задачі). Відповідні їм рівняння 
будуються на основі умов конформної подібності елементарних сіткових 
чотирикутників фізичної області та відповідних їм у області комплексного 
потенціалу [1-4] і записуються у вигляді: 

 ( )R L
k k k k kQ m= γ ϕ − ϕ , 

0 0

0 0

1 1
,

,

1 k k k k

k k

i n j m
i j

k
i jk k i i j j

a
bn m

+ − + −

= =

γ = ∑ ∑ , (7) 

де ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , 1 , , 1 , 1, 1 1, 1, 1 1,i j i j i j i j i j i j i j i j i ja x x y y x x y y+ + + + + + + += − + − + − + − , 

     ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, 1, , 1, , 1, 1 , 1 1, 1 , 1i j i j i j i j i j i j i j i j i jb x x y y x x y y+ + + + + + + += − + − + − + − . 

 
Табл.1. Параметри області комплексного потенціалу для випадку 1.3 
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Табл.2. Параметри області комплексного потенціалу для випадку 1.6 

 
 

Табл.3. Параметри області комплексного потенціалу для випадку 1.7 

 
 

Загальна схема алгоритму розв’язування ключових та проміжних 
задач така: 
0. Задаємо геометричну конфігурацію фізичної області zG : 

{ ( ) 0}L z x iy f x y∗ ∗= = + : , = , { ( ) 0}L z f x y∗ ∗= : , = , 0 0{ ( ) 0}L z f x y= : , = ; 

кількість вузлів розбиття відповідної області комплексного потенціалу 

1

K
k

k
G Gω ω

=

=  деякої сіткової області Gγ
ω  (параметри 1n , 1m , 2n , 2m , 3n , 

3m  – їх кількість залежить від конкретного випадку, що розглядається, 

див., для прикладу [11,12]); параметри необхідної точності роботи 

алгоритму iε , 1,3i =  та ступінь конформності *δ  відображення, яке ми 

хочемо побудувати. 
1. Задаємо початкове наближення шуканих координат граничних вузлів 

(0)
,i jx  та (0)

,i jy , так щоб виконувалися умови (2)–(6). 

2. Задаємо початкові наближення шуканих координат внутрішніх вузлів 

динамічної сітки ( (0)
,i jx , (0)

,i jy ), початкові наближення витрат (0)
kQ  і 
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керуючого потенціалу (0)
0ϕ  (для цього розв’язуються рівняння (7) 

відносно невідомих, які у таблиці наведені у окремому стовпчику ku ). 

Покладаємо : 0t =  ( t  – номер загальної ітерації алгоритму). 
3. Проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів динамічної сітки 

( ( )
,
t

i jx , ( )
,
t

i jy ) за ітераційними схемами (1), враховуючи при цьому 

періодичність шуканих функцій (6). Найкраще проводити корекцію 
координат внутрішніх вузлів, використовуючи багатосіткові методи 
[14,15], які дозволяють значно ефективніше використовувати 
процесорний час. Достатньо провести або одну або невелику кількість 
ітерацій багатосіткового методу, адже алгоритм передбачає багаторазове 
виконання цієї операції. 

4. “Підправляємо” граничні вузли, розв’язуючи систему рівнянь 
ортогональності ліній течії до границі області та рівнянь належності 
вузла до границі області (2)–(5), одним з модифікованих методів 
Ньютона. 

5. Знаходимо нові наближення ( )t
kQ , ( )t

kϕ  величин kQ , kϕ , розв’язуючи 

систему рівнянь (7). 

6. Якщо зміни невідомих величин kQ  і kϕ  за останню проведену ітерацію 

більші за 3ε , то переходимо до п.3. 

7. Знаходимо величину зміщення вузлів на границі за проведену t -ту 

загальну ітерацію ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S x x y y− −= − + − . Якщо вона 

більша за 2ε , то переходимо до п.3. 

8. Перевіряємо максимальне зміщення за нормою 2ℜ  внутрішніх вузлів за 

останню проведену ітерацію алгоритму. Якщо вона більша за 1ε , то 

продовжуємо ітераційний процес з п.3. 
9. Обчислюємо параметр конфомності отриманого відображення області 

комплексного потенціалу на фізичну область із розрізом вздовж лінії 
розділу течії, а саме знаходимо максимальну нев’язку δ  рівнянь Коші-

Рімана, записаних у внутрішніх вузлах сіткової області Gγ
ω . Якщо *δ ≥ δ , 
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то збільшуємо кількість вузлів розбиття сіткової області Gγ
ω  (для цього 

збільшуємо параметри kn , km , не забуваючи при цьому обрати таке 

співвідношення між ними, щоб сітка Gγ
ω  була максимально близька до 

квадратної) та переходимо до п.3, інакше – кінець роботи алгоритму: 
задача розв’язана із необхідною точністю. 

  
Висновки. Наведені у роботі алгоритм вибору та узагальнений алгоритм 
розв’язування задач у часткових випадках формування течії у сукупності 
дозволяють розв’язувати весь спектр модельних крайових задач на 
конформні відображення для тризв’язних областей, обмежених 
еквіпотенціальними лініями. Приклади адаптації алгоритму для 
конкретних випадків були наведені в [12] (у роботі розглядалася ключова 
задача) та [10] (приклади розв’язання проміжних задач). 

Описаний підхід до розв’язування задач на конформні відображення, 
які є модельними для задач теорії фільтрації у випадку однорідного 
ізотропного середовища, з успіхом може бути застосований також і до 
розв’язування відповідних задач із врахуванням неоднорідності та 
анізотропності реального середовища, а також явищ зміни провідних 
характеристик останнього під впливом фільтраційних процесів. 
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