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УДК 518.61.001.573 

Присяжнюк І.М. 

ЧИСЕЛЬНО-АСИМПТОТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ 
НЕЛІНІЙНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 
КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ ІЗ ЗАПІЗНЮЮЧИМ АРГУМЕНТОМ 

Звівши розв’язування задачі із відхиленням аргументу до розв’язування задач без 
відхилення, побудовано алгоритм асимптотичного наближення розв’язків нелінійних 
сингулярно збурених крайових задач типу “конвекція-дифузія” із запізненням. 
Приводяться результати числових досліджень. 

Вступ. Розробкою ефективних асимптотичних методів для розв’язування 
сингулярно збурених параболічних та еліптичних рівнянь типових 
крайових та мішаних задач у прямокутних областях з урахуванням різного 
рівня гладкості початкової та граничних умов, а також їх узгодженості у 
кутових (ребрових) точках займалось багато відомих вітчизняних та 
зарубіжних математиків, основні результати досліджень яких в цьому 
напрямі викладено в працях [1 – 5]. В роботах [6 – 11], спираючись на 
результати публікації [1], модифіковано відповідні алгоритми стосовно 
розв’язання задач конвективної дифузії при фільтрації в чотирикутних 
криволінійних областях, обмежених двома лініями течії та двома 
еквіпотенціальними лініями (одна із яких може бути вільною), у випадках 
переважання конвективних складових процесу над дифузійними, що 
приводить до появи у відповідному параболічному рівнянні малого 
параметра при старших похідних. Ці ж алгоритми успішно застосовано і до 
розв’язування таких задач в двозв’язних областях, обмежених двома 
еквіпотенціальними лініями (внутрішнім та зовнішнім гладкими 
замкненими контурами). У роботі [12] отримано асимптотичний розклад 
розв’язку сингулярно-збуреної задачі типу “конвекція-дифузія” у 
чотиризв’язній області. В основі методики розв’язання таких задач лежить 
ідея переходу від координат фізичної області фільтрації до відповідної 
області комплексного потенціалу – прямокутника чи смуги (при цьому 
вихідна задача в кільці переходить у відповідну періодичну задачу для 
прямокутника чи смуги). 
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Актуальною є проблема розв’язання сингулярно збурених нелінійних 
крайових задач конвективної дифузії. У цій роботі йдеться про 
асимптотичне розвинення розв’язків таких задач із запізнюючим 
аргументом (математичних моделей процесів екоенергосистем з 
урахуванням зворотного впливу). 

 
Постановка задачі. Розглянемо модельну задачу конвективної дифузії із 
запізненням для області (0, )zG G= × ∞ , де =zG ABCD  – однозв’язна 
чотирикутна криволінійна область (пористий пласт), обмежена чотирма 
гладкими ортогональними між собою в точках перетину кривими 

( ){ }1= = + : =0AB z x iy f x,y , ( ){ }2= : =0BC z f x,y , ( ){ }3= : =0CD z f x,y , 

( ){ }4= : =0DA z f x,y : 

( ) ( )( ( , , )) ( ( , , )) x y
c c c c ch c x y t h c x y t v v

x x y y x y t
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ε − τ + − τ − − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

, (1) 

 ( ),ABc c M t∗= , ( )* ,CDc c M t= , ( )** ,ADc c M t= , ( )** ,BCc c M t= ,  

 ( )0
0( , ) ,c M t c M t=   ( 0t−τ ≤ ≤ ), (2) 

 ( , ) ( , )x yv v grad x y= ϕ , 0∆ϕ = , AB ∗ϕ =ϕ , CD
∗ϕ = ϕ , 

 0
BC DA

d d
dn dn
ϕ ϕ

= = , y x
AB

Q v dx v dy= − +∫ , (3)  

де ( , , )c x y t  – концентрація розчинної речовини в точці ( , )x y  в момент часу 
t , M , n  – біжуча точка та нормаль до відповідної кривої, ε  – малий 
параметр, 0τ >  – запізнення, , ,x yv vϕ  – відповідно потенціал та 

компоненти його швидкості фільтрації в пористому середовищі zG . 

( ( , , ) )h c x y t − τ , ( ),c M t∗ , ( )* ,c M t , ( )** ,c M t , ( )** ,c M t , ( )0
0 ,c M t  – достатньо 

гладкі функції, узгоджені між собою на ребрах (зокрема в кутових точках) 
області G . Крім цього вважаємо, що функція 0

0 ( , , )c x y t  при t = −τ  та 0t =  
задовольняє умови, які забезпечують необхідну для проведення подальших 
викладок гладкість розв’язку ( , , )c c x y t=  при ( 1,2,...)t k k= τ =  [13]. 

Припустимо, що задача (3), шляхом конформного відображення 

z wG G  (або w zG G ), де { }*
*: ,0wG w i Q= = ϕ + ψ ϕ < ϕ < ϕ < ψ <  – 
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відповідна zG  область комплексного потенціалу, ( , )x yψ = ψ  – функція 
течії (комплексно спряжена до ( , )x yϕ = ϕ ), є розв’язаною, зокрема, 

знайдено поле швидкостей ( )( , ), ( , )x yv x y v x y . Тоді, здійснивши заміну 

змінних ( ),x x= ϕ ψ , ( ),y y= ϕ ψ  у рівнянні (1) та умовах (2), приходимо до 

відповідної “дифузійної задачі” для області wG : 

( ) ( )(2 , ( ( , , )) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )v h c t c t c t c t h tϕϕ ψψ ϕ ϕε ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ − τ +  

) ( )2( , , ) ( , , ) , ( , , ) ( , , )tc t h t v c t c tψ ψ ϕ+ ϕ ψ ϕ ψ − τ − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ = ϕ ψ , 

 ( ) ( )* *, , ,c t c tϕ ψ = ψ , ( ) ( ), , ,c t c t∗ ∗ϕ ψ = ψ , ( ) ( )**,0, ,c t c tϕ = ϕ ,   

 ( ) ( )**, , ,c Q t c tϕ = ϕ , ( ) ( )0
0, , , ,c t c tϕ ψ = ϕ ψ  , 0t−τ ≤ ≤ .  (4) 

 
Асимптотика розв’язку. Розв’язок задачі із запізненням τ  (4) шукаємо як 
об’єднання розв’язків задач без запізнення на кожному із часових 
проміжків [( 1) , ], 1,2,...k k k− τ τ = : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )((2 [ ] [ ] [ ], , , , , , , , , , ,k k k
k kv h t c t c t c t h tτ ϕϕ ψψ ϕ τϕε ϕ ψ ⋅ ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ +  

 ( ) ( ))) ( ) ( ) ( )[ ] 2 [ ] [ ], , , , , , , , , ,k k k
k tc t h t v c t c tψ τψ ϕ+ ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ = ϕ ψ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]
* * * **, , , , , , , , , , , ,k k kc t c t c t c t c Q t c t∗ ∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ψ ϕ = ϕ  

 ( ) ( )[ ] * **, , , ,kc Q t c tϕ = ϕ ( ) ( )[ ] , ,( 1) , ,( 1) ,k
kc k kϕ ψ − τ = γ ϕ ψ − τ  (5) 

де ( )( ) ( )( )[ ]( , , ) , , , , ,k
k kh t h c t h tτ ϕ ψ = ϕ ψ − τ = γ ϕ ψ − τ  

 ( ) ( )
( )

[ 1]

0
0

, , , 2,3,... ,, ,
, , , 1.

k

k
c t kt
c t k

− ϕ ψ =γ ϕ ψ =  ϕ ψ =
 

Розв’язок кожної із задач (5) з точністю 1( )NO +ε  шукаємо у вигляді 
асимптотичного ряду: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

[ ] [ ] [ ] [ ]
0

1 0
, , , , , , , ,

N N
k k i k k i

i i
i i

c t c t c t Ï t
+

= =

 
ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ξ ψ ε + 

 
∑ ∑   

 ( ) ( ) ( )2 2
2 2

1 1
[ ] [ ] [ ]

0 0
, , , , , , , ,

i i
i i

N N
k k k

i i
P t P t R t

+ +

= =
+ ϕ η ε + ϕ µ ε + ϕ ψ ε∑ ∑  (6) 
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де ( )[ ] , ,k
ic tϕ ψ  ( 0,i N= ) – члени регулярної частини асимптотики, зокрема: 

( )[ ]
0 , ,kc tϕ ψ  – розв’язок відповідної виродженої задачі (конвективного 

переносу); ( )[ ] , ,k
ic tϕ ψ  ( 1,i N= ) – поправки, які враховують “вплив” 

дифузії всюди в даній області (за виключенням деякої її приграничної 
ділянки); ( )[ ] , ,k

iÏ tξ ψ  – функції типу пограншару в околі ∗ϕ = ϕ  (поправки 

на виході фільтраційного потоку), ( )
2

[ ] , ,i
kP tϕ η , ( )

2

[ ] , ,i
kP tϕ µ  – функції типу 

пограншару відповідно в околах *Qψ = , *Qψ =  ( *
*Q Q Q− = ), що 

враховують вплив “бічних джерел забруднень” ( *c , **c , **c ), 
∗ϕ − ϕ

ξ =
ε

, 

*Qψ −
η =

ε
, 

*Q −ψ
µ =

ε
 – відповідні регуляризуючі перетворення, 

( )[ ] , , ,kR tϕ ψ ε  – залишковий член. 

Підставивши (6) в (5) та застосувавши стандартну “процедуру 
прирівнювання”, аналогічно до [6-9,12] для знаходження функцій 

( )[ ]
0 , ,kc tϕ ψ  та ( )[ ] , ,k

ic tϕ ψ  ( 1,i N= ) приходимо до таких задач: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 [ ] [ ]
0 0

[ ]
0 * *

[ ] [ ]
0

, , , , , 0,
, , , ,

, ,( 1) , ,

k k
t

k

k k

v c t c t
c t c t
c k

ϕ ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ =
 ϕ ψ = ψ

ϕ ψ − τ = γ ϕ ψ

  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

2 [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]
*

, , , , , , , ,
, ,( 1) ( , ),
, , 0.

k k k
i i t i

k k
i i

k
i

v c t c t g t
c k
c t

ϕ ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ = ϕ ψ
 ϕ ψ − τ = γ ϕ ψ

ϕ ψ =

  

Тут  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )([ ] 2 [ ] [ ]
1 1, , , , , , , , ,k k k

i k i ig t v h t c t c tτ − ϕϕ − ψψϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ +   

 ( ) ( ) ( ) ( ))[ ] [ ]
1 1, , , , , , , ,k k

i k i kc t h t c t h t− ϕ τϕ − ψ τψ+ ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ , 

 ( ) ( )
( )

[ ] [ 1]
0
0
0

, ,( 1) , 2,3,... ,,
, ,0 , 1,

k kc k k
c k

− ϕ ψ − τ =γ ϕ ψ =  ϕ ψ =
 

 ( ) ( )[ 1][ ] , ,( 1) , 2,3,... ,,
0, 1.

kk ii
c k k

k
− ϕ ψ − τ =γ ϕ ψ =  =
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В результаті їх розв’язання маємо: 

 ( )
( )( ) ( )
( )( )( ) ( )

[ ]
[ ]
0 1

, , , , ,
, ,

, , , , ,
k

k c t f t f
c t

f f t t f
∗

−

 ψ − ϕ ψ ≥ ϕ ψ
ϕ ψ =
γ ϕ ψ − ψ < ϕ ψ  

 

 ( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )( ) ( ) ( )

[ ]

2
[ ]

[ ] [ ]

( 1)

, , , ,
, , ,

,
, ,

, , , , , , ,

k
i

k
i t

k k
i i

k

g s t f f s
ds t f

v s
c t

g f t t t dt t f

∗

ϕ

ϕ

− τ

 ψ − ϕ ψ + ψ
≥ ϕ ψ

ψϕ ψ = 
 ϕ ψ − + ψ + γ ϕ ψ < ϕ ψ


∫

∫   

  

де ( )
( )

*

2,
,

dsf
v s

ϕ

ϕ

ϕ ψ =
ψ∫


 – час проходження виділеної частинки вздовж 

відповідної лінії течії ( , )x yψ = ψ  від точки * *( ( , ), ( , ))x yϕ ψ ϕ ψ   до точки 

( ( , ), ( , ))x yϕ ψ ϕ ψ  , 1f −  – функція обернена до функції f  стосовно змінної ϕ  

(зазначимо, що така функція існує, оскільки підінтегральна функція 2v−  – 
неперервно диференційована, обмежена, додатньо визначена). 

Функція типу пограншару ( )
1

[ ] [ ]

0
, ,

N
k k i

i
i

Ï Ï t
+

=
= ξ ψ ε∑  призначена для 

усунення нев’язки, внесеної побудованою регулярною частиною 

[ ] [ ]

0

N
k k i

i
i

c c
=

= ε∑  в околі границі виходу фільтраційного потоку ∗ϕ = ϕ , а саме, 

повинна виконуватись умова ( )[ ] [ ] 1k k Nc Ï c O∗
∗ +

ϕ=ϕ
+ = + ε . Аналогічно до 

[6 – 9, 12] для знаходження функцій ( )[ ] , ,k
iÏ tξ ψ  0, 1i N= +  маємо задачі: 

 
0 0
[ ] [ ]

[ ] * [ ]
0 0 *
[ ]
0

0,
(0, , ) ( , ) ( , , ),

0,

k k
k

k k

k

h Ï Ï
Ï t ñ t ñ t
Ï

ξξ ξτ

ξ→∞

 + =
 ϕ = ψ − ϕ ψ
 →


 (7) 

 

( )1 1

1

2 [ ] [ ] [ ] 2 * * [ ]
0 0

2 * * [ ]
0

[ ] [ ]
1 *
[ ]
1

( , ) ( , ) ( , , )

( , ) ( , , ) ,
(0, , ) ( , , ),

0,

k k k k
k t k

k
k

k k

k

v h Ï Ï Ï v h t Ï

v h t Ï
Ï t ñ t
Ï

ξξ ξτ τξ ξξ

τϕ ξ

ξ→∞

 ϕ ψ + = + ϕ ψ ⋅ξ ⋅ ϕ ψ ⋅ +
+ ϕ ψ ⋅ ϕ ψ ⋅
 ϕ = − ϕ ψ
 →


(8) 
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( )2 [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

( , ) ,

(0, , ) ,
0, 2, 1,

i i
k k k

k i
k k

i i
k

i

v h Ï Ï d

Ï t
Ï i N

ξξ ξτ

ξ→∞

 ϕ ψ + = ϕ = ζ
 → = +


 (9) 

де 

 
[ ]

[ ] *( , , ), 2, ,
0, 1,

i
k

k
i

ñ t i N
i N

− ϕ ψ =ζ =  = +
 

 
2 [ ] 2 [ ][ ] 2

( ) 2 ( )[ ] 1
2 2

1 0
( , , )

k kk i i
i j l i j lk i

i l k j l k j
l j l j

Ï ÏÏd t V H V H
t

−
− + − − +−

τ τ
+ = + =

   ∂ ∂∂
ξ ψ = −  ⋅  −  ⋅  +

   ∂ ∂ξ ∂ψ   
∑ ∑  

[ ] [ ] [ ]1 2
1 ( ) 2 ( )

0 0 1
.

k k ki i i
i j l i j lk k i l

l l l
l j l j lj j

Ï Ï ÏH HV V V
− −

− − + − − +τ τ −

+ = + = =

   ∂ ∂  ∂   ∂ ∂
   + ⋅ − ⋅ − ⋅         ∂ϕ ∂ξ ∂ψ ∂ψ ∂ξ        

∑ ∑ ∑  

Тут k jH τ , k

j

H τ ∂
 ∂ϕ 

, k

j

H τ ∂
 ∂ψ 

 – коефіцієнти при j -тих степенях ε  в 

розкладі ( , , )kh t∗
τ ϕ − ξε ψ , ( , , )kh t∗

τϕ ϕ − ξε ψ , ( , , )kh t∗
τψ ϕ − ξε ψ  відповідно в 

ряд Тейлора в околі ∗ϕ = ϕ , lV  – коефіцієнт при l -тому степені ε  в 

розкладі 2( , )v ∗ϕ − ξε ψ  в ряд Тейлора в околі ∗ϕ = ϕ . 
Розв’язок задач (7) – (9) шукаємо аналогічно [6 – 12]. Зокрема: 

 ( ) ( ) ( )( ) 1 *( , , )[ ] [ ] *
0 0, , , , , kh tk kÏ t c t c t e

−
τ−ξ ϕ ψ∗ξ ψ = ψ − ϕ ψ ⋅ , 

 ( ) ( )( ) 1 *( , , )[ ] [ ] [ ] 1 *
1 1 2, , ( , ) ( , ) ( , , ) / 2 kh tk k k

kÏ t K t K t h t e
−
τ−ξ ϕ ψ−

τξ ψ = −ξ ⋅ ψ + ψ ⋅ ϕ ψ + ξ ⋅ , 

де  

 
* 1 **

[ ] 2 * 0
1

( , , ) ( , , )( , )( , ) ( , )k kc t h tc tK t v
t t t

−
− τ ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ∂ ψ

ψ = ϕ ψ ⋅ − − ×
∂ ∂ ∂

 

 ( ) ( )
*

* * * *
0 0*

( , , )
( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )

( , , )
k

k

h t
c t c t c t c t

h t
τϕ

τ

ϕ ψ
× ψ − ϕ ψ − ψ − ϕ ψ

ϕ ψ
, 

 ( )
*

[ ] 2 * * *
2 0

( , , )( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )k k
k

h tK t h t c t c t−τ
τ

∂ ϕ ψ
ψ = ξ ⋅ ϕ ψ ⋅ ψ − ϕ ψ

∂ξ
. 

Функції ( )
1

[ ] [ ] / 2
/ 2

0
, ,

N
k k i

i i
i

P t P
+

=
ϕ η = ε∑ , ( )

1
[ ] [ ] / 2

/ 2
0

, ,
N

k k i
i i

i
P t P

+

=
ϕ µ = ε∑  призначені 
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для усунення неузгодженностей в околах граничних ліній течії *Qψ = , 
*Qψ =  відповідно. Крім цього, вони повинні бути функціями типу 

пограншару стосовно змінних η, µ : [ ] 0k
iP

η→∞
→ , [ ] 0k

iP
µ→∞

→ , тобто 

повинні бути близькими до нуля поза деяким околом *Qψ = , *Qψ =  
відповідно (щоб не “зіпсувати” вже побудоване наближення розв’язку). 
Наприклад, для знаходження [ ]

0
kP , [ ]

1/ 2
kP , [ ]

/ 2
k

iP  2, 1i N= +  маємо задачі: 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 [ ] [ ] [ ] [ ]
* * 0 0 0 0

1
[ ] [ ] [ ]
0 * ** * *

0 0

( , ) ( , , ) , 0,

, , , , , , , ,

k k k k
k t

N N
k i k k i

i i
i i

v Q h Q t P P P P

P Q t c t c Q t Ï Q t

τ ηη ϕ
η→∞
+

= =

 ϕ ϕ + = →



ϕ = ϕ − ε ϕ − ξ ε


∑ ∑
  

 

( )

( )

2 [ ] [ ] [ ] [ ]*
* * 01/ 2 1/ 2 1/ 2

*
2 [ ] 2 [ ]

* * 0 * * 0
[ ] [ ]

*1̀/ 2 1/ 2

2 ( , )( , ) ( , , )
( , )

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ,
0 , , , 0 ,

k k k k
k tt

k k
k k

k k

v Qv Q h Q t P P P P
v Q

v Q h Q t P v Q h Q t P
P P Q t

τ ηη ϕ

τη ηη τψ η

η→∞

 ′ ϕ
ϕ ϕ + = − η − ϕ−η⋅ ϕ ⋅ ϕ ⋅ − ϕ ⋅ ϕ ⋅

 → ϕ =



  

 

( )
( )

2 [ ] [ ] [ ] [ ]
* * / 2 / 2 / 2 / 2

[ ] [ ]
*` / 2 / 2

( , ) ( , , ) ( , , ),
0 , , , 0, 2, 1,

k k k k
k i i i t i

k k
i i

v Q h Q t P P P U t
P P Q t i N

τ ηη ϕ

η→∞

 ϕ ϕ + = − ϕ η
 → ϕ = = +  

де 

 
2 [ ]2

( 2 ( )) / 2[ ] *
* / 2 / 2/ 2 2

0
( , , )

ki
i j lk

l k ji
l j

P
U t V H

−
− − +

τ
+ =

 ∂
ϕ η =  ⋅  +

 ∂ϕ 
∑

 

 
2 [ ] [ ]*2

( ( )) / 2 / 2 ( 2 ( )) / 2*
* / 2 / 2 * / 22

1 0

k ki i
i j l k j i j l

l k j l
l j l j

P PH
V H V

−
− + τ − − +

τ
+ = + =

   ∂ ∂∂
+  ⋅  −  ⋅  +

   ∂ϕ ∂ϕ∂η   
∑ ∑

 

 
[ ] [ ]*1

/ 2 ( 1 ( )) / 2 ( ) / 2
* / 2 * / 2

0 1
.

k ki i
k j i j l i l

l l
l j l

P PH
V V

−
τ − − + −

+ = =

   ∂ ∂∂
+  ⋅  +  ⋅ 

   ∂ψ ∂η ∂ϕ   
∑ ∑  

Тут *
/ 2k jH τ , 

*

/ 2

k

j

H τ ∂
 
∂ϕ 

, 
*

/ 2

k

j

H τ ∂
 
∂ψ 

 – коефіцієнти при j /2 степенях ε  в 

розкладі *( , , )kh Q tτ ϕ + η ε , *( , , )kh Q tτϕ ϕ + η ε , *( , , )kh Q tτψ ϕ + η ε  

відповідно в ряд Тейлора в околі *Qψ = , * / 2lV  – коефіцієнти при / 2l  
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степенях ε  в розкладі 2 *( , , )v Q tϕ + η ε  в ряд Тейлора в околі *Qψ = . 

Задачі для погранфункцій ( )
1

[ ] [ ] / 2
/ 2

0
, ,

N
k k i

i
i

P t P
+

=
ϕ µ = ε∑  знаходяться аналогічно. 

Розв’язки записаних вище задач отримуються шляхом зведення рівнянь 

вигляду 
2

2( ) ( ) ( ) ( , , )Ï Ï Ït q t
t

∂ ∂ ∂
α ϕ − δ ϕ = σ + ϕ η

∂ϕ ∂∂η
 з допомогою заміни 

( , ) ( , )f s f tψ = ϕ ψ −  до рівнянь із сталими коефіцієнтами 
2

02( ) ( , , )Ï Ïa s q s t
t

∂ ∂
= + η
∂∂η

 (де s – параметр). 

Числові розрахунки. Наведемо результати розрахунку процесу 
“конвекція-дифузія” на ідеальному фільтраційному фоні, породженому 
двома особливими точками 1 0z =  та 2 4z =  (відповідно витік та втік 
однакових інтенсивностей 0 2Q = π ), комплексний потенціал якого – 

0 1 2( / 2 ) ln(( ) /( ))w Q z z z z= π ⋅ − − , при * 1.3ϕ = − , * 1.5ϕ = , { : ( , )AD z x y= ψ =  

}1.047= , { }: ( , ) 4.189BC z x y= ψ = . На рис.1 а), б) зображено рівномірну 

сітку області комплексного потенціалу wG  та відповідну динамічну сітку в 

zG : *
* *( , ) (( ) ) /10

df

ix y iϕ = ϕ = ϕ + ϕ − ϕ ⋅ , *( , ) ( ) / 20
df

jx y Q jψ = ψ = ⋅ , 0,10i = , 

0,20j = ,  величину швидкості фільтрації ( ) 1/ 2
( / )( / )v dz dw dz dw

−
=  у вузлах 

( , )i jϕ ψ , та лінії фронту конвективного переносу ( , ) , 1,6kf t kϕ ψ = = , при 

1 0.849t = , 2 1.521t = , 3 2.427t = , 4 5.135t = , 5 13.505t = , 6 17.212t =  (криві 1 – 
6 відповідно). 
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 a) б) 
Рис. 1. Величина швидкостей над полем комплексного потенціалу wG  (а) та 

відповідна динамічна сітка zG  із лініями фронту конвективного переносу (б) 

 

    
 a) б) 

Рис.2. Розподіл концентрації забруднюючої речовини 
 

Розподіл концентрації ( , , )c tϕ ψ  розчинної речовини при 1.146t = , 

1.632τ = , ( ( , , )) 2 ( , , )h c t c tϕ ψ = ⋅ ϕ ψ , 0 2 2 1
0 ( , ) (1 ( 1) ( 2) )c −ϕ ψ = + ϕ+ + ψ − , 

4 2 1
* ( , ) (1.09 ( 2) )c t t −ψ = + + ψ − , * 2 4 1( , ) (7.25 ( 2) )c t t −ψ = + ψ − + , **( , )c tϕ =  

) 12 4 2
01 ( 1) ( 2)t

−= + ϕ + + + ψ −


, ) 1** 2 4 2
10( , ) 1 ( 1) ( 2)c t t

−ϕ = + ϕ + + + ψ −


 

зображено на рис. 2, а. А на рис. 2, б зображено розподіл концентрації 
речовини вздовж лінії течії 2ψ = ψ  в моменти часу 1 0t = , 2 0.7145t = , 

3 1.8804t = , 4 2.9508t =  (криві 1-4 відповідно). 
 
Висновки та зауваження. Розроблений вище підхід можна використати 
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при розв’язанні відповідних задач у випадках більш складної структури 
коефіцієнта дифузії (наприклад, ( )1 ( ( , , ))D h c x y t= ε + µ ⋅ , (1ε ⋅ +  

0

( , , ) )
t
c x y d+µ τ τ∫ , 

1
(1 )

n
i i

i
i

a c
=

ε ⋅ + ε∑  де , iaµ −  довільні дійсні числа), а також 

за умови 0τ =  (підсилення нелінійності). В перспективі також його 
застосування до розв’язання задач гетеродифузного масопереносу [14 – 15]. 

У випадку не достатньої узгодженості [6 – 7] функцій ( ),c M t∗ , 

( )* ,c M t , ( )** ,c M t , ( )** ,c M t , ( )0
0 ,c M t  між собою на ребрах (зокрема в 

кутових точках) області G  допустимою є процедура побудови кутових 
погранфункцій [11]. 
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Присяжнюк И.М. ЧИСЕЛЬНО АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЁННЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
КОНВЕКТИВНОЙ ДИФФУЗИИ ИЗ ЗАПАЗДУЮЩИМ АРГУМЕНТОМ // Применив 
подход сведения решения задачи с отклонением аргумента к решению задач без 
отклонения, построен алгоритм асимптотического приближения решений сингулярно 
возмущённых нелинейных краевых задач типа “конвекция-диффузия” с запаздыванием. 
Наведены результаты числовых расчётов.  
Prysjazhnjuk I.M. NUMERICAL ASYMPTOTIC EXPANSION FOR RESOLVING 
NONLINEAR SINGULAR PERTURBED BOUNDARY-VALUE "CONVECTION-
DIFFUSION" PROBLEMS WITH DELAY // The approach of the reduction of the decision 
of a task with a deviation of argument to the decision of tasks without a deviation is applied. 
The algorithm on asymptotic expansion for resolving nonlinear singular perturbed boundary-
value "convection-diffusion" problems with delay is constructed. Numerical results are 
presented. 




