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УДК 539.3 

Cяський А.О., Бабич С.М. 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ШЛІЦЬОВОГО З’ЄДНАННЯ ХРАПОВОГО 
ТИПУ ДЛЯ ПЕРЕДАЧІ ОБЕРТАЛЬНОГО РУХУ 

Запропоновано новий вид шліцьового з’єднання храпового типу із зубами змінного 
поперечного перерізу. Моделюючи маточину нескінченною пластинкою з підсиленим 
круговим отвором, а шліцьовий вал – круглим диском з підсиленим контуром, задача 
зведена до системи чотирьох сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь з ядрами 
Гільберта. Наближений розв’язок реалізовано методом колокації, яким досліджено 
вплив на напружений стан пластинки і диска жорсткості зуба. 

Вступ. Нагальні потреби сучасного машинобудування спричинили до 
необхідності детального вивчення та дослідження вузлів механізмів, які 
передають обертальний рух. До таких вузлів відносяться і шліцьові 
з’єднання, за допомогою яких з’єднують вали із зубчастими колесами, 
маховиками, шківами пасових передач. Загальновідоме застосування 
шліцьових з’єднань у трансмісіях тракторів, автомобілів, 
сільськогосподарських та інших машин. 

Успішному вирішенню проблеми розрахунку шліцьових з’єднань, 
яка зводиться до проблеми передачі зусиль від тонкостінних пружних 
елементів до масивних циліндричних тіл, сприяли дослідження В.М. 
Александрова і С.М. Мхітаряна [1], С.С. Шагіняна [2]. В цих дослідженнях 
підсилювальні елементи моделювалися тонкими пружними лініями, які 
ототожнювалися з фактичною лінією спаю. 

Теоретичним основам уточненого розрахунку шліцьових з’єднань, в 
яких зуби моделюються пружними криволінійними брусами з віссю, що не 
співпадає з лінією спаю, присвячена робота [3]. 

В цій статті запропоновано новий вид шліцьового з’єднання 
храпового типу, в якому підсилювальні стрижні мають змінну ширину. 

Моделюючи маточину нескінченною пластинкою з круговим 
отвором, а шліцьовий вал – пружним круговим диском, які частково 
підсилені пружними стрижнями, що вважаються лініями, наділеними 
тільки жорсткостями на розтяг (стиск) (рис.1.), задача зведена до системи 
чотирьох сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь з ядрами 
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Гільберта для визначення напружень в пластинці і диску. Наближений 
розв’язок задачі реалізовано методом колокації. 
 
Математична формалізація задачі. Вивід основних рівнянь. 
Допустимо, що контур кругового отвору γ  радіуса 0 1ρ =  нескінченної 
ізотропної пластинки товщиною 2h  підсилений системою N  однакових 
пружних стрижнів змінної ширини, рівномірно розміщених на γ  і 
виготовлених з того ж матеріалу, що й пластинка. В отвір пластинки 
вставлено пружний круговий диск товщиною 2h , контур якого підсилений 
однаковими пружними стрижнями змінної ширини з того ж матеріалу, що 
й диск. При цьому зони підсилення 1γ  пластинки і 2γ  диска визначаються 
проміжками 

1

1 0 0
0

2 ; 2
N

k

k k
N N

−

=

 γ ≡ −α + π α + π  
 ;    

1

2 0 0
0

2 ; 2
N

k

k k
N N

−

=

 γ ≡ α + π β + π  
 ; 

0 0
2
N
π

β = −α ;    0 0 02α = β − α . 

В центрі диска прикладено пару сил з моментом 0M , внаслідок чого 
відбувається перерозподіл напружень в пластинці і диску. 

 

x

y

−α0

α0

β0

M0

α0

 

Рис.1. Розрахункова схема шліцьового з’єднання храпового типу 
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Задача полягає у визначенні контактних зусиль в пластинці, диску та 
підсилювальних стрижнях. 

Середню поверхню системи “пластинка-диск” віднесемо до полярної 
системи координат ( ),ρ λ  з полюсом в центрі диска, полярна вісь якої 

походить через середину одного з підсилювальних стрижнів пластинки. 
Вважатимемо, що ширини ( )0b λ  і ( )0b λ  підсилювальних стрижнів 

пластинки та диска гладкі і неперервні функції на [ ]0 0;−α α , [ ]0 0;α β  

відповідно і не перевищують висоту зуба b∗ . 
Граничні умови задачі без врахування жорсткості підсилень на згин 

мають вигляд [4] 

( )0

0

2Ehb
T λ
ρ

λ ε
=

ρ
;  S Tρλ ρ

∂
= −

∂λ
,   1λ∈γ ; 

 ( )0

0

2Ehb
T λ
ρ

λ ε
= −

ρ

   ;  S Tρλ ρ
∂

= −
∂λ

  ,   2λ∈γ , (1) 

де E  і E  – модулі Юнга матеріалів пластинки і диска відповідно; Tρ , Sρλ  – 

контактні зусилля на 1γ ; Tρ , Sρλ  – контактні зусилля на 2γ . 

Відносні видовження λε , λε  контурів пластинки і диска 
визначаються із співвідношень [5] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

1 1
2 2

N N tT T t dt S t ctgN dt
Eh

α α

λ ρ ρ ρλ
−α −α

 λ − ε λ = − ν λ − +
π π  
∫ ∫ ; 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1 1
22

N tT S t ctgN dt
Eh

β

λ ρ ρλ
α

 λ − ε λ = − ν λ + π 
∫


 


,      λ∈γ . (2) 

Тут ν  (ν ) – коефіцієнт Пуассона матеріалу пластинки (диска). 
Підставивши (2) в граничні умови (1), отримаємо систему інтегро-

диференціальних рівнянь з ядрами Гільберта для визначення контактних 
зусиль 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

0 1
2

N N tT b T T t dt S t ctgN dt
α α

ρ ρ ρ ρλ
−α −α

 λ − λ = λ − ν λ − +
π π  
∫ ∫ ; 

S Tρλ ρ
∂

= −
∂λ

;     [ ]0 0;λ∈ −α α ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0 1
2

N tT b T S t ctgN dt
β

ρ ρ ρλ
α

 λ − λ = − λ − ν λ −
π  
∫


   ; 

 S Tρλ ρ
∂

= −
∂λ

  ;     [ ]0 0;λ∈ α β . (3) 

Крім системи (3) повинні виконуватися умови рівноваги кожного 
підсилювального стрижня [3] 

( )
0

0

0

0
iitT iS e dt iP e

α
− α

ρ ρλ
−α

+ = −∫ ;      ( )
0

0

0S t dt P
α

ρλ
−α

= −∫ ; 

 ( )
0

0

0

0
iitT iS e dt iP e

β
β

ρ ρλ
α

+ = −∫


 ;          ( )
0

0

0S t dt P
β

ρλ
α

= −∫


  (4) 

і диска 
 0 0NP M= , (5) 
де 0P  – сила взаємодії торців підсилювальних стрижнів. 

Кільцеві зусилля Tλ  на контурі пластинки та Tλ  на контурі диска 
можна визначити за формулами [5] 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
2

N N tT T T t dt S t ctgN dt
α α

λ ρ ρ ρλ
−α −α

λ −
λ = λ − +

π π∫ ∫ ; 

( ) ( ) ( )
0

0
2

N tT T S t ctgN dt
β

λ ρ ρλ
α

λ −
λ = λ −

π ∫


  . 

Нормальні напруження σ , σ  в довільному поперечному перерізі 
t = λ  підсилювальних стрижнів пластинки і диска відповідно знаходяться 
із співвідношень [6] 
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( ) ( )
0 01 cos sin cos sin cos sinT t S t dt T t S t dt

F

α α

ρ ρλ ρ ρλ
λ λ

 
 σ = λ + − λ −
 
 

∫ ∫ ; 

( ) ( )
0 01 cos sin cos sin cos sinT t S t dt T t S t dt

F

β β

ρ ρλ ρ ρλ
λ λ


σ = − λ + − λ − +



∫ ∫  


( )0 0cosP + β − λ 


. 

Тут F  ( F ) – площа поперечного перерізу підсилювального стрижня 
пластинки (диска). 

Після заміни змінних 

02
Ntg a zλ

= ;   02
Nttg a s= ;   0

0 2
Na tg α

= ;   [ ], 1;1z s∈ − ;   [ ]0 0, ;tλ ∈ −α α  

перші два рівняння системи (3) приймуть вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0
0 2 2

01 1

2 21
1
T s dsa dsT z b T z S s

z sa s
ρ

ρ ρ ρλ
− −


= λ − ν − + +

π π −+
∫ ∫  

( )12
0

2 2
01

2
1

s S s dsa
a s

ρλ

−

⋅
+ 

π + 
∫ ;    ( ) ( )

2 2
0

0

1
2
a zS z T z N

z aρλ ρ
+∂

= − ⋅
∂

; 

 [ ]1;1z∈ − ;       [ ]0 0;λ∈ −α α . (6) 

Якщо провести заміну 

* *
0 02

Ntg a z bλ
= + ;     * *

0 02
Nttg a s b= + ;     * 0 0

0
1
2 2 2

N Na tg tgβ α = − 
 


; 

* 0 0
0

1
2 2 2

N Nb tg tgβ α = + 
 


;      [ ], 1;1z s∈ − ;      [ ]0 0, ;tλ ∈ α β , 

то останні два рівняння системи (3) запишуться так 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
1 1

0 00
0 2

1 1 0 0

221
1

a s b S s dsadsT z b T z S s
z s a s b

∗ ∗∗ ρλ
ρ ρ ρλ

∗ ∗
− −

 + = − λ − ν − − π − π + + 
∫ ∫


   ; 
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 ( ) ( )
( )20 0

0

1

2

a z b
S z T z N

z a

∗ ∗

ρλ ρ ∗

+ +∂
= − ⋅

∂
  ;      [ ]1;1z∈ − ;      [ ]0 0;λ∈ α β . (7) 

З урахуванням другого та четвертого співвідношення (3) умови 
рівноваги (4) можна перетворити до вигляду 

 ( )0 0T Pρ −α = − ;     ( )0 0Tρ α = ;     ( )0 0Tρ α =  ;     ( )0 0T Pρ β = . (8) 

Наближений розв’язок задачі. Точний розв’язок системи (6), (7) знайти 
неможливо. Тому на підставі (8) і структури характеристичних частин цієї 
системи наближений розв’язок задачі шукатимемо у вигляді [7] 

( ) ( ) ( )20
011 1

2
PT z z z zρ = − − + − Φ ;      ( ) ( )02

21

z
S z

z
ρλ

Φ
=

−
; 

[ ]1;1z∈ − ;       [ ]0 0;λ∈ −α α ; 

( ) ( ) ( )20
011 1

2
PT z z z zρ = + + − Φ  ;      ( ) ( )02

21

z
S z

z
ρλ

Φ
=

−


 ; 

 [ ]1;1z∈ − ;       [ ]0 0;λ∈ α β . (9) 

Тут ( )0 j zΦ , ( )0 j zΦ  – регулярні при 1z = ±  функції. Виберемо їх у вигляді 

інтерполяційного полінома Лагранжа, побудованого по вузлах Чебишева 
[7] 

 ( ) ( ){ } { }
0 0 1

0 0
0 1 1

1, , 1 2 cos cos
N N

j j nj nj n
n m

z z A A m m
N

−

= =

 
Φ Φ = + ϕ ϕ 

  
∑ ∑ ,   1, 2j = , (10) 

де   cosz = ϕ ;     
0

2 1
2n
n
N
−

ϕ = π ;     0N – число точок колокації. 

Враховуючи (10), співвідношення (9) приймуть вигляд 

( ) ( ) ( )
0

0
1

1
cos 1 cos sin ,

2

N

n n
n

PT A Fρ
=

ϕ = − − ϕ + ϕ ϕ ϕ∑ ; 

( ) ( )
0

2
1

1cos ,
sin

N

n n
n

S A Fρλ
=

ϕ = ϕ ϕ
ϕ∑ ; 
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( ) ( ) ( )
0

0
1

1
cos 1 cos sin ,

2

N

n n
n

PT A Fρ
=

ϕ = + ϕ + ϕ ϕ ϕ∑  ; 

 ( ) ( )
0

2
1

1cos ,
sin

N

n n
n

S A Fρλ
=

ϕ = ϕ ϕ
ϕ∑

  . (11) 

Тут  ( ) ( ) 1
0

0

1 cos sin1,
cos cos

n
n

n
n

N
F

N

+− ϕ ϕ
ϕ ϕ =

ϕ− ϕ
. 

Підставляючи (11) в (5)-(7) і надаючи ϕ  послідовно значення 

01, , Nϕ ϕ  одержимо систему 04 1N +  лінійних алгебраїчних рівнянь для  

 

+
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-

+

T /Mλ 0S /Mρλ 0

T /Mρ 0

T /Mρ 0

S /Mρλ 0T /Mλ 0

1.0

-

+

-

-

-

 

Рис.2. Епюри розподілу контактних і кільцевих зусиль в пластинці і диску для 
шліцьового з’єднання храпового типу з підсилювальними стрижнями змінної  ширини 
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визначення сталих 1nA , 2nA , 1nA , 2nA , 0P . Формули для обчислення 
сингулярних і регулярних інтегралів, які входять в (5)-(7), наведені в [8]. 

Зауважимо, що умови рівноваги (4) виконуються тотожньо. 
Результати числового розрахунку компонент напруженого стану 

пластинки (верхня частина) і диска (нижня частина) при 0 0.1b∗ ρ = , 

( )0
11

2
zb z b∗ + = − 

 
, ( )0

11
2

zb z b∗ − = + 
 

 , 0.3ν = ν = , 0 64N =  наведені на 

рис.2. Штрихові лінії відповідають випадку 0 30α =  , 0 30α = −  , 0 30β =  , 

суцільні – 0 22.5α =  , 0 7.5α = −  , 0 37.5β =   і штрихпунктирні – 0 15α =  , 

0 15α =  , 0 45β =  . 
Аналогічні залежності для випадку підсилення контурів пластинки і 

диска стрижнями сталої ширини 0 0.1b∗ ρ =  при 0 15α =  , 0 15α =  , 0 45β =   
ілюструються на рис.3. 
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Рис.3. Епюри розподілу контактних і кільцевих зусиль в пластинці і диску для 

шліцьового з’єднання з підсилювальними стрижнями сталої ширини 
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Висновки. 
1. Використання підсилювальних стрижнів змінного перерізу 

дозволяє на 30-40% зменшити їх металомісткість у порівнянні із 
стрижнями сталого перерізу без зміни напруженого стану. 

2. Серед підсилювальних стрижнів змінної жорсткості різної 
довжини ефективніше використання стрижнів меншої довжини. При цьому 
міцність з’єднання не зменшиться. 
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