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 А.Я. Бомба, Ю.Є. Климюк, І.М. Присяжнюк, 2005 С.38–44 

УДК 628.315.3 
 
Бомба А.Я., Климюк Ю.Є., Присяжнюк І.М. 
 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ТИПУ “КОНВЕКЦІЯ-МАСООБМІН” З 
УРАХУВАННЯМ ЗВОРОТНОГО ВПЛИВУ 
 
Побудовано розв’язок крайової задачі для системи нелінійних рівнянь 
трикомпонентного конвективного масопереносу з урахуванням запізненого 
масообміну. Наводяться результати числових розрахунків. 
 
Вступ. Однією з найбільш ефективних методик розв’язання 
двовимірних задач для рівнянь конвективного масопереносу при 
фільтрації підземних вод є перетворення цих рівнянь у нових 
незалежних змінних – координат області комплексного потенціалу [1-2]. 
Використання згаданої методики разом з відповідними аналітичними і 
числово-аналітичними методами дало можливість отримати точні або 
наближенні аналітичні розв’язки найбільш типових плоских задач типу 
“конвекція-фільтрація” в одно- та багатозв’язних областях [3-5], задач 
конвективної гетеродифузії [6-7], нелінійних задач із запізненням [8]. У 
цій роботі йдеться про розв’язання крайової задачі для системи рівнянь 
трикомпонентного конвективного масопереносу з урахуванням 
запізненого масообміну. 

Постановка задачі. Для області (0, )G G= × ∞z , де Gz  ( x iy= +z ) – 

двозв’язна криволінійна область (пористий пласт), обмежена двома 

замкненими гладкими контурами { }* *:  ( , ) 0L f x y= =z  – внутрішній та 

* *{ : ( , ) 0}L f x y= =z   – зовнішній (рис.1а), розглянемо таку модельну 

задачу трикомпонентного конвективного масопереносу з урахуванням 
запізненого масообміну: 

 v grad= ϕ
 , 0div v =

 , , ,L L∗∗
∗

∗ϕ = ϕ ϕ = ϕ  (1) 

 1 1 1( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )x x y y tv x y C x y t v x y C x y t C x y t⋅ + ⋅ + =  

 1 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),a x y t C x y t C x y t C x y t= − ⋅ − τ ⋅ − τ ⋅ − τ  
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 2 2 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )x x y y tv x y C x y t v x y C x y t C x y t⋅ + ⋅ + =  

 1 1 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )b x y t C x y t C x y t b x y t= ⋅ − τ ⋅ − τ − ×  
 2 3( , , ) ( , , ),C x y t C x y t× − τ ⋅ − τ   
 3 3 3( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )x x y y tv x y C x y t v x y C x y t C x y t⋅ + ⋅ − τ + =  

 1 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , );d x y t C x y t C x y t C x y t= ⋅ − τ ⋅ − τ ⋅ − τ  (2) 

 ( ) ( )0, , ( , , ) , , , 0 ( 1,3).j L j j jC c M t C x y t c x y t t j
∗

∗= = ≤ ≤ τ =      (3) 

Тут ( ),x yϕ = ϕ , ( ) ( )( ), , ,x yv v x y v x y  – відповідно потенціал та його 

вектор швидкості фільтрації в точці ( ),x y  ( 2 2( , ) ( , ) 0x yv x y v x y+ >> , 

0 ∗
∗< ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ < ∞ ), ( , , )jC x y t  ( 1,3)j =  – концентрації розчинних в 

потоці речовин в точці ( ),x y  в момент часу t , 0τ > – запізнення, 

1( , , )a x y t , 1( , , )b x y t , 2 ( , , )b x y t , 1( , , )d x y t  – концентраційні коефіцієнти 

(неперервні обмежені функції), які характеризують  інтенсивність 

масообміну, M  – довільна точка відповідної поверхні, ( , )jc M t∗ , 

0 ( , , )jc x y t  ( 1,3)j =  – достатньо гладкі функції, узгоджені між собою в 

кутових точках та вздовж усіх ребер області G . Крім цього вважаємо, 

що функції 0 ( , , )jc x y t  ( 1,3)j =  при 0t =  та t = τ  задовольняють   

 

   
а)  б) 

Рис. 1. Фізична область Gz (а)  та відповідна їй  
область комплексного потенціалу Gω  (б) 
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умови, які забезпечують необхідні для проведення подальших викладок 

гладкості розв’язків ( , , )jC x y t  ( 1,3)j =  при ( 1)n t nτ < ≤ + τ  ( 1, 2,...)n =  

[8-9]. 
Нехай задача (1) шляхом конформного відображення [1] 

G Gωz   (або G Gω z , де { ( , ) :Gω = ω = ϕ ψ  *
* ,ϕ < ϕ < ϕ  Q∗ < ψ <  

}Q∗<  – відповідна Gz  область комплексного потенціалу (рис. 1 б)) є 

розв’язаною, зокрема, знайдено поле швидкостей v . Параметри *Q , *Q  

та Q Q Q∗
∗= ⋅  – потік через довільний поперечний переріз течії в 

області Gz  знаходяться в процесі розв’язку цієї задачі (див., напр., [4]). 
Здійснивши заміну змінних ( ),x x= ϕ ψ , ( ),y y= ϕ ψ , t t=  у 

рівнянні (2) та умовах (3), приходимо до відповідної “конвективної 
задачі із запізненням” для області wG : 

 

2
1 1 1 1

2 3
2

2 2 1 1

2 2 2 3
2

3 3

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ),

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ) ( , , ) (

t

t

t

v C t C t a t C t

C t C t

v C t C t b t C t

C t b t C t C t

v C t C

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ = − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ ×

× ϕ ψ − τ ⋅ ϕ ψ − τ

ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ = ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ ×

× ϕ ψ − τ − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ ⋅ ϕ ψ − τ

ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + 1 1

2 3

, , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ),

t d t C t

C t C t










ϕ ψ = ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ ×
× ϕ ψ − τ ⋅ ϕ ψ − τ

 (4) 

 ( ) ( )0( , , ) , , ( , , ) , , , 0 ( 1,3).j j j jC t c t C t c t t j∗
∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ϕ ψ ≤ ≤ τ =    (5) 

Розв’язок задачі. Задачу із запізненням τ  (4)-(5) на кожному із часових 

проміжків ( , ( 1) ]n nτ + τ , 1,n m=  зведемо до наступних m  задач без 

запізнення: 

 2 { } { } { }( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )n n n
j j t jC t C t g tϕν ϕ ψ ⋅ ϕ ψ + ϕ ψ = ϕ ψ  ( 1,3)j = ; 

 ( ) ( ){ } , , , ,n
j jC t c t∗

∗ϕ ψ = ψ  ( ){ } { }, , ( , , ),n n
j jC n q nϕ ψ τ = ϕ ψ τ   

 ( )
( )

( )

0
{ }

{ 1}

, , , 0 , 1,
, ,

, , , ( 1) , 1,
jn

j n
j

c t t n
q t

C t n t n n−

 ϕ ψ ≤ ≤ τ =
ϕ ψ =
 ϕ ψ − τ < ≤ τ >
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де 
3

{ } { }
11

1
( , , ) ( , , ) ( , , )n n

i
i

g t a t q t
=

ϕ ψ = − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ∏ , { }
12 ( , , ) ( , , )ng t b tϕ ψ = ϕ ψ ×  

2 3
{ } { }

2
1 2

( , , ) ( , , ) ( , , )n n
i i

i i
C t b t C t

= =

× ϕ ψ − τ − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ∏ ∏ ,  { }
3 ( , , )ng tϕ ψ =  

3
{ }

1
1

( , , ) ( , , )n
i

i
d t q t

=

= ϕ ψ ⋅ ϕ ψ − τ∏ . 

В результаті їх розв’язування матимемо: 

( )
( )
( )

0

{ }

, , , 0 ,
, ,

, , , ( 1) , 1, ,
j

j n
j

c t t
C t

C t n t n n m

 ϕ ψ ≤ ≤ τ
ϕ ψ =
 ϕ ψ τ < ≤ + τ =

 

*

{ } 1 { }

{ }
{ }

2

( ( , ( , ) ), , ) ( , , ), ( , ),

( , , )
( , , ( , ) ( , ) )

( , ), ( , ),
( , )

t
n n

j j
nn

j n
j

j

g f h f t h dh q n t f

C t
g s f s f t

ds c t t f
v s

−

τ

ϕ
∗

ϕ


− ψ + ϕ ψ − ψ + ϕ ψ τ ≤ ϕ ψ


ϕ ψ = 
ψ ψ − ϕ ψ +− + ψ > ϕ ψ ψ

∫

∫
 

де 2( , )
( , )
dsf

v s
∗

ϕ

ϕ

ϕ ψ =
ψ∫  – час проходження відповідної частинки від 

точки ( , )∗ϕ ψ  до точки ( , )ϕ ψ , 1f −  – функція, обернена до f  відносно 

змінної ϕ  (відмітимо, що така функція існує, оскільки 2 ( , )v ϕ ψ  – 

неперервно диференційовна, обмежена, додатньо визначена функція). 

Числові розрахунки. Наведемо результати розрахунку розглянутої 
вище системи нелінійних рівнянь трикомпонентного конвективного 
масопереносу з урахуванням запізненого масообміну на ідеальному 
фільтраційному фоні, породженому особливими точками 1 0=z  і 2 4=z  

(відповідно витік і втік однакових інтенсивностей 0 2Q = π ), 

комплексний потенціал якого 0 1 2( / 2 ) ln(( ) /( ))Qω = π ⋅ − −z z z z  при 

рівномірній сітці області комплексного потенціалу wG  та відповідній 
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динамічній сітці в Gz : *
* *( , ) (( ) ) / 50

df

ix y iϕ = ϕ = ϕ + ϕ −ϕ ⋅ , 

*( , ) ( ) / 35
df

jx y Q jψ = ψ = ⋅ , 0,50i = , 0,35j = , * 2ϕ = − , * 1ϕ = − ; величині 

швидкості фільтрації ( ) 1/ 2
( / )( / )v dz d dz d

−
= ω ω  у вузлах ( , )i jϕ ψ .  
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Рис. 2. Розподіл концентрацій речовин вздовж ліній течії 1 1.077ψ =  і 

2 2.154ψ =  в моменти часу 1 1.518t =  (а, б, в) та 2 2.928t =  (г, д, е)  
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На рис. 2 зображено розподіл концентрацій ( , , )jC tϕ ψ  ( 1,3)j =  

при 2 2 2
1( , , ) 50 exp[( 2 1) /( 1)]a t t tϕ ψ = ⋅ + + ϕ +ψ + , 2

1( , , ) exp[ (b t tϕ ψ = − +  
2 21) /( 1)]+ ϕ +ψ + , 2 2 2

2 ( , , ) 0.5 exp[ ( 1) /( 1)]b t t tϕ ψ = ⋅ − + + ϕ +ψ + , 
2 2 2

1( , , ) 10 exp[ ( 1) /( 1)]d t tϕ ψ = ⋅ − + ϕ +ψ + , ( )0 2
1 , , ( 1) /((c t tϕ ψ = + ψ −  

2 2) 5)−π + ϕ + , 2 2
1 ( , ) ( 1) /(( ) 9)c t t∗ ψ = + ψ − π + , ( )0

2 , , 0.1c tϕ ψ = ×  
2 2 2exp[ ( 1) /(( / 2) 1)]t× − + ψ − π + ϕ + , 2

2 ( , ) 0.1 exp[ ( 1) /((c t t∗ ψ = ⋅ − + ψ −  
2/ 2) 5)]−π + , ( )0 2 2 2

3 , , 0.1 exp[ ( 1) /(( ) 1)]c t tϕ ψ = ⋅ − + ψ − π + ϕ + , 
2 2

3 ( , ) 0.1 exp[ ( 1) /(( ) 5)]c t t∗ ψ = ⋅ − + ψ − π + , 1.226τ = . 

Висновки. Результати цієї роботи можна використати при 
математичному моделюванні масопереносу і біохімічних процесів [10], 
що відбуваються у товщі полігонів і звалищ твердих побутових відходів 
та в ґрунтовому середовищі за їх межами, що дає змогу прогнозувати 
масообмін біогазу і швидкість руху речовин фільтрату (зокрема, летких 
жирних кислот) на кожному етапі життєвого циклу полігону чи 
звалища; виробити стратегію захисту, яка зменшує ризик впливу 
забруднень; розробити протиаварійні системи і методи утилізації 
біогазу. 
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