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 В.А.Сяський, 2005 С.161–174 

УДК 539.3 
 
Сяський В.А. 
 
ОДНОСТОРОННІЙ КОНТАКТ ДВОЗВ’ЯЗНОГО ШТАМПА З 
КУТОВИМИ ТОЧКАМИ І КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ В 
НЕСКІНЧЕННІЙ ІЗОТРОПНІЙ ПЛАСТИНЦІ 
 
Задача про тиск жорсткого двозв’язного штампа з кутовими точками на 
криволінійний отвір в нескінченній ізотропній пластинці зведена до системи 
двох сингулярних інтегральних рівнянь з логарифмічними ядрами. Методом 
граничної колокації знайдено наближений розв’язок задачі, досліджено вплив 
форми отвору та величини ділянки контакту на напружений стан в пластинці. 
 
Постановка задачі. Виведення основних рівнянь. Розглянемо 
нескінченну ізотропну пластинку товщиною 2h з криволінійним 
отвором, який обмежений гладким контуром L  у вигляді правильного 
N-кутника із заокругленими кутами. До середньої поверхні пластинки 
віднесена комплексна площина iyxz +=  так, що її початок координат 

співпадає з центром отвору (рис. 1). 
В отвір без зазору і натягу вставлений абсолютно жорсткий 

двозв’язний штамп з кутовими точками, вісь симетрії якого співпадає з 
віссю абсцис. До штампа вздовж осі Ox прикладено силу 0P . Внаслідок 

 

 
 Рис. 1 
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взаємодії пластинки і штампа на контурі отвору L  виникають дві зони: 

1L  – зона контакту і 2L  – зона, вільна від напружень. Розв’язок задачі 

полягає у визначенні контактних напружень на 1L  і кільцевих 

напружень на 21 LLL += . 

Раціональна функція [1] 

 ( ) 








ξ
ε

+ξ=ξω=
−10 NRz  (1) 

здійснює конформне відображення зовнішності −S  одиничного кола γ  

в площині λρ=ξ ie  на область, яку займає пластинка. Тут 0R  – 

характерний розмір отвору; ε – параметр, який характеризує відхилення 
форми криволінійного многокутника від кола. При N=2, 1<ε  контур 

L  має форму еліпса, при N=3, 21<ε  – форму трикутника із 

заокругленими кутами. 

Нехай *
0

*
0 , β±α±  значення полярного кута, які визначають зону 

контакту. Тоді * * * *
1 0 0 0 0; ;L    = −β −α ∪ α β    . При конформному 

відображенні (1) образом 1L  буде зона [ ] [ ]1 0 0 0 0; ;γ = −β −α ∪ α β  на 

одиничному колі γ . 

Тиск штампу на контур отвору можна замінити дією на ділянці 
контура 1L  нормальних ρT  і дотичних ρλS  зусиль. При цьому 

вважається, що зовнішнє навантаження у нескінченно віддалених 
точках відсутнє. 

Враховуючи симетричність задачі відносно осі Ox, основні 
деформаційні співвідношення можна записати так [2]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,~
2

111
2

1

;~
2

111
2

1

0
****

0****

γ∈λ











+

−λ
π

−
π

−λν−=












ε+

−λ
π

+
π

−λν−=ε

∫∫

∫∫

γ
ρ

γ
ρλρλ

λ
γ

ρλ
γ

ρρλ

VdttctgtTdttSS
Eh

V

dttctgtSdttTT
Eh

(2) 
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Тут введені позначення: 

 ( ) ( )σω+ε=+ε λλ '** iViV ;     ( ) ( )σω+=+ ρλρρλρ '** iSTiST ; 

 ( )[ ]θλ +=+ε i
sn eiUU

ds
diV ;     ( )

( )σω
σω

= λθ

'
'ii ee ;     λ=σ ie ; (3) 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]λ−−λ−
λ −ε−ν+−ν−+

π
=+ε 1

00000
0 213

2
1~~ Nii eiYXNeiYXVi ; 

V,λε  – відносне видовження контура L  і кут повороту нормалі до 

нього; s – дуга на L ; sn UU ,  – нормальна і дотична складові вектора 

зміщення контурних точок; θ – кут між нормаллю до L  і віссю Ox; ν,E  

– модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу пластинки; 00 , YX  – 

проекції головного вектора зусиль, прикладених до L . 
Компоненти напружено-деформованого стану на контурі отвору 

через величини *
ρT , *

ρλS , *
λε , *V  визначаються за формулами 

 22

**

β+α

β+α
= ρλρ

ρ
ST

T ;     22

**

β+α

β−α
= ρρλ

ρλ
TS

S ; (4) 

 22

**

β+α
β+αε

=ε λ
λ

V ;     22

**

β+α
βε−α

= λVV ;     ( )σω=β+α 'i . 

При цьому кільцеві зусилля можна обчислити за формулою [2] 
 λρλ ε+ν= EhTT 2 . (5) 

Для визначення складових вектора зміщення контурних точок 
використаємо граничні умови першої і другої основних задач плоскої 
теорії пружності [1]: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) 1 2 0' ,
'

f if C
ω σ

ϕ σ + ϕ σ +ψ σ = + + σ∈ γ
ω σ

; (6) 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) γ∈σ+=σψ−σϕ
σω
σω

−σκϕ ,4'
'

iVUGh , (7) 
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де ( )ξϕ , ( )ξψ  – комплексні потенціали Мусхелішвілі [1]; VU,  – 

декартові компоненти вектора зміщення контурних точок; 

( ) θ+=+ i
sn eiUUiVU ; ( )∫

λ

ρλρ +=+
0

**
21 dteiSTiiff it ; G  – модуль зсуву; 

ν+
ν−

=κ
1
3 ; 0C  – комплексна стала. 

Внаслідок додавання (6), (7) одержимо 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 02114 CiffiVUGh −+−σϕ+κ=+ . (8) 

Помножимо умову (6) на 
ξ−σ
σ

⋅
π

d
i2

1  та проінтегруємо по контуру 

γ . З врахуванням властивостей функцій ( )ξϕ , ( )ξψ  [1] знаходимо 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
00

*
2

*
100 12

122
1ln

12 −
γ ξ

−ε
κ+π

−
+σ

ξ−σ
+

π
−ξ

κ+π
+

−=ξϕ ∫ NNiYXdiff
i

iYX
. (9) 

Тут ( )
π
λ

+++=+
20021

*
2

*
1 iYXiiffiff . 

Застосовуючи до (9) формули Сохоцького-Племеля [1] і 
підставляючи одержані результати у (8), одержимо після певних 
перетворень і розділення дійсної та уявної частин 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

* *
1 2

0 0 1

* *
2 1

0 0 2

1 11
2 2

2
1 cos 2 sin 2 ;

2

1 11
2 2

2
1 sin 2 cos 2 ,

2

tU f f t ctg dt
Eh

N
X N Y N C

tV f f t ctg dt
Eh

N
X N Y N C

γ

γ

 λ −= − ν λ + +
π

ε − 
+ + ν − λ − − λ + π 

 λ −= − ν λ − −
π

ε − 
− + ν − λ + − λ + π 

∫

∫





 (10) 

де 1C , 2C  – сталі. 
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Граничні умови задачі вибираємо у вигляді рівності нормальних 
змішень пластинки і штампа в зоні контакту. При відсутності сил тертя 
ці умови запишуться так 

 ш
nn UU = ;     0=ρλS ,     1γ∈λ . (11) 

Тут ш
nU – нормальні зміщення контурних точок штампа. 

Оскільки 

 
)(
)()(

σω′
σω′

+=+ λi
sn eiUUiVU ;     

)(
)()(0 σω′

σω′
+= λiш

s
ш
n eiUUU , (12) 

де 0U  – горизонтальне зміщення штампа, то умови (11) з врахуванням 

властивостей відображення (1) можна подати у вигляді: 

 0)( UVdU =⋅λ+ ;     0)()()( 21 =λ′⋅λ+λ′ fdf ,     1γ∈λ . (13) 

Тут 
λ−−ε−λ
λ−−ε+λ

=λ
)1cos()1(cos
)1sin()1(sin)(

NN
NNd . 

Враховуючи симетричність задачі відносно осі Ox та парність 
функції )(1 λf  і непарність функції )(2 λf  формули (10) для визначення 

компонент вектора зміщення контурних точок матимуть вигляд: 

 

( )

( )

( )

( ) ( ) [ ]

1 2
0

~
0 0

0

2 1
0

0 0

1 2 sin1 ( ) ( )
2 cos cos

( 2) 1 cos( 2) ln 1 cos ;
2

1 2sin1 ( ) ( )
2 cos cos

( 2) 1 sin( 2) 1 , 0; .
2 2

tdtU f f t
Eh t

P P
N N C

dtV f f t
Eh t

P P
N N

π

π


= − ν λ + +

π − λ


+ ε − + ν − λ − + λ + π π 
 λ

= − ν λ − −
π − λ

−ε − + ν − λ + − ν λ λ∈ ππ π 

∫

∫
 (14) 

Інтегруючи у (14) за частинами та підставляючи в граничні умови 
(13) одержимо систему двох інтегродиференціальних рівнянь для 

визначення функцій )(1 λ′f , )(2 λ′f  
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( )

( ) ( )

( ) ( )























βα∈λ=λ′λ+λ′

=

λν−
π

+λ−
π

ν+−ε−

−
+λ′

π
+λ−′

π
−

−




















−′ν−λ+λ−

π
ν+−ε+

+λ−′
π

+′ν−

∫∫

∫

∫∫

β

α

β

α

λ

β

β

α

λ

β

.];[,0)()()(

;~1
2

)2sin(
2

1)2(

2
sin2ln)(2coscosln)(2

2
)(1)()2cos(

2
1)2(

coscosln)(2)(1

0021

1
00

2
11

0
2

0

21

0

0

0

0

0

0

00

fdf

CPNPN

dtttfdtttf

PdttfdNPN

dtttfdttf

 (15) 

Крім системи (15) повинна виконуватися умова рівноваги 
штампа, яка набуває вигляду 

 
2

)( 0
2

0

0

Pdttf −=′∫
β

α

 (16) 

і служить для відшукання сталої 1
~C . 

Якщо функції )(1 λ′f , )(2 λ′f  відомі, то величини *
ρT , *

ρλS  

визначаються із співвідношень 

 λλ′−λλ′=ρ sin)(cos)( 12
* ffT ,     ];[ 00 βα∈λ ; 

 λλ′−λλ′−=ρλ cos)(sin)( 12
* ffS ,     ];[ 00 βα∈λ ; (17) 

 0** == ρλρ ST ,     ];[];0[ 00 πβ∪α∈λ . 

Компоненти напруженого стану на контурі L  обчислюються за 
формулами (4), (5). 

Розв’язок системи (15), (16) будемо шукати наближено. Для 
цього спочатку зведемо систему до стандартного вигляду. Заміною 
змінних 

 
22

cos 0000 basabt +
+

−
= ; 

22
cos 0000 baxab +

+
−

=λ , (18) 

де 00 cosα=a , 00 cosβ=b , систему рівнянь (15), (16) перетворимо так: 
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dstsdsxsabs

PdssdNPN
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 (19) 

 ∫
−

−=Φ
1

1

0
2 2

)( Pdss . (20) 

Тут введені позначення 

 
2sin

)()( 001
1

bafx −
⋅

λ
λ′

=Φ ,     
2sin

)()( 002
2

bafx −
⋅

λ
λ′

=Φ . (21) 

Встановлення структури розв’язку системи (19), (20). Для 
наближеного розв’язку системи (19), (20) встановимо структуру функції 

)(1 xΦ , )(2 xΦ  в околі точок 1±=x  );( 00 β=λα=λ . 

Продиференціювавши перше рівняння (19) по x, одержимо після 
певних перетворень 

 













βα∈λ−∈=Φλ+Φ

λ=
−

Φ
π

λ−
−

Φ
π ∫∫

−−

,];[,]1;1[,0)()()(

;),()(1)()(1

0021

1

1
1

1

1
2

xxdx

xF
xs

dssd
xs

dss
 (22) 

де ),( xF λ  – функція, яка містить регулярні при 1±=x  доданки і 

сингулярний інтеграл з логарифмічним ядром. 
Система (22) має бути несуперечною при 1±→x . Умова 

несуперечності визначає структуру її розв’язку в кутових точках зони 
контакту. 
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Допустимо, що функції ),(1 xΦ  )(2 xΦ  задовольняють на ( )1;1−  

умову Гельдера [3], а в околі торців 1±=x  мають місце подання 

 
21 )1()1(

)(
)(

0
2,1

2,1 ττ +−

Φ
=Φ

xx
x

x . (23) 

Тут )(0
2,1 xΦ  – функції, які задовольняють умову Гельдера на [ ]1;1− ; 

,01 >τ  02 >τ . 

Враховуючи співвідношення [3] 

 )(
)1()1(

)1(
)~()(1 *

2,1

0
2,1

1

1

1
2,1 21

x
xx

ctg
xs

dss
x

Φ+
+−

±Φ
πτ=

−
Φ

π ττ
±→−

∫  , (24) 

де )(*
2,1 xΦ  – регулярні при 1±=x  функції, із системи (22) після 

множення на 21 )1()1( ττ +− xx  одержимо 

 








=±Φ





α
β+±Φ
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,0)1()1(
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2

0
1

0
0

d
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 (25) 

причому 1

2

, 1,
, 1.

x
x

τ →
τ = τ → −
  

Система (25) відносно )1(0
2,1 ±Φ  має ненульовий розв’язок, тому 

 01)~(
0
02 =














α
β+πτ dctg , (26) 

або 
2
1

21 =τ=τ . (27) 

На підставі (27) співвідношення (23) приймають вигляд 

 ]1;1[,
1

)(
)(

2

0
2,1

2,1 −∈
−

Φ
=Φ x

x

x
x . (28) 

Таким чином, в околі торців зони контакту нормальні 
напруження мають кореневу особливість. 
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Наближений розв’язок задачі. Чисельна реалізація задачі проведена 
модифікованим методом колокації Мультоппа-Каландія [4]. 

Згідно з (28) розв’язок системи (19), (20) вибираємо у вигляді 

 
ϕ

ϕΦ
=Φ

sin
)(

)(
0

2,1
2,1 x , (29) 

де ϕ= cosx . 

Для функцій )(0
2,1 ϕΦ  побудуємо інтерполяційні многочлени 

Лагранжа, вибравши в якості вузлів інтерполяції корені поліномів 
Чебишева першого роду порядку 0N , вважаючи число 0N  парним. Як 

відомо [4], такі многочлени мають вигляд 
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Враховуючи (29), (30) та відомі рівності [5] 
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запишемо квадратурні формули для обчислення особливих і регулярних 
інтегралів, які входять у систему (19), (20) 
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Також справедливими будуть співвідношення 
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Підставляючи (32)-(36) в систему (19), (20) і надаючи аргументу 
θ  послідовно значення 

0
,...,, 21 Nϕϕϕ , а аргументу λ  – відповідно 

значення 
0

,...,, 21 Nλλλ , одержимо систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь для визначення сталих 2
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Тут введені позначення 
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Якщо розв’язок системи (37), (38) буде відомий, то контактні на-
пруження ρT  під штампом та кільцеві зусилля λT  на контурі отвору L  з 

врахуванням співвідношень (17) визначаються за формулами (4), (5). 

Аналіз числових результатів. Для нескінченної ізотропної пластинки з 
трикутним отвором запропонованим вище методом досліджено вплив 

форми отвору та величини зони контакту на розподіл нормальних 
0P

Tρ  і 

кільцевих 
0P

Tλ  зусиль по контуру L . На рис. 2 наведено результати 

розрахунку при 25.0=ε , 
120
π

=α , 3.0=v . Суцільні лінії побудовані 

для 
60
π

=β , штрихові – для 
30
π

=β , штрихпунктирні – для 
20
π

=β . 

Аналогічні результати при 25.0−=ε , 
240
π

=α , 3.0=v  зображені на 

рис. 3. Тут суцільні лінії відповідають 
120
π

=β , штрихові – 
60
π

=β , 

штрихпунктирні – 
40
π

=β . 

В наведених прикладах збільшення зони контакту 
супроводжується зменшенням контактних зусиль. На торцях зон 
контакту величини ρT  і λT  необмежені. На торцях вільних зон кільцеві 

зусилля приймають скінченні значення. 
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Всі розрахунки проведено для різних значень 0N  (до 640 =N  

включно). Числові результати практично не змінюються, починаючи з 
320 =N , що свідчить про добру збіжність методу колокації. 

 

 
Рис. 2 

 

 
Рис. 3 
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Система інтегральних рівнянь (15) дозволяє розглянути низку 
часткових задач для пластинки з криволінійним отвором і різних типів 
жорстких штампів: 

1) якщо в системі (15) покласти ,00 =α  то одержимо розв’язок 

задачі про тиск однозв’язного симетричного штампа з кутовими 
точками на контур криволінійного отвору в нескінченній ізотропній 
пластинці; 

2) при 00 =α , 00 α→β  однозв’язний штамп з кутовими точками 

вироджується в клиноподібний, та система (15) визначає розв’язок 
задачі про тиск зосередженої сили 0P  на контур криволінійного отвору 

в нескінченній пластинці; 
3) покладаючи в (15) 00 β→α , 00 ≠β , приходимо до задачі про 

тиск на контур отвору в пластинці симетричної системи двох зв’язаних 
клиноподібних штампів, яка еквівалентна задачі про тиск на цей контур 
системи двох паралельних сил, відстань між якими незмінна. 
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коллокации найдено приближенное решение задачи и исследовано влияние 
формы отверстия и величины зоны контакта на напряженное состояние в 
пластинке. 
 
Syas’kyy V.A. UNILATERAL CONTACT OF THE TWO-COHERENT STAMP 
WITH ANGULAR POINTS AND THE CURVILINEAR HOLE IN THE ENDLESS 
ISOTROPIC PLATE // The problem about pressure of the hard two-coherent stamp 
with angular points on the contour of curvilinear hole in the endless isotropic plate is 
reduced to the system of two singular integral equations with logarithmic kernels. The 
approximate solution of the problem was found by the method of boundary 
collocation and was explored the influence of the hole form and the size of contact 
area upon the tense condition in the plate. 




