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УДК 518.001.57 
 
Барановський С.В. 
 
АВТОМАТИЗАЦІЯ РОЗРАХУНКУ ХАРАКТЕРИСТИК ІДЕАЛЬНИХ 
ТА КВАЗІІДЕАЛЬНИХ ПОЛІВ У КРИВОЛІНІЙНИХ ЧОТИРИКУТНИХ 
ОБЛАСТЯХ ДОВІЛЬНОЇ КОНФІГУРАЦІЇ, ОБМЕЖЕНИХ ЛІНІЯМИ 
ТЕЧІЇ ТА ЕКВІПОТЕНЦІАЛЬНИМИ ЛІНІЯМИ  
 
Пропонується підхід до автоматизації процедури комп’ютерного 
моделювання та розрахунку характеристик ідеальних та квазіідеальних 
полів у криволінійних чотирикутних областях довільної конфігурації 
обмежених лініями течії та еквіпотенціальними лініями. 
 
Вступ. Роботи [1 – 3] містять опис досить ефективної, зокрема, з 
обчислювальної точки зору методології розрахунку характеристик 
ідеальних та квазіідеальних полів у чотирикутних криволінійних 
областях, обмежених лініями течії та еквіпотенціальними лініями. 
Виходячи з цієї методології, у роботі [4] запропоновано підхід до 
апроксимації кінематичних характеристик в’язкої водної течії деякою 
“фіктивною квазіідеальною” течією, що сприяло вдосконаленню 
методики математичного моделювання та дослідження процесів 
деформації незв’язного піщаного дна русла при його взаємодії з водною 
течією. Практичне застосування такого підходу певною мірою 
обмежується деякими труднощами при попередньому "ручному" виборі 
функцій для опису ділянок границі розрахункової області з метою їх 
якнайкращого наближення до реальних меж фізичних областей, де 
вивчаються фізичні процеси. Запропонований у даній роботі підхід до 
автоматизації процедури комп’ютерного моделювання та розрахунку 
характеристик ідеальних та квазіідеальних полів у криволінійних 
чотирикутних областях, обмежених лініями течії та еквіпотенціальними 
лініями, дозволяє усунути вказаний недолік та розширити коло 
практичного застосування згаданих вище математичних моделей. 
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Математична постановка задачі. Аналогічно до [2], розглянемо 
модельну задачу про знаходження гармонічної функції ( , )x yϕ ϕ=  

(потенціалу) в однозв’язній криволінійній чотирикутній області 
=zG ABCD  ( = + )z x iy , обмеженій чотирма гладкими кривими ={ :AB z  

1 ( )}x f y= , 2={ : ( )}BC z y f x= , 3={ : ( )}CD z x f y= , 4={ : ( )}DA z y f x= , 

які в точках A , B , C , D  перетинаються під прямими кутами, при 

умовах: ABϕ ϕ∗= , CDϕ ϕ∗= , 0
BC DA

d d
dn dn
ϕ ϕ

= =  (де n  – зовнішня 

нормаль до відповідної кривої) [1 – 4]. Шляхом введення гармонічної 
функції ( , )x yψ ψ=  (функції течії), комплексно спряженої до 

( , )x yϕ ϕ= , i заміною останніх двох граничних умов на умови: 

BC Qψ = , 0ADψ =  ( Q  – невідомий параметр, повна витрата), 

здійснюється заміна цієї задачі більш загальною задачею на конформне 
відображення ( ) ( , ) ( , )z x y i x yω ω ϕ ψ= = +  фізичної області zG  на 

прямокутник (область комплексного потенціалу) { :G =ω ω  ∗
∗ < <ϕ ϕ ϕ , 

0 }Q< <ψ : y xψ κϕ= , x yψ κϕ= −  ( 1κ = ), при відповідності чотирьох 

кутових точок (див. рис. 1).  
 

 

A 

B C 

D 

Gz 
(z) 

y 

x A D 

C B Q 

0 

Gω (ω) 

ψ 

ϕ 

 
 

Рис. 1. Фізична область Gz та відповідна їй  
область комплексного потенціалу Gω 
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Обернена крайова задача на конформне відображення 
( ) ( , ) ( , )z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області Gω  на zG  при невідомому Q  має 

вигляд 

 , , ( , )x y x y Gω
∂ ∂ ∂ ∂ ϕ ψ
∂ϕ ∂ψ ∂ψ ∂ϕ

= = − ∈ , (1) 

 1 3

2 4

( ( , ), ( , )) 0, ( ( , ), ( , )) 0, 0 ,

( ( , ), ( , )) 0, ( ( ,0), ( ,0)) 0, .

f x y f x y Q

f x Q y Q f x y

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∗ ∗
∗ ∗

∗
∗

 = = ≤ ≤


= = ≤ ≤
 (2) 

Ця задача зводиться до розв’язування в Gω  рівнянь Лапласа 

0x∆ = , 0y∆ =  при заданих нелінійних крайових умовах (2) та умовах 

Коші-Рімана на границі Gω∂  області Gω , які в деяких випадках 

зручніше [1 – 3] замінити на умови ортогональності ліній течії та 
еквіпотенціальних ліній до відповідних ділянок границі фізичної 
області.  

Наближене розв’язання задачі побудови відображення 
прямокутника Gω  на криволінійну чотирикутну область zG  (при 

відповідності кутових точок) реалізується на основі запропонованого в 
[1 – 3] числового алгоритму або його модифікацій. 

Апроксимація границь моделі фізичної області.  

Варіант 1. Представимо функції ( 1, 4)if i =  многочленами 3-го 

порядку у вигляді: 

 1 1 1( ) ( )( )( ) ( ) ,A
A B B A A

B A

y yx f y a y b y y y y x x x
y y
−

= = + − − + − +
−

 (3) 

 2 2 2( ) ( )( )( ) ( ) ,B
B C C B B

C B

x xy f x a x b x x x x y y y
x x
−

= = + − − + − +
−

 (4) 
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 3 3 3( ) ( )( )( ) ( ) ,D
D C C D D

C D

y yx f y a y b y y y y x x x
y y
−

= = + − − + − +
−

 (5) 

 4 4 4( ) ( )( )( ) ( ) ,A
A D D A A

D A

x xy f x a x b x x x x y y y
x x
−

= = + − − + − +
−

 (6) 

де ( , )A Ax y , ( , )B Bx y , ( , )C Cx y , ( , )D Dx y  – координати відповідно точок 

A , B , C , D ; ia , ib  ( 1, 4i = ) – невідомі коефіцієнти. Зазначимо, що 

така форма функції if  ( 1, 4i = ) досить зручна, оскільки автоматично 

задовольняє умові належності точок ,  , , A B C D  відповідним кривим. 

Для відшукання невідомих коефіцієнтів , ( 1, 4)i ia b i =  задамо 

значення похідних функцій ( 1, 4)if i′ =  в точках A , B , C , D . 

Наприклад, для кривої 2 ( )y f x=  отримаємо систему лінійних рівнянь 

 
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

C B
B B C B C B

C B

C B
C C B C B C

C B

y y
x x x a x x b f x

x x
y y

x x x a x x b f x
x x

− ′− + − = − −
 − ′− + − = −
 −

 

в результаті розв’язання якої неважко знайти аналітичні вирази для 
обчислення значень 2a , 2b . Використання знайдених виразів для 

обчислення коефіцієнтів ia , ib  ( 1, 4i = ) дозволяє створити ефективну 

процедуру візуалізації процесу "підбору" форми ділянок границі 
фізичної області zG , яка в режимі "реального часу" відображає зміну 

форми цих ділянок при зміні координат відповідних кутових точок та 
значень кутових коефіцієнтів дотичних в цих точках. 

Варіант 2. Ширших можливостей для "підбору" форми ділянок границі 

області zG  можна досягти, якщо функції if  ( 1, 4i = ) представити 

многочленами 4-го порядку у вигляді: 
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 2
2 1 1 1( ) ( )( )( ) ( ) ,A

A B B A A
B A

y yx f y a y b y c y y y y x x x
y y
−

= = + + − − + − +
−

 (7) 

 2
2 2 2 2( ) ( )( )( ) ( ) ,B

B C C B B
C B

x xy f x a x b x c x x x x y y y
x x
−

= = + + − − + − +
−

 (8) 

 2
3 3 3 3( ) ( )( )( ) ( ) ,D

D C C D D
C D

y yx f y a y b y c y y y y x x x
y y
−

= = + + − − + − +
−

(9) 

 2
4 4 4 4( ) ( )( )( ) ( ) ,A

A D D A A
D A

x xy f x a x b x c x x x x y y y
x x
−

= = + + − − + − +
−

(10) 

де , , ( 1, 4)i i ia b c i =  – невідомі коефіцієнти.  

Як і раніше, для відшукання невідомих коефіцієнтів , ,i i ia b c  

визначимо два рівняння шляхом задання значень похідної функції if ′  у 

відповідних кутових точках. Третє рівняння можемо отримати задавши 

значення другої похідної if ′′  в одній із проміжних точок відповідної 

ділянки границі області zG . В результаті, наприклад, для кривої 

2 ( )y f x=  отримаємо систему лінійних рівнянь 

 

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 ( ) 2 ,
2

C B
B B C B B C B C B

C B

C B
C C B C C B C B C

C B

C B
C B B C

y y
x x x a x x x b x x c f x

x x
y y

x x x a x x x b x x c f x
x x

x x
x x a x x b c f

 −′− + − + − = − −
 − ′− + − + − = −

−
 + ′′ + − + =    

 

розв’язавши яку, неважко знайти аналітичні вирази для коефіцієнтів 2a , 

2b , 2c  в залежності від значень 2 ( )Bf x′ , 2 ( )Cf x′  та 2 2
C Bx x

f
+ ′′  

 
. 
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Варіант 3. Представимо тепер функції if  ( 1, 4i = ) многочленами 5-го 

порядку у вигляді: 

 3 2
2 1 1 1 1( ) ( )( )( )A Bx f y a y b y c y d y y y y= = + + + − − +  

 ( )A
B A A

B A

y y x x x
y y
−

+ − +
−

, (11) 

 3 2
2 2 2 2 2( ) ( )( )( )B Cy f x a x b x c x d x x x x= = + + + − − +  

 ( )B
C B B

C B

x x y y y
x x
−

+ − +
−

, (12) 

 3 2
3 3 3 3 3( ) ( )( )( )D Cx f y a y b y c y d y y y y= = + + + − − +  

 ( )D
C D D

C D

y y x x x
y y
−

+ − +
−

, (13) 

 3 2
4 4 4 4 4( ) ( )( )( )A Dy f x a x b x c x d x x x x= = + + + − − +  

 ( )A
D A A

D A

x x y y y
x x
−

+ − +
−

, (14) 

де, як і раніше, ia , ib , ic , id  ( 1, 4i = ) – коефіцієнти, що визначають 

форму відповідних кривих. Для їх відшукання задамо значення перших 

похідних функцій if ′  ( 1, 4i = ) у відповідних кутових точках та 

значення других похідної if ′′  ( 1, 4i = ) в двох проміжних точках 

відповідних ділянок границі області zG . В результаті, наприклад, для 

визначення невідомих коефіцієнтів 2a , 2b , 2c , 2d  можна скористатись 

такою системою рівнянь: 
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3 2
2 2 2 2

2
3 2

2 2 2 2

2
3 2 2 3 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) /( ),

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) /( ),

(27 27 15 7 ) (36 8 12 )

B B C B B C B B C B C

B C B C B

C C B C C B C C B C B

C C B C B

B B C B C C B B C C

x x x a x x x b x x x c x x d
f x y y x x

x x x a x x x b x x x c x x d
f x y y x x

x x x x x x a x x x x b

− + − + − + − =
′= − − −

− + − + − + − =
′= − − −

+ − − + + − +

+ 2 2 2

3 2 2 3 2 2
2 2

2 2 2

3
(40 8 ) 32 16 ,

4

(27 27 15 7 ) (36 8 12 )
3

(40 8 ) 32 16 .
4

B C
B C

C C B C B B C C B B

C B
C B

x x
x x c d f

x x x x x x a x x x x b
x x

x x c d f











+  ′′− + =  
 

 + − − + + − +

 + ′′+ − + =  

 

 

Результати числового експерименту. На рис. 2, 3 продемонстровані 
конфігурації модельної області zG , ділянки границі якої (суцільні лінії) 
побудовані на основі запропонованого вище варіанту 1. Штриховими 
лініями тут представлені конфігурації ділянки границі AB побудованої 

на основі варіанту 2 при різних значеннях другої похідної 2 ( )f x′′  в 

точці з абсцисою 0.5 ( )C Bx x⋅ + . Як бачимо, використання варіанту 2 
для апроксимації ділянок границь модельної області дозволяє 
змінювати їх конфігурацію в достатньо широких межах.  

На рис. 4, 5 продемонстровані різні конфігурації ділянки границі 
AB модельної області zG  побудованої на основі варіанту 3 (штрихові 

лінії) при різних значеннях другої похідної 2 ( )f x′′  в проміжних точках 

цієї ділянки. Як і раніше, тут границя модельної області zG  (суцільні 
лінії) отримана згідно варіанту 1. 

Потрібно зазначити, що використання варіанту 3 для 
апроксимації ділянок границь дозволяє змінювати їх форму у більш 
широких межах, проте є більш чутливим до розміщення модельної 
області в обраній системі координат та вимогливіший до точності 
обчислення коефіцієнтів.  



Волинський математичний вісник 

 

 
 14 

0

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

A 

B 
C 

D 

1 5 

2 3 4 

 
Рис. 2. 1) 2( ) 0.5Bf x′ = , 2( ) 0.3Cf x′ = ; 2) 2(0.5 ( )) 0B Cf x x′′ ⋅ + = ;  

3) 2(0.5 ( )) 0.05B Cf x x′′ ⋅ + = ; 4) 2(0.5 ( )) 0.1B Cf x x′′ ⋅ + = ; 
5) 2(0.5 ( )) 0.08B Cf x x′′ ⋅ + = −  
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Рис. 3. 1) 2( ) 0.3Bf x′ = , 2( ) 0.2Cf x′ = − ; 2) 2(0.5 ( )) 0.1B Cf x x′′ ⋅ + = − ;  

3) 2(0.5 ( )) 0.2B Cf x x′′ ⋅ + = − ; 4) 2(0.5 ( )) 0B Cf x x′′ ⋅ + = ; 5) 2(0.5 ( )) 0.12B Cf x x′′ ⋅ + =  
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Рис. 4. 1) 2( ) 0.3Bf x′ = , 2( ) 0.2Cf x′ = − ; 

 2) 2(0.25 (3 )) 0.001B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.2C Bf x x′′ ⋅ + = − ; 
 3) 2(0.25 (3 )) 1B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.4C Bf x x′′ ⋅ + = − ;  

4) 2(0.25 (3 )) 0.06B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.06C Bf x x′′ ⋅ + = − ;  
5) 2(0.25 (3 )) 0.005B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.005C Bf x x′′ ⋅ + = −  
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Рис. 5. 1) 2( ) 0.3Bf x′ = , 2( ) 0.2Cf x′ = ;  

2) 2(0.25 (3 )) 1.1B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.5C Bf x x′′ ⋅ + = ;  
3) 2(0.25 (3 )) 1.5B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.005C Bf x x′′ ⋅ + = ;  
4) 2(0.25 (3 )) 0.83B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.5C Bf x x′′ ⋅ + = ;  
5) 2(0.25 (3 )) 0.64B Cf x x′′ ⋅ + = − , 2(0.25 (3 )) 0.42C Bf x x′′ ⋅ + =  

 
Висновки. Представлений в роботі підхід до апроксимації ділянок 
границі модельних криволінійних чотирикутних областей обмежених 
лініями течії та еквіпотенціальними лініями дозволяє розширити межі 
практичного використання та певною мірою автоматизувати процедуру 
комп’ютерного моделювання та розрахунку характеристик відповідних 
ідеальних та квазіідеальних полів. Крім того, такий підхід дозволяє 
створювати ефективні процедури візуалізації процесу підбору форми 
ділянок границь модельної області, що є досить актуальним при 
вивченні реальних фізичних процесів. 
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