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УДК 532.546-532.72 
 
Бомба А.Я., Русий Д.Є. 
 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА 
ПОБУДОВУ КВАЗІКОНФОРМНИХ СІТОК МЕТОДОМ 
СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
 
На основі методу скінченних елементів розроблено алгоритм побудови 
динамічних сіток квазіідеальних полів для чотирикутних областей, 
обмежених лініями течії та еквіпотенціальними лініями, з урахуванням 
зворотного впливу характеристик процесу на характеристики 
середовища. 

 
Вступ. У роботах [1 – 4] розроблено метод та відповідні алгоритми 
числового розв’язання модельних нелінійних крайових задач на 
конформні та квазіконформні відображення для криволінійних 
чотирикутних областей, обмежених лініями течії та еквіпотенціальними 
лініями. В їх основу покладено ідею переходу від прямих постановок 
задач (на побудову динамічних сіток потенціальних та 
квазіпотенціальних полів, побудову різного роду профілів, зокрема – 
крилових, та поля швидкості із паралельним розрахунком різних інших 
характеристик) до відповідних обернених. Причому під оберненням 
такого роду задач тут мається на увазі як перехід від прямих задач до 
задач на конформне відображення відповідної області комплексного 
потенціалу на вихідну область, так і той факт, що вони містять невідомі 
параметри (витрати) та вільні ділянки границь і ін. при додаткових 
відомостях про їх розв’язки.  

Зазначимо, що складністю обернених задач на квазіконформні 
відображення є те, що вони містять невідомі параметри (шукані повні 
витрати), що знаходяться у процесі розв’язування задачі, хоча проблема 
сітки вирішується автоматично. При розв’язуванні ж прямих задач для 
областей складної геометрії є проблема вибору сітки, але знаходження 
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розв’язку задачі та відповідних інтегральних характеристик проводяться 
автономно (послідовно) без організації ітеративного процесу для 
розрахунку певного стану системи (при цьому, як наслідок, 
зменшується число невідомих при числових розрахунках та 
збільшується швидкість роботи алгоритму). Метою даної роботи є 
розробка спеціального підходу для побудови динамічних сіток 
квазіідеальних полів [6] для чотирикутних областей, обмежених лініями 
течії та еквіпотенціальними лініями.  

Постановка задачі. Розглянемо модельну задачу на знаходження 
квазіпотенціалу ( , )x yϕ ϕ= , поля швидкості ( ( , ), ( , ))x yv v x y v x y=

 , 

повної витрати та побудову рівномірної динамічної сітки квазі-
ідеального поля ( ( , , , , )x yv k x y ϕ ϕ ϕ ϕ= ⋅∇

 , ( ) 0div v =
 , k  – достатньо 

гладка обмежена функція, що характеризує провідність відповідного 
схильного до деформації середовища; зокрема 0 ( , )k k x y=  - у випадку 

відсутності деформації) в однозв’язній чотирикутній криволінійній 

області zG ABCD=  ( 2
zG R⊂ ), що обмежена чотирма гладкими 

кривими { }1: ( , ) 0AB z f x y= = , { }2: ( , ) 0BC z f x y= = , { :CD z=  

}3 ( , ) 0f x y = , { }4: ( , ) 0DA z f x y= = , які в точках A , B , C , D  

перетинаються під прямими кутами, при умовах *ABϕ ϕ= , *
CDϕ ϕ= , 

0
BCn

ϕ∂
=

∂
, 0

DAn
ϕ∂

=
∂

, *
*ϕ ϕ−∞ < < < ∞ , де n  – зовнішня нормаль до 

вiдповiдної кривої. 
Шляхом введення функції течії ( , )x yψ ψ=  (квазікомплексно 

спряженої до ( , )x yϕ ϕ= ) у роботах [1 – 4] задачі такого роду зводились 

до задач на квазіконформне відображення ( )zω ω=  даної області zG  на 
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відповідну область квазікомплексного потенціалу { :G iω ω ϕ ψ= = +  

,ϕ ϕ ϕ∗
∗ < <  }0 Qψ< < : 

 ( , , , , )x yk x y
x y
ϕ ψϕ ϕ ϕ ∂ ∂
=

∂ ∂
, ( , , , , )x yk x y

y x
ϕ ψϕ ϕ ϕ ∂ ∂
= −

∂ ∂
, (1) 

 *
*, , 0,AB CD AD BC Qϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψ= = = = . (2) 

Такі задачі розв’язувалися шляхом побудови відповідного 
оберненого квазіконформного відображення zG Gω → , а саме розв’язку 

оберненої задачі:  

 * *
1 * * 3

2 4

1, , ( , ) ,

( ( , ), ( , )) 0, ( ( , ), ( , )) 0,
( ( , ), ( , )) 0, ( ( ,0), ( ,0)) 0.

y x y xk G
k

f x y f x y
f x Q y Q f x y

ωϕ ψ
ψ ϕ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ = = − ∈ ∂ ∂ ∂ ∂ = =
 = =


 

Ми ж пропонуємо вихідну задачу звести до розв’язання таких 
трьох задач: 

 *
*,

( ( , , , , ) ) 0,

, 0;

x y

AB CD
BC DA

div k x y

n n

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ

∇ =


∂ ∂
= = = = ∂ ∂

 (3) 

 ( , , , , )x y
AB

Q k x y ds
n
ϕϕ ϕ ϕ ∂

=
∂∫ ; (4) 

 

1( ( , , , , ) ) 0,

0, , 0.

x y

DA BC
AB CD

div k x y

Q
n n

ϕ ϕ ϕ ψ

ψ ψψ ψ

− ∇ =

 ∂ ∂

= = = = ∂ ∂

 (5) 



Волинський математичний вісник 

 

 
 20 

Загальна структура побудови розв’язку полягає в почерговій фіксації 
(„заморожуванні”) характеристик середовища та характеристик процесу 
(градієнта квазіпотенціалу) наступним чином. 

1. На початковому етапі фіксуємо коефіцієнт провідності:  

 0( , , , , ) ( , )x yk k x y k x yϕ ϕ ϕ= = . 

2. Розв’язуємо послідовно відповідні лінійні задачі (3), (4), (5) з 
використанням методу скінченних елементів та знаходимо ϕ  –

наближення ϕ  у „робочих” вузлах ( , )l lx y  , l J∈  (де J  – множина 

вузлів, породжена процесом розбиття області на скінченні елементи, 
тобто тріангуляції області). 

3. Обчислюємо xϕ , yϕ , „уточнюємо” коефіцієнт k  згідно 

заданих залежностей та знову розв’язуємо задачі (3) – (5); процес 
продовжуємо до стадії його стабілізації, тобто виконання наступних 
умов: 

 ( ) ( 1)
1

p pϕ ϕ ε−− ≤ , (6) 

 ( ) ( 1)
2

p pk k ε−− ≤ , (7) 

де 1ε  та 2ε  – достатньо малі величини. 

4. Маючи на zG  кусково-лінійне наближення для ϕ  та ψ , 

будуємо рівномірну динамічну сітку з наступних умов: ( , ) ix yϕ ϕ= , 

( , ) jx yψ ψ= , 0,1, 2,...,i n= , 0,1, 2,...,j m= , *iϕ ϕ ϕ= + ∆ , ϕ∆ =  

*
*( ) / nϕ ϕ= − , j jψ ψ= ∆ ⋅ , /Q mψ∆ = . В результаті розв’язання 

відповідних систем рівнянь отримуємо вузлові точки ( , )ij ijx y  цієї сітки. 

Для генерації сітки скінченних елементів в області zG  

використано модифікований метод тріангуляції, описаний в [7], [8]. 
Зокрема, для згущення межових вузлів у „вузьких” підобластях, 



Серія прикладна математика, випуск 4 (13), 2007 

 

 
 21 

довжини відповідних «складових відрізків» вибирались в залежності від 
радіусу кривизни ланки кривої, що апроксимується ламаною. Розбиття 
на скінченні елементи внутрішності отриманого многокутника 
проведено методом фронтальної тріангуляції [7], [8] з вибором 
найменшого кута та застосуванням топологічного згладження 

Лапласа [9] вигляду 
( )

1

1 ( )
( )

n z

i
i

z z r z z
n z =

 
= + − 

  
∑  ( ( )n z  – кількість 

навколишніх, сусідніх із z , «задіяних» вузлів, iz  – їх координати, r  – 

коефіцієнт згладження) на кожному етапі «введення внутрішнього 
вузла».  

Введемо скінченно-вимірний підпростір 0M  з базисом – 

множиною кусково-лінійних функцій ( , )lg x y , визначених для кожного 

вузла l J∈  в трикутнику eG  наступним чином: 

1, ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) , ( , ) ,
0, ( , ) .

l l
e e e e

l l l l l e

e

x y x y

g x y g x y x y x y G
x y G

=


= = + + ∈
 ∉

α β γ  

Тут e  – номер трикутника eG  ( z e
e

G G= ), однією з вершин якого є 

( , )l lx y ; e
lα , e

lβ , e
lγ  – константи. Застосувавши метод Бубнова–

Гальоркіна [12] до задачі вигляду  

 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )

( ) ( )
( ) ( ) *

*,

( ( , , , , , ) ) 0,

, 0,

p p p p p
x y

p p
p p

AB CD
BC DA

div k x y

n n

ϕ ψ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ

− − − − ∇ =

 ∂ ∂

= = = =
∂ ∂

 (8) 

(лінеаризованої задачі (3)), де p  – крок ітерації, (0)ϕ  – числовий 

розв’язок задачі при 0 ( , )k k x y= , знаходимо числовий розв’язок ( )pϕ  
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(наближення ϕ ). Далі знаходимо Q . Маючи значення Q , в результаті 

розв’язання задачі (5), визначаємо ψ  – наближення ψ . 

Вузли ( , )ij ijx y   квазіконформної рівномірної динамічної сітки 

знаходимо як результат числового розв’язання (наприклад, методом 
Ньютона) системи рівнянь:  

 ( , ) iP x yϕ ϕ=  , ( , ) jP x yψ ψ=  , 0,1, 2,..., , 0,1, 2,...,i n j m= = , (9) 

де ( , )P x yϕ  та ( , )P x yφ  скінченно-елементні інтерполяційні многочлени 

вигляду: 

( , ) ( , ) ( , )l l l
l J

P x y x y g x yϕ ϕ
∈

= ∑  , ( , ) ( , ) ( , )l l l
l J

P x y x y g x yψ ψ
∈

= ∑  . 

Числові експерименти.  

1. Розглянемо випадок, коли 1f y= , 3
2 1 22( )f xα α= − +  

2
2 1 13( )xα α α+ − + , 3 1f = , 4f x= , 1 0.1α = , 2 2α = , * 1ϕ = , * 0ϕ = ,  

 
0 1

0 1 2 1 3

* 3

, ,
( , , , , , ) ( ) ( )( ), ,

, ,
x y

k I I
k x y k I k I I I I I I I

k I I

≤
= = + − − < <
 ≥

ϕ ψ ϕ ϕ α , (10) 

де * 0 3 1 3 2( )( )k k I I I Iα= + − − , 1 2 3I I I< < , I ϕ= ∇ , 0 0.5k = , 0.01α = . 

У результаті проведених числових розрахунків отримано поле 
градієнтів фільтрації, швидкості, коефіцієнта фільтрації, динамічну 
сітку (див. рис. 1 та рис. 2), та наступні характеристики процесу: 

0 0.151Q Q= =  ( 0α = ) – величина потоку за умов відсутності 

деформації; * 0 0.00306Q Q− =  ( *Q  – повна витрата за умов деформації); 

max 3.411I = , min 0.001I =  – максимальне та мінімальне значення 

градієнта фільтрації.  
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Рис. 1. Зони збурення та фрагмент тріангуляції області  

 
 

 
Рис. 2. Динамічна сітка згідно (10)  

 
2. На рис. 3, 4 зображені відповідні результати при 1f x= , 2f =  

25 7cos( / 5)y x= − + , 3 10f x π= − , 4 3 3cos( / 5)f y x= − − , * 10ϕ = , 

* 0ϕ = , 
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* 3
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0 1
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0 1 1 2
* *

2

, ,
( )( ), , 0,

, ;
( , , , , , ) ( ) , ,

( ), , 0,

, ;

x y

k I I
k I I I I I I I I
k I I

k x y k I k I I

k I I I I I I

k I I

 <
 + − − ≤ ≤ ≤
 >= =  <
 + − ≤ ≤ >

 >

ϕ

ϕ

α

ϕ φ ϕ ϕ

β

 (11) 

де * 0 3 1 3 2( )( )k k I I I Iα= + − − , * * *
0 2 1( )k k I Iβ= + − , 1 2 3I I I< < , I ϕ= ∇ , 

0 1k = , 0.125α = , 1β = , 1 0.3I = , 2 0.35I = , 3 0.4I = , *
1 0.37I = , 

*
2 0.4I = . При цьому, 0 6.453Q = , * 0 0.0115Q Q− = , max 0.6144I = , 

min 0.0371I = . 

 
 

 
 

Рис. 3. Зони збурення згідно (11) 
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Рис.4. Динамічна сітка згідно (11) 

 
Висновки і зауваження. Отже, здійснюючи почергове 
„заморожування” характеристик середовища та процесу, вихідну 
модельну нелінійну задачу, що враховує їх взаємовплив зведено до 
послідовності відповідних лінійних задач – прямих аналогів відповідних 
обернених задач на конформні відображення. При цьому зазначимо, що 
кожна з ітерацій відображає стан системи на певному часовому 
проміжку, а зупинка процесу з заданою ε -точністю співпадає із 
стабілізацією процесу. Тобто, незважаючи на стаціонарність постановки 
вихідної задачі, все ж на проміжку часу від початку до стадії стабілізації 
побудовані „компоненти алгоритму” дозволяють розвивати відповідний 
процес у часі. У перспективі перенесення розробленої методики на 
відповідні просторові аналоги. 
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