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 Ю.Є. Климюк, 2007 С. 84–99 

УДК 518.61.001.573 
 
Климюк Ю.Є. 
 
ПРОСТОРОВІ НЕЛІНІЙНІ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНІ КРАЙОВІ 
ЗАДАЧІ ТИПУ “КОНВЕКЦІЯ–ДИФУЗІЯ” ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ В 
АНІЗОТРОПНИХ СЕРЕДОВИЩАХ 
 
Побудовано просторовий аналог плоскої крайової задачі на 
квазіконформне відображення криволінійного чотирикутника на 
прямокутник для анізотропних середовищ і на цій основі одержано 
алгоритм асимптотичного наближення розв’язку нелінійної сингулярно 
збуреної крайової задачі типу “конвекція-дифузія” із запізненням в 
криволінійному паралелепіпеді, обмеженому двома еквіпотенціальними 
поверхнями та чотирма поверхнями течії. 
 
Вступ. На основі [1 – 4] в [5 – 9] розроблено підхід до розв’язання 
двомірних задач для рівнянь конвективної дифузії при фільтрації 
підземних вод, що ґрунтується на переході від криволінійної фізичної 
області фільтрації, обмеженої лініями течії і еквіпотенціальними 
лініями, до відповідної області комплексного потенціалу. Поєднуючи 
цей підхід із числово-асимптотичними методами отримані розв’язки 
найбільш типових плоских задач „фільтрація–конвекція–дифузія–
реакція”, зокрема: задач для багатозв’язних областей [7, 8], задач 
гетеродифузії [10 – 11], нелінійних задач із запізненням [9]. У роботі 
[13] побудовано просторовий аналог плоскої крайової задачі на 
конформне відображення криволінійного чотирикутника на 
прямокутник і на цій основі одержано асимптотичне розвинення 
розв’язку сингулярно збуреної крайової задачі для рівняння 
конвективної дифузії у криволінійному паралелепіпеді обмеженому 
двома еквіпотенціальними поверхнями та чотирма поверхнями течії 
[12 – 14]. У цій роботі йдеться про побудову просторового аналогу 
плоскої крайової задачі на квазіконформне відображення і розв’язання 
нелінійних просторових сингулярно збурених крайових задач 
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конвективної дифузії із запізненням в анізотропному середовищі. 

Постановка задачі. Для області (0, )G G= × ∞z , де G =z  

ABCDA B C D∗ ∗ ∗ ∗=  ( ( , , )x y z=z ) – однозв’язний криволінійний парале-

лепіпед (анізотропний пористий пласт), обмежений квазіортогональни-
ми між собою в кутових точках та вздовж ребер (тут „приреброві кути” 
на стільки відрізняються від прямих, на скільки в їх околах анізотропія 
„відхиляє” вектор швидкості від градієнта напору), двома екві-
потенціальними поверхнями 1{ : ( , , ) 0}ABB A f x y z∗ ∗ = =z , { :CDD C∗ ∗ = z  

2 ( , , ) 0}f x y z =  та чотирма поверхнями течії { :ADD A∗ ∗ = z  

3 ( , , ) 0}f x y z = , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z∗ ∗ = =z , 5{ : ( , , ) 0}ABCD f x y z= =z , 

6{ : ( , , ) 0}A B C D f x y z∗ ∗ ∗ ∗ = =z  (рис. 1а), розглянемо нелінійну модельну 

задачу: 

 v gradκ ϕ= ⋅
 , 0div v =

 ; (1) 

 , , 0ABB A CDD C ADD A A B C D BCC B ABCDn
ϕϕ ϕ ϕ ϕ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

∗ ∪ ∪ ∪
∂

= = =
∂

; (2) 

 ( ) ( )1 ( ( , , , )) 1C C C Ch C x y z t h
x x y y

ε ε τ ε
  ∂ ∂ ∂ ∂ + ⋅ − + + ⋅ +   ∂ ∂ ∂ ∂   

 

 ( )1 ,x y z
C C C C C Ch v v v
z z x y z t

ε∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ + + ⋅ − − − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3) 

 ( ) ( ), , , , , ,
ABB A

C x y z t c x y z t
∗ ∗ ∗= , ( ) ( ), , , , , ,

CDD C
C x y z t c x y z t∗

∗ ∗
= , 

 ( ) ( ), , , , , ,
ADD A

C x y z t c x y z t
∗ ∗ ∗∗= , ( ) ( ), , , , , ,

BCC B
C x y z t c x y z t∗∗

∗ ∗
= , 

 ( ) ( ), , , , , ,
ABCD

C x y z t c x y z t∗∗∗= , ( ) ( ), , , , , ,
A B C D

C x y z t c x y z t∗∗∗
∗ ∗ ∗ ∗

= , 

 ( )0
0( , , , ) , , ,C x y z t c x y z t=   ( 0tτ− ≤ ≤ ), (4) 

де hϕ χ∗= −  – фільтраційний потенціал ( *
*0 ϕ ϕ ϕ< ≤ ≤ < ∞ ), 
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( ), ,h h x y z=  – напір; ( )1
, 1,2,3rs r sκ χ χ κ−

∗ == =  – тензор проникності 

( rs srκ κ= ), ( ) , 1,2,3rs r sχ χ ==  – тензор ( χ∗  – його характерний розмір) і 

v  – вектор швидкості фільтрації ( 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )x y zv v x y z v x y z v x y z= + + >
  

*v ε> >> ); ( , , , )C C x y z t=  – концентрація розчинної речовини в 

фільтраційній течії у точці ( , , )x y z  в момент часу t , n  – зовнішня 

нормаль до відповідної поверхні, ε  – малий параметр ( 0ε > ), 

( ), , ,c x y z t∗ , ( ), , ,c x y z t∗ , ( ), , ,c x y z t∗∗ , ( ), , ,c x y z t∗∗ , ( ), , ,c x y z t∗∗∗ , 

( ), , ,c x y z t∗∗∗ , ( )0
0 , ,c x y z , ( ( , , , ))h h C x y z t τ= −  – достатньо гладкі 

функції, узгоджені між собою вздовж ребер області G . Крім того 

вважаємо, що функція 0
0 ( , , , )c x y z t  в моменти часу t τ= −  і 0t =  

задовольняє умовам, які забезпечують необхідну для проведення 
подальших викладок гладкість розв’язку ( , , , )C x y z t  при t nτ=  

( 1, 2,...n = ).  

0

z

x

y

D

CB

CB

A

A D

*

**

*
z(   )

zG

     

η

ϕ

ψ

D

CB

CB

A

A
D

*

*
*

*
w(   )

wG

ϕ ϕ* *

*
Q

*Q

**Q

**Q

 
а)     б) 

Рис. 1. Фізична область Gz  (а) і відповідна  

область комплексного потенціалу wG  (б) 
 

При цьому квазігармонiчна функція ( ), ,x y zϕ ϕ=  (квазі-



Серія прикладна математика, випуск 4 (13), 2007 

 

 
 87 

потенцiал) задовольняє диференціальне рівняння: 

 ( ) ( )11 12, , , , , , , , , ,x y z x y z
x x y
∂ ∂ϕ ∂ϕκ ϕ ψ η κ ϕ ψ η
∂ ∂ ∂


+ +


 

 ( ) ( )13 21, , , , , , , , , ,x y z x y z
z y x

∂ϕ ∂ ∂ϕκ ϕ ψ η κ ϕ ψ η
∂ ∂ ∂

 + + + 
 

 

 ( ) ( )22 23, , , , , , , , , ,x y z x y z
y z

∂ϕ ∂ϕκ ϕ ψ η κ ϕ ψ η
∂ ∂


+ + +


 

 ( ) ( )31 32, , , , , , , , , ,x y z x y z
z x y
∂ ∂ϕ ∂ϕκ ϕ ψ η κ ϕ ψ η
∂ ∂ ∂


+ + +


 

 ( )33 , , , , , 0.x y z
z

∂ϕκ ϕ ψ η
∂

+ =


 (5) 

 

Шляхом введення пари функцій ( ), ,x y zψ ψ= , ( ), ,x y zη η= , 

“просторових квазікомплексноспряжених” із функцією ( ), ,x y zϕ ϕ=  

тобто, таких, що: ( ) ( ) ( )grad , , grad , , grad , ,x y z x y z x y zκ ϕ ψ η⋅ = × , 

( ) ( )grad , , grad , , 0x y z x y zψ η× =  і заміни третьої із граничних умов (2) 

на умови: *ADD A Qψ
∗ ∗

= , *
BCC B Qψ

∗ ∗
= , **ABCD Qη = , **

A B C D Qη
∗ ∗ ∗ ∗

= , 

приходимо до більш загальної відносно (1), (2) задачі на “просторово 

квазіконформне” відображення області Gz  на відповідну область 

“просторового комплексного квазіпотенціалу” {w w ( , , ) :G ϕ ψ η= =  

*ϕ ϕ ϕ∗ ≤ ≤ , *
*Q Qψ≤ ≤ , }**Q Qη ∗∗≤ ≤  (рис. 1б): 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

,

,

0;

x y z y z z y

x y z z x x z

x y z x y y x

x x y y z z

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ψ ∂η ∂ψ ∂ηκ κ κ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ψ ∂η ∂ψ ∂ηκ κ κ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ψ ∂η ∂ψ ∂ηκ κ κ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ψ η ψ η ψ η

 + + = ⋅ − ⋅



+ + = ⋅ − ⋅

 + + = ⋅ − ⋅


∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (6) 

 ABB Aϕ ϕ
∗ ∗ ∗= , DCC Dϕ ϕ

∗ ∗

∗= , *ADD A Qψ
∗ ∗

= , *
BCC B Qψ

∗ ∗
= ,  

  **ABCD Qη = , **
A B C D Qη
∗ ∗ ∗ ∗

= , (7) 

де 0
0Q Q Q= ⋅  – потік через довільний поперечний переріз течії 

( *
0 *Q Q Q= − , 0 **

**Q Q Q= −  – потоки через відповідні горизонтальний 

та вертикальний “одиничні прошарки”). 
Відповідна обернена до (6), (7) задача на квазіконформне 

відображення ( )w=z z  області wG  на Gz  при невідомих Q , 0Q , 0Q  

має наступний вигляд: 

 ( ) ( ) ( )( ) 11, , , , , , , , y z y zI x y zϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η κ
ψ η η ψ

  ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 12 13
x z x z x y x y x z z xκ κ
η ψ ψ η ψ η η ψ ϕ η ϕ η

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ×     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 

 ,x y x y x y x y x z x z
ϕ ψ ψ ϕ η ϕ ϕ η ψ ϕ ϕ ψ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

 ( ) ( ) ( )( ) 21, , , , , , , , y z y zI x y zϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η κ
ψ η η ψ

  ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
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 22 23
x z x z x y x y x y x yκ κ
η ψ ψ η ψ η η ψ η ϕ ϕ η

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ×     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 

 ,y z z y z y y z x y x y
ϕ ψ ϕ ψ ϕ η ϕ η ϕ ψ ψ ϕ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

 ( ) ( ) ( )( ) 31, , , , , , , , y z y zI x y zϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η κ
ψ η η ψ

  ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 32 33
x z x z x y x y z y z yκ κ
η ψ ψ η ψ η η ψ ϕ η η ϕ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ×     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 

 ,x z x z x z z x y z z y
ψ ϕ ϕ ψ ϕ η ϕ η ϕ ψ ϕ ψ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

 z y y z y z z y x z z x
ϕ η ϕ η ϕ ψ ϕ ψ ϕ η ϕ η

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ×    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

 0,x z x z x y x y x y x y
ψ ϕ ϕ ψ η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
× ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

(8) 

де I  – якобіан відповідного перетворення; 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

2

3

4

5

6

, , , , , , , , 0,
,

, , , , , , , , 0,

, , , , , , , , 0,
,

, , , , , , , , 0,

, , , , , , , , 0,
.

, , , , , , , , 0,

f x y z

f x y z

f x Q y Q z Q
Q Q

f x Q y Q y Q

f x Q y Q z Q
Q Q

f x Q y Q z Q

ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η
ϕ ϕ ϕ

ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η

ϕ η ϕ η ϕ η
ψ

ϕ η ϕ η ϕ η

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
η

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

∗ ∗ ∗
∗

∗∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗

∗∗ ∗ ∗

∗∗ ∗∗ ∗∗
∗∗

∗∗∗∗ ∗∗ ∗∗

=
≤ ≤

=

=
≤ ≤

=

=
≤ ≤

=















 (9) 

Припустимо, що задача на просторове квазіконформне 

відображення wG Gz   (або wG Gz ) є розв’язаною, зокрема, 

знайдено поле швидкості v  і параметри 0Q , 0Q , Q . Здійснивши заміну 
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змінних ( ), ,x x ϕ ψ η= , ( ), ,y y ϕ ψ η= , ( ), ,z z ϕ ψ η=  у рівнянні (3) та 

умовах (4), приходимо до відповідної “дифузійної задачі” для області 

wG : 

 ( )( )( ) ( ) ( )(( 1,1 1,21 , , , , , , ,h c t b c b cϕϕ ψψε ε ϕ ψ η τ ϕ ψ η ϕ ψ η+ − + +  

 ( ) ( ) ( )1,3 2,1 2,2, , 2 , , 2 , ,b c b c b cηη ϕψ ϕηϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( ) ( ) ( ) )3,1 3,2 3,3, , , , , ,b c b c b cϕ ψ ηϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( ) ( ) ( )( 1,1 1,2 1,3, , , , , ,b c h b c h b c hϕ ϕ ψ ψ η ηε ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( )( ) ( )( )))2,1 2,2, , , ,b c h c h b c h c hϕ ψ ψ ϕ ϕ η η ϕϕ ψ η ϕ ψ η+ + + + −  

 ( ), , tq c cϕϕ ψ η− ⋅ = ; (10) 

 ( ) ( )* *, , , , ,c t c tϕ ψ η ψ η= , ( ) ( ), , , , ,c t c tϕ ψ η ψ η∗ ∗= ,  

 ( ) ( )* **, , , , ,c Q t c tϕ η ϕ η= , ( ) ( )* **, , , , ,c Q t c tϕ η ϕ η= ,  

 ( ) ( )** ***, , , , ,c Q t c tϕ ψ ϕ ψ= , ( ) ( )** ***, , , , ,c Q t c tϕ ψ ϕ ψ= , 

 ( ) ( )0
0, , , ,c t c tϕ ψ ϕ ψ=  , 0tτ− ≤ ≤ , (11) 

де  ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , , ,c c t C x y z tϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η= = , 

 2 2 2
1,1 x y zb ϕ ϕ ϕ= + + , 2 2 2

1,2 x y zb ψ ψ ψ= + + , 2 2 2
1,3 x y zb η η η= + + , 

 2,1 x x y y z zb ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= + + , 2,2 x x y y z zb ϕ η ϕ η ϕ η= + + , 

  3,1 xx yy zzb ϕ ϕ ϕ= + + , 3,2 xx yy zzb ψ ψ ψ= + + ,  

 3,3 xx yyb η η= + +  zzη+ , x x y y z zq v v vϕ ϕ ϕ= + +  

або ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
1,1 2

1, , ,b y z y z x z x z x y x y
I ψ η η ψ η ψ ψ η ψ η η ψϕ ψ η = − + − + −  
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 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
1,2 2

1, , ,b y z y z x z x z x y x y
I η ϕ ϕ η ϕ η η ϕ η ϕ ϕ ηϕ ψ η = − + − + −  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
1,3 2

1, , ,b y z y z x z x z x y x y
I ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ϕϕ ψ η = − + − + −  

 ( ) ( )( )( ( )2,1 2
1, ,b y z y z y z y z x z x z
I ψ η η ψ η ϕ ϕ η η ψ ψ ηϕ ψ η = − − + − ×  

 ( ) ( )( )) ,x z x z x y x y x y x yϕ η η ϕ ψ η η ψ η ϕ ϕ η× − + − −  

 ( ) ( )( )( ( )2,2 2
1, ,b y z y z y z y z x z x z
I ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕ η ψ ψ ηϕ ψ η = − − + − ×  

 ( ) ( )( )) ,x z x z x y x y x y x yψ ϕ ϕ ψ ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕ× − + − −  

 ( )3,1 , ,
y z y z y z y z y z y z

b
I I I

ψ η η ψ ψ η η ψ ψ η η ψϕ ψ η
ϕ ψ

− − −   ∂ ∂
= ⋅ + ×   ∂ ∂   

 

 
y z y z y z y z y z y z x z x z

I I I I
η ϕ ϕ η ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕ η ψ ψ η

η ϕ
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 
x z x z x z x z x z x z x z x z

I I I I
η ψ ψ η η ψ ψ η ϕ η η ϕ η ψ ψ η

ψ η
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 
x z x z x z x z x z x z x z x z

I I I I
ψ ϕ ϕ ψ η ψ ψ η η ψ ψ η η ψ ψ η

ϕ ψ
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 ,
x z x z x z x z x z x z

I I I
ϕ η η ϕ η ψ ψ η ψ ϕ ϕ ψ

η
− − − ∂

× + ⋅ ∂  
 

 ( )3,2 , ,
y z y z y z y z y z y z

b
I I I

η ϕ ϕ η ψ η η ψ η ϕ ϕ ηϕ ψ η
ϕ ψ

− − −   ∂ ∂
= ⋅ + ×   ∂ ∂   

 

 
y z y z y z y z y z y z x z x z

I I I I
η ϕ ϕ η η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ ϕ η η ϕ

η ϕ
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
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x z x z x z x z x z x z x z x z

I I I I
η ψ ψ η ϕ η η ϕ ϕ η η ϕ ϕ η η ϕ

ψ η
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 
x z x z x y x y x y x y x y x y

I I I I
ψ ϕ ϕ ψ η ϕ ϕ η ψ η η ψ η ϕ ϕ η

ϕ ψ
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 ,
x y x y x y x y x y x y

I I I
η ϕ ϕ η η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ

η
− − − ∂

× + ⋅ ∂  
 

 ( )3,3 , ,
y z y z y z y z y z y z

b
I I I

ϕ ψ ψ ϕ ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕϕ ψ η
ϕ ψ

− − −   ∂ ∂
= ⋅ + ×   ∂ ∂   

 

 
y z y z y z y z y z y z x z x z

I I I I
η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ

η ϕ
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 
x z x z x z x z x z x z x z x z

I I I I
ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ϕ η η ϕ ψ ϕ ϕ ψ

ψ η
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 
x z x z x y x y x y x y x y x y

I I I I
ψ ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ ψ η η ψ ϕ ψ ψ ϕ

ϕ ψ
− − − −   ∂ ∂

× + ⋅ + ×   ∂ ∂   
 

 ,
x y x y x y x y x y x y

I I I
η ϕ ϕ η ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ

η
− − − ∂

× + ⋅ ∂  
 

 ( ) ( ) ( ) ((( 11 12 132
1, ,q y z y z x z x z x y
I ψ η η ψ η ψ ψ η ψ ηϕ ψ η κ κ κ= − + − + −  

 ))( ) ( )( ( )21 22x y y z y z y z y z x z x zη ψ ψ η η ψ ψ η η ψ η ψ ψ ηκ κ− − + − + − +  

 ( ))( ) ( )( (23 31 32x y x y x z x z y z y z x zψ η η ψ η ψ ψ η ψ η η ψ η ψκ κ κ+ − − + − + −  

 ) ( ))( ))33 .x z x y x y x y x yψ η ψ η η ψ ψ η η ψκ− + − −  

Розв’язання задачі. Задачу із запізненням τ  (10), (11) на кожному із 
часових інтервалів [( 1) , ]n nτ τ− , 1, 2,...n =  приведемо до таких задач без 

запізнення: 
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 ( ) ( ) ( )(( [ ] [ ]
1,1 1,21 , , , ,n n

nh b c b cτ ϕϕ ψψε ε ϕ ψ η ϕ ψ η+ + +  

 ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]
1,3 2,1 2,2, , 2 , , 2 , ,n n nb c b c b cηη ϕψ ϕηϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( ) ( ) ( ) )[ ] [ ] [ ]
3,1 3,2 3,3, , , , , ,n n nb c b c b cϕ ψ ηϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( ) ( ) ( )( [ ] [ ] [ ]
1,1 1,2 1,3, , , , , ,n n n

n n nb c h b c h b c hϕ τ ϕ ψ τ ψ η τ ηε ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( )( ) ( )( )))[ ] [ ] [ ] [ ]
2,1 2,2, , , ,n n n n

n n n nb c h c h b c h c hϕ τ ψ ψ τ ϕ ϕ τ η η τ ϕϕ ψ η ϕ ψ η+ + + + −  

 ( ) [ ] [ ], , n n
tq c cϕϕ ψ η− ⋅ = ; (12) 

 ( ) ( )[ ]
* *, , , , ,nc t c tϕ ψ η ψ η= , ( ) ( )[ ] , , , , ,nc t c tϕ ψ η ψ η∗ ∗= , 

 ( ) ( )[ ]
* **, , , , ,nc Q t c tϕ η ϕ η= , ( ) ( )[ ] * **, , , , ,nc Q t c tϕ η ϕ η= , 

 ( ) ( )[ ]
** ***, , , , ,nc Q t c tϕ ψ ϕ ψ= , ( ) ( )[ ] ** ***, , , , ,nc Q t c tϕ ψ ϕ ψ= , 

 ( ) ( )[ ] , , , ( 1) , , , ( 1)n
nc n w nϕ ψ η τ ϕ ψ η τ− = − , ( , , , )nh tτ ϕ ψ η =  

 ( )( ) ( )( ) ( )[ ] [ 1], , , , , , , , , ,n n
nh c t h c t w tϕ ψ η τ ϕ ψ η τ ϕ ψ η τ−= − = − = −  (13) 

де ( ) ( )[ 1], , , , , , ,n
nw t c tϕ ψ η ϕ ψ η−= 1,2,...n = ,  

 ( ) ( )[0] 0
0, , ,0 , , ,0c cϕ ψ η ϕ ψ η=  ( [ , ( 1) ]t n nτ τ∈ + ). 

Розв’язок задач (12), (13) з точністю 2( )O ε  шукаємо у вигляді 

асимптотичних рядів 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

[ ] [ ] [ ] [ ]
0 1

0
, , , , , , , , , , , ,n n n i n

i
i

c t c t c t P tϕ ψ η ϕ ψ η ε ϕ ψ η ε ξ ψ η
=

= + + +∑  

 
( ) ( ) ( )

2 2 2
/ 2 [ ] / 2 [ ] / 2 [ ]

0 0 0
, , , , , , , , ,i n i n i n

i i i
i i i

H t H t T tε ϕ ζ η ε ϕ ζ η ε ϕ ψ ς
= = =

+ + + +∑ ∑ ∑  

 ( ) ( )
2

/ 2 [ ] [ ]
2

0
, , , , , , ,i n n

i
i

T t R tε ϕ ψ ς ϕ ψ η ε
=

+ +∑   ,

 

(14) 
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де [ ]
2
nR  – залишковий член (його оцінка встановлюється на основі 

принципу максимуму аналогічно [3 – 5, 13]), ( )[ ] , , ,n
ic tϕ ψ η  ( 0,1i = ) – 

члени регулярної частини асимптотики: [ ]
0
nc  – розв’язки відповідних 

вироджених задач (конвективного переносу); [ ]
1

nc  – поправки, які 
враховують “вплив” дифузії по всій області G  (за виключенням деяких 

її примежевих ділянок); [ ] ( , , , )n
iP tξ ψ η  ( 0, 2)i =  – функції типу 

примежового шару в околі  ϕ ϕ∗=  (поправки на виході конвективної 

течії), ( )[ ] , , ,n
iH tϕ ζ η , ( )[ ] , , ,n

iН tϕ ζ η


, ( )[ ] , , ,n
iT tϕ ψ ς , ( )[ ] , , ,n

iT tϕ ψ ς
   

( 0, 2)i =  – функції типу примежового шару відповідно в околах Qψ ∗= , 

Qψ ∗= , Qη ∗∗= , Qη ∗∗= , що враховують вплив “бічних джерел 

забруднень”, ϕ ϕξ
ε

∗ −
= , Qψ

ζ
ε

∗−
= , Q ψζ

ε

∗ −
=


, Qη

ς
ε
∗∗−

= , 

Q ης
ε

∗∗ −
=  – відповідні їм регуляризуючі перетворення. 

Аналогічно до [1 – 3, 5], підставляючи (14) в (12), (13) і 
застосовуючи стандартну “процедуру прирівнювання”, одержимо 
наступні задачі для знаходження функцій [ ]

0
nc , [ ]

1
nc : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ] [ ] [ ]
* *0 0 0

[ ]
0

, , 0, , , , , , ,

, , , ( 1) , , , ( 1) , , ,

n n n
t

n
n n

q c c c t c t

c n w n w
ϕϕ ψ η ϕ ψ η ψ η

ϕ ψ η τ ϕ ψ η τ ϕ ψ η

 ⋅ + = =

 − = − =

 

 
( )
( ) ( )

[ ] [ ] [ ]
1 1

[ ] [ ]
*1 1

, , ( , , , ),

, , ,0 0, , , , 0,

n n n
t

n n

q c c g t

c c t
ϕϕ ψ η ϕ ψ η

ϕ ψ η ϕ ψ η

 ⋅ + =

 = =  

де ( ) ( )[ ] [ ] [ ]
1,1 1,20 0( , , , ) , , , ,n n ng t b c b cϕϕ ψψϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η= + +  

 ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]
1,3 2,1 2,20 0 0, , 2 , , 2 , ,n n nb c b c b cηη ϕψ ϕηϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + +  

 ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ]
3,1 3,2 3,30 0 0, , , , , ,n n nb c b c b cϕ ψ ηϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η+ + + . 
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В результаті їх розв’язання одержимо: 

 ( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )
[ ]
0 1

, , , , , , , ,
, , ,

, , , , , , , , ,
n

n

c t f t f
c t

w f f t t f

ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η
ϕ ψ η

ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η

∗

−

 − ≥
=
 − <  

 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )

[ ]

[ ]
1

[ ]

( 1)

, , , , , , ,
, , , ,

, ,
, , ,

, , , , , , , , ,

n

n
t

n

n

g s t f f s
ds t f

q s
c t

g f t t t dt t f

ϕ

ϕ

τ

ψ η ϕ ψ η ψ η
ϕ ψ η

ψ η
ϕ ψ η

ϕ ψ η ψ η ϕ ψ η

∗

−

 − +
 ≥


= 


− + <


∫

∫   

 

де ( ) ( )
*

, ,
, ,
dsf

q s

ϕ

ϕ

ϕ ψ η
ψ η

= ∫ 
 

 – час проходження виділеної частинки від 

точки ( )*, ,ϕ ψ η   до точки ( ), ,ϕ ψ η   вздовж відповідної лінії течії, 1f −  – 

функція, обернена до f  відносно змінної ϕ  (відмітимо, що вона 
завжди існує, оскільки підінтегральна функція q  – неперервно-
диференційована, обмежена і додатньо визначена). 

Функції 
2

[ ] [ ]

0

n i n
i

i
P Pε

=
= ∑  призначені для усунення нев’язок, які 

вносяться відповідно побудованими регулярними частинами 
1

[ ] [ ]

0

n n i
i

i
c c ε

=
= ∑  асимптотики, в околі ділянки ϕ ϕ∗=  (виходу 

фільтраційної течії). Для їх знаходження матимемо задачі [5]: 

 
( ) ( )

[ ] [ ]
0 0

[ ] [ ] * [ ]
0 0

0,

(0, , , ) , , , , , , ( , , , ) 0,

n n

n n n

P P

P t c t c t P t

ξξ ξ

ξ
ψ η ψ η ϕ ψ η ξ ψ η∗

→∞

 + =


= − →
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[ ] [ ]
*

[ ] [ ]

( , , , )
,

( , , )

(0, , , ) 0, ( , , , ) 0, 1, 2,

n n i
i i

n n
i i

d t
P P

q

P t P t i

ξξ ξ

ξ

ξ ψ η
ϕ ψ η

ψ η ξ ψ η
→∞

 + =

 = → =


 

де [ ] * * [ ]
1 1,10 0( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )n n

ntd t P t b h t P tτ ξξξ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η= − , 

 ([ ] * *
2 1,11( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , )n

ntd t P t h t bτ ξξ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η= + ⋅ +  

 

)* * [ ] *
1,1 3,10( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , )n

nb h t P t bξ τ ξξϕ ψ η ϕ ψ η ξ ξ ψ η ϕ ψ η+ ⋅ ⋅ ⋅ + ×  

 

* [ ] * * [ ]
1,10 1( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )n n

n nh t P t b h t P tτ ξ τξ ξξϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η× − −  

 

* [ ] * [ ]
1,2 1,30 0( , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , )n nb P t b P tψψ ηηϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η− − −

 

 

( ) ( )* [ ] * [ ]
2,1 2,20 02 , , ( , , , ) 2 , , ( , , , )n nb P t b P tϕψ ϕηϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η− − −  

 

)* [ ] * [ ]
3,2 3,30 0( , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , )n nb P t b P tψ ηϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η− − . 

Аналогічно до [1-3, 5, 6], в результаті розв’язання цих задач, 
отримаємо: 

 

( ) ( ) ( )( )[ ] [ ] *
0 , , , , , , , ,n nP t c t c t e ξξ ψ η ψ η ϕ ψ η∗ −= − ⋅ ; 

 

( ) ([ ] [ ]
1 0*, , , ( , , , )

( , , )
n n

tP t P t
q

ξξ ψ η ξ ψ η
ϕ ψ η

= − −  

 )* * [ ]
1,1 0( , , ) ( , , , ) ( , , , )n

nb h t P tτ ξξϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η− ; 

 ( ) (([ ] * * [ ]
2 0, , , ( , , ) ( , , , ) ( , , , )n n

n tP t q h t P tτξ ψ η ξ ϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η= − ⋅ −  

 )* [ ] * [ ] *
1,2 1,30 0( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , )n nl t P t b P t bψψϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η− − − ×  

 [ ] * [ ] * [ ]
1,2 1,30 0 0( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , )n n nP t b P t b P tηη ψψ ηηξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η× − − −  

 * [ ] * [ ]
3,2 3,30 0( , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , )n nb P t b P tψ ηϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η− − −  

 )* * [ ] 1 * 2
0( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( / 2)n

nq h t P t q e ξ
τ ξϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ξ ξ− −− ⋅ − + ×  
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 ( ([ ] * 1 * [ ]
0 0( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , )n n

ttP t l t q P tξξ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η−′× ⋅ − ⋅ −  

 ) )* [ ] * * [ ]
0 0( , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )n n

n ttl t P t q h t P tτϕ ψ η ξ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ξ ψ η− − , 

 1,1( , , , ) ( , , ) ( , , , )nl t b h tτξ ψ η ξ ψ η ξ ψ η= ⋅ . 

Функції типу примежевого шару ( )
2

[ ] [ ] / 2

0
, , ,n n i

i
i

H t Hϕ ζ η ε
=

= ∑ , 

( )
2

[ ] [ ] / 2

0
, , ,n n i

i
i

H t Hϕ ζ η ε
=

= ∑
 

, ( )
2

[ ] [ ] / 2

0
, , ,n n i

i
i

T t Tϕ ψ ς ε
=

= ∑ , ( )[ ] , , ,nT tϕ ψ ς =
   

2
[ ] / 2

0

n i
i

i
T ε

=
= ∑


 одержуємо шляхом перетворення рівнянь вигляду 

2

2( ) ( ) ( , , )F F F g t
t

α ϕ δ ϕ ϕ µ
ϕµ

∂ ∂ ∂
− = +

∂ ∂∂
 за допомогою заміни ( , , )f s ψ η =  

( , , )f tϕ ψ η= −  до рівнянь із сталими коефіцієнтами 

2

02( ) ( , , )F Fa s g s t
t

µ
µ
∂ ∂

= +
∂∂

 ( s – параметр). 

Зауважимо, що запропонована математична модель може бути 
використана для моделювання просторових процесів “конвекція-
дифузія” в анізотропних середовищах, структура яких пов’язана з 
опадокопиченням: проникність вздовж шарів має одне значення, а в 
перпендикулярному напрямку – інше, значно менше, у випадку, коли 
відомо їх поведінку в деякий початковий проміжок часу. 

Розроблений вище підхід дає можливість розв’язувати аналогічні 
задачі для більш складних конфігурацій розглядуваної області і 
залежності коефіцієнта дифузії від шуканої концентрації (моделі 
зворотнього впливу характеристик середовища на характеристики 
процесу). У перспективі – поширення запропонованої методики на 
випадки розв’язування відповідних просторових задач гетеродифузії 
[10, 11].
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