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ВСТУП 

Геометричні перетворення, зокрема рухи, розглядались в геометрії ще за 

часів Евкліда, хоча в різні періоди розвитку математики і шкільного курсу їм 

приділялась неоднакова увага. Наприкінці XIX- на початку XX ст. в період 

міжнародного руху за реформу шкільної математичної освіти Ф. Клейн 

запропонував зробити геометричні перетворення провідною ідеєю шкільної 

геометрії. Хоча цілком реалізувати цю ідею не вдалося, однак у 60-ті роки XX 

ст. в період активізації руху за реформу цікавість до геометричних перетворень 

в шкільному курсі знову зросла. Висловлювались пропозиції зробити 

геометричні перетворення основою побудови шкільної геометрії, створювались 

відповідні підручники. Проте вони не були схвалені педагогічною 

громадськістю, вчителями. 

Початки геометричних знань застосовували вже кілька тисячоліть тому, 

народи Індії, Єгипту, Персії, Греції та ін. Люди тисячоліттями спостерігали за 

кругом і серпанком місяця, гладінню озера, вертикальністю стрункого дерева, 

будували своє житло, обтесували каміння, вимірювали і огороджували ділянки 

землі, виконували земляні роботи, виготовляли глиняний посуд, 

удосконалювали форми будівельних об'єктів і поряд з цим створювали, 

формували свої уявлення та поняття про геометричні образи: круг, коло, 

квадрат, трикутник, відрізок, пряма, поверхня, куб, циліндр тощо. 

Загальновідомо, що ідея геометричних перетворень дуже слабо 

відображена в шкільних програмах. У минулому намагалися виправити 

положення включенням спеціальної теми в IX класі. Однак це рішення 

виявилося незадовільним. Крім недостатньої  підготовки вчителів до 

викладання такої теми в старших класах, можна вказати ще на одну важливу 

обставину, що також є причиною невдачі. Учнів, які навчені дивитися на 

геометричні фігури і мислити про них з традиційної «евклідової» точки зору, 

важко переучувати в старших класах. Їх мислення  в галузі геометрії вже 

натреновано в визначеному  напрямку. Розв’язуючи, наприклад, яке-небудь 

завдання, в якому потрібно обгрунтувати рівність двох відрізків, учень відразу 
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ж починає шукати або будувати два рівних трикутники, в яких відрізки 

відповідно дорівнюють сторонам, навіть в тому випадку, коли набагато 

простіше вказати переміщення, що переводить один з цих відрізків в інший. 

Саме тому, що його мислення спрямоване на пошук рівних трикутників, він не 

бачить більш простого рішення, заснованого на застосуванні перетворень.  

Однак, як показав десятилітній досвід введення та широке використання 

геометричних перетворень, з 6 класу в якості методу доведення теорем і 

розв’язку  завдань викликає в учнів труднощі. Тут береться до уваги  більш 

глибока, психологічного характеру причина. Зазвичай у застосуванні в процесі 

навчання геометричних креслень, можна спостерігати рівні трикутники, їх 

можна побудувати, а перетворення можна тільки уявляти.  Це, звісно, викликає 

додаткові труднощі, навіть в тих випадках, коли застосування перетворень 

заслуговує уваги. Саме доведення  за допомогою перетворень може виявитися 

набагато  простіше, однак пошук його важчий.  

Активізація творчості, самостійності учнів, формування їх мислення в 

процесі оволодіння математикою ефективно здійснюється через розв’язування 

задач на застосування геометричних перетворень. 

Знання цієї теми широко використовується в подальшому вивченні 

геометрії (старших класах). Також геометричні перетворення застосовують в 

архітектурі, будівництві. 

Кожній інженерній споруді  або будівлі  передує виготовлення її 

моделей або планів, які набагато відрізняються від оригіналу розмірами, але 

відповідають йому формою. При виготовленні моделі, наприклад 

автонавантажувача чи літака, доводиться змінювати розміри оригіналу, 

користуючись певним масштабом. Те саме доводиться робити під час 

складання географічних   карт, фотокопій тощо. При зменшенні або збільшенні 

розмірів предметів  нам вдається лише з певною точністю зберегти однаковість 

їх форми, що пояснюється причинами технічного характеру (матеріал, 

інструменти тощо). 
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Мета дослідження полягає в розробці методики вивчення даного курсу 

геометрії, який сприяє підвищенню розуміння, математичного і логічного 

мислення в учнів та експериментальній перевірці її ефективності. 

Об’єктом дослідження є процес вивчення геометричних перетворень в 

шкільному курсі геометрії. 

Предметом дослідження є методика проведення занять з розділу 

«Геометричні перетворення» та особливості розв’язування задач на їх 

застосування. 

В процесі дослідження була висунута гіпотеза, яка полягає в 

наступному:  застосування новітніх комп’ютерних технологій (програми 

GRAN-2D) на уроках геометрії  під час вивчення  геометричних перетворень 

сприятиме підвищенню рівня знань, дає змогу учням краще засвоїти 

програмовий матеріал із меншими затратами часу, дає можливість розв’язати 

більше поурочних вправ, розвиває логічне мислення, зацікавлює дітей.  

Поставлена мета і висунута гіпотеза передбачає розв’язання наступних 

завдань: 

1).опрацювання методичної літератури з теми дослідження. 

2) вивчення стану досліджуваної проблеми в теорії та на практиці 

сучасної школи. 

3).розробка й експериментальна перевірка змісту занять. 

4).розробка методичних рекомендацій по застосуванню ефективності 

форм і методів вивчення геометрії у шкільному курсі. 

Теоретичне і практичне значення дослідження полягає в тому, що 

матеріали бакалаврського дослідження можуть бути  використані в 

навчальному процесі математики як засіб його вдосконалення.   
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РОЗДІЛ І 

НАУКОВО-ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

1.1. Психолого-педагогічні особливості вивчення теми «Геометричні 

перетворення» 

Для ефективнішого засвоєння теми «Геометричні перетворення» 

потрібно дивитися як на «задачу» з психологічної точки зору. 

В психологічній та педагогічній літературі не має єдиного пояснення 

«задачі». Різні автори по-різному підходять до питання про вивчення і 

застосування геометричних перетворень. 

Щоб геометричні перетворення можна було застосувати, бажано 

встановити найважливіші їх властивості. В неповній середній школі доводять, 

що при русі пряма переходить в пряму, промінь – у промінь, відрізок – у 

відрізок, будь-яка фігура – у рівну їй фігуру, що при русі зберігаються кути між 

променями, порядок взаємного розміщення точок на прямій. Пропонується 

також довести, що два рухи, виконані послідовно, дають знову рух, і що 

перетворення, обернене до руху, є рух. Доведення цих властивостей є в 

навчальному посібнику. Зауважимо тільки щодо термінології. Нерідко 

говорять, наприклад, «під час руху прямі переходять у прямі». Це не зовсім 

правильно, бо рух, як геометричне перетворення,  не характеризується часом. 

Краще говорити «при русі прямі переходять у прямі» і т. ін.  

Зрозуміло, що учні не тільки повинні знати, в що переходить, 

наприклад, пряма при повороті, а й вміти повернути дану пряму навколо  даної 

точки  на даний кут. Вони повинні вміти ров’язувати задачі на побудову фігур, 

в які переходять дані фігури (пряма, коло, точка, трикутник) при русі. Якщо 

врахувати, що в школі вивчають чотири види рухів, то виходить, що учні 

повинні вміти виконувати 16 відповідних перетворень. При цьому повинні 

варіюватись неістотні умови. Наприклад, слід запропонувати учням побудувати 

коло, симетричне даному відносно даної прямої, якщо ця пряма: а) лежить поза 
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колом; б) перетинає коло, але не проходить через його центр; в) проходить 

через центр даного кола. 

 Пояснювати можна так: при русі кожна фігура переходить  у рівну їй 

фігуру, тому коло при перетворенні симетрії  переходить у рівне йому коло. 

Отже, щоб побудувати коло, симетричне даному відносно даної прямої  а, 

будуємо спочатку точку О1 , симетричну центру О даного кола відносно а. 

Потім з точки О1 радіусом, що дорівнює радіусу даного кола, описується 

потрібне коло. Якщо пряма а проходить через центр О, ніякої побудови 

виконувати не треба: відносно такої прямої дане коло симетричне само собі [6, 

с.123]. 

Під час опрацювання даної теми є можливість розглянути загальне 

поняття рівності геометричних фігур. Дві фігури називаються рівними, якщо 

рухом одну з них можна перевести в іншу. Бажано показати учням, що відомі 

їм окремі означення рівності відрізків, кутів і трикутників не суперечать 

новому загальному означенню. 

Говорячи про рівність геометричних фігур, бажано хоч коротко 

зупинитись на питаннях стандартизації виробництв, зауважити, що цеглу, листи 

жерсті, шиферу, скла, фанери, відповідні деталі до машин випускають 

стандартних розмірів. Принаймні на позакласних заняттях слід розглянути 

цікаві задачі про заповнення  площини рівними фігурами, пов’язавши з цим 

роботу паркетника, облицювальника та ін. Хоч на кількох конкретних 

прикладах  бажано показати, як можна використовувати відомі учням 

властивості рухів при розв’язуванні задач.  

 
1.2. Розвиток просторового мислення при вивченні теми геоме- 
тричні перетворення 

Математичні об’єкти мають лише одну характеристику: вони 

знаходяться в певному відношенні. Тому математичне мислення – це 

абстрактне, теоретичне мислення, об’єкти якого позбавлені будь-якої дійсності 

і можуть інтерпретуватися довільним чином аби при цьому зберігалися задані 

між ними відношення. Однією з найважливіших компонентів математичного 
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мислення є просторове мислення, просторова уява. Отже, геометрична освіта 

включає в себе образний компонент (А.Д. Александров, Г.Д. Глейзер), під яким 

розуміється певний рівень розвитку просторової уяви. 

Проблемою розвитку просторової уяви займаються багато науковців. 

Аналіз літератури показав, що в основному просторову уяву у школярів 

досліджують на основі геометричного матеріалу (Г.Ф. Владимирський,  

О.М. Кабанова-Меллер, А.Я. Колосовський, Г.Г. Маслова, Г.М. Нікітина, 

Н.С. Подходова, А.М. Поляков, А.Д. Семушин, B.С. Столєтнєв, А.І. Фетисов, 

А.Н. Чалов, М.Ф. Четверухин, Н.М.Шоластер та інші), географії 

(О.М.Кабанова-Меллер та інші), креслення (Б.Ф. Ломов, О.М.КабановаМеллер, 

B.С. Столєтнєв, М.Ф. Четверухин, І.С. Якиманська та інші), математиці (В.І. 

Зикова, І.Я. Каплунович) [19, с.86]. 

Розвиток просторової уяви у дорослих розглядають Т.Д.Глейзер, 

І.Я.Каплунович, Л.Ф.Культина, Г.М.Нікітина, А.Н.Пижьянова, B.C.Столєтнєв 

та інші. Положення про розвиток просторового мислення учнів старших класів 

засобами геометрії розглянуті в статті Г.М. Нікітиної, Л.Ф. Культинової, А.Н. 

Пижьянової. Ними виділені вміння, що відносяться до показників розвитку 

просторового мислення: передача форми, розмірів, розташування елементів в 

графічній моделі, зміни точки відліку, аналіз і синтез геометричних образів, 

розгляд об’єкта з різних точок зору, перетворення геометричного 

представлення в уяві, зміни структури, наочна оцінка лінійних та кутових 

величин. 

Геометричні перетворення вивчають в 9 класі з метою  навчити 

використовувати їх властивості для розв’язування планіметричних задач та 

задач на застосуваня геометричних перетворень, а також  розвиток просторової 

уяви, просторового мислення.  

Під час мисленнєвої діяльності образи перетворюються так, що в 

результаті маніпулювання ними ми можемо знайти розв’язання певної 

поставленої перед нами задачі. Слід відмітити, що понятійне та образне 

мислення знаходяться у тісному взаємозв’язку, вони доповнюють одне одного. 
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Понятійне мислення дає більш точне та узагальнене відображення дійсності, 

але це відображення є абстрактним. Образне мислення дозволяє отримати 

конкретне, суб’єктивне відображення оточуючої нас дійсності. 

 

1.3. Роль геометричних перетворень в процесі вивчення математики 

та особливості викладання даної теми згідно діючої програми та 

підручників  

Навчальний аспект вивчення геометричних перетворень  : 

• систематизація знань учнів про властивості рухів; 

• формування понять про види руху: симетрія відносно прямої і точки, 

паралельне перенесення, поворот. 

Розвивальний аспект вивчення геометричних перетворень  : 

• розвиток спостережливості й уваги; 

• вироблення навичок пізнавальної і творчої активності; 

• розвиток геометричного мислення, навичок математичного мовлення. 

Виховний аспект вивчення геометричних перетворень  : 

• виховання відповідальності, відчуття колективізму, доброти, 

прагнення допомогти (під час роботи в групах); 

• виховання свідомого ставлення до навчальної праці; 

• спонукання до самостійного здобуття знань, допитливості. 

Стимулюючий аспект вивчення геометричних перетворень  : 

• формування стійкого інтересу до предмета; 

• розвиток уміння користуватися цифровими освітніми ресурсами. 

Геометричні перетворення – дуже важливий розділ курсу геометрії. У 

геометрії Евкліда, яку ми вивчаємо в шкільному курсі математики, переважно 

досліджуються ті властивості геометричних фігур, що не змінюються при їх 

русі (образно кажучи, кожну геометричну фігуру можна розглядати як 

“тверду”, наприклад, вирізану з картону), – симетрія та поворот, а також ті, де 

відбувається перетворення подібності – гомотетія. 
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Метод геометричних перетворень є досить продуктивним методом 

розв’язування геометричних задач. Математична теорія симетрії, симетрія у 

живій та неживій природі, мистецтві, архітектурі, інженерії отримали спільне 

підґрунтя у геометричних перетвореннях [29, с.135]. 

Ідея перетворень є однією з провідних у сучасній математичній науці і в 

різних галузях її застосувань. Вона тісно пов'язана з ідеями функції, 

відображень, які широко використовуються в практиці (архітектура, геодезія 

тощо). 

У прийнятій 1968 р. програмі шкільного курсу геометричні пере-

творення вважались однією з провідних змістових ліній геометрії (апаратом для 

доведення теорем та розв'язування задач. Цей погляд на геометричні 

перетворення було реалізовано у навчальних посібниках за редакцією  

А.М.Колмогорова (планіметрія) та Скопця (стереометрія). Слід зазначити, що 

спроба в цих посібниках трактувати геометричні перетворення як відображення 

площини (простору) на себе з широким використанням термінології і символіки 

множин призвела до надмірної заформалізованості навчального матеріалу і як 

результат - до труднощів у його сприйманні. 

За підручником геометрія О. В. Погорєлова рухи розглядались у 8 класі, 

а подібність фігур - у 9 класі.  При цьому в зазначених паралельних 

підручниках по-різному означаються провідні поняття геометричних 

перетворень, визначене різне місце для їх застосування при доведенні теорем і 

розв'язуванні задач. 

Учні повинні розуміти суть кожного із зазначених у програмі видів 

геометричних перетворень, знати їх властивості, ознаки подібності трикутників 

і вміти застосовувати їх до розв'язування найпростіших задач. 

Система введення понять теми «Рухи» залежить від місця цієї теми в 

загальній структурі курсу планіметрії. У шкільному підручнику з геометрії до 

понять теми слід віднести 12 понять, нових для учнів, серед яких: поняття 

перетворення фігури, руху, точок, симетричних відносно даної точки і відносно 

даної прямої, означення перетворень симетрії відносно даної точки і відносно 
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даної прямої, поняття центрально-симетричної фігури і фігури, симетричної 

відносно прямої, повороту площини навколо даної точки, паралельного 

перенесення, співнапрямлених прямих і загальне поняття рівних фігур . 

Поняття перетворення фігури доцільно ввести описово на наочному, 

інтуїтивному рівні, як це фактично і зроблено в підручнику 

Навчання математики у 9 класах загальноосвітніх навчальних закладів 

здійснюється за новими підручниками:  

«Геометрія. 9 клас» (автори Бурда М.І., Тарасенкова Н. А.) видавництва  

«Зодіак – ЕКО », «Геометрія. 9 клас» (автори А. П. Єршова, 

О.Ф.Крижановський, С. В. Єршова) видавництва Ранок. 

Ці підручники створено відповідно до Державного стандарту та нових 

програм з геометрії для 9 класу загальноосвітніх навчальних закладів. 

Діюча шкільна програма  та підручники Геометрія за ред. Бурди, 

Тарасенка; Геометрія за ред. Мерзляка, Полонського, Якіра; Геометрія за ред. 

Єршової , Годобородька, Крижанівського  передбачає вивчення геометричних 

перетворень в 9 класі. 

У темі «Геометричні перетворення» розглянуто рух та його види, 

гомотетію, перетворення подібності, властивості цих перетворень. Тепер 

подібність фігур розглядається в більш загальному, ніж у 8 класі, аспекті – як 

результат перетворень на площині. Значну увагу слід приділити опису  

перетворень за допомогою декартових координат на площині, встановленню 

відповідності між сутністю перетворення  та його алгебраїчною інтерпретацією. 

Цей математичний апарат надає інструментарій для розв’язування широкого 

класу задач, у тому числі й тих, що розв’язувалися раніше іншими способами. 

В підручник «Геометрія. 9 клас» А. П. Єршової, О.Ф. Крижановського, 

С.В.Єршова успадковується система організації навчального матеріалу, 

змістові лінії, апарат орієнтування. Разом з цим, у порівнянні з попередніми 

підручниками, з’являються нові дидактичні акценти, пов’язані із специфікою 

«геометрії методів». 
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Структура, обсяг і співвідносність розділів навчального матеріалу 

повністю відповідають діючій програмі. Однак порівняно з традиційними 

підходами до розгляду  відповідного навчального матеріалу, запропоновано 

декілька важливих інновацій. Зокрема, введення описового значення 

співнапрямлених променів дає змогу задавати паралельне перенесення 

напрямом і  відстанню. Це дає можливість спростити низку доведень і 

сформувати уявлення учнів про геометричне перетворення на площині  без 

обов’язкової «прив’язки» до системи координат. Матеріал про основні види 

симетрій (центральну та осьову) доповнено відомостями про поворотну та 

переносну симетрії (що вкрай важливо з огляду на вивчення тригонометрії в 10 

класі) та прикладами застосування  геометричних перетворень  у різних 

царинах практичної діяльності людини. Розділ «Геометричні перетворення» 

завершується додатковим параграфом, у якому  викладено особливості 

відповідного методу геометрії. Значно збільшено кількість практичних вправ і 

задач, урізноманітнено задачі на готових кресленнях. 

Ознаки подібності трикутників прийнято викладати окремо, хоча спільні 

ідея і засіб доведення уможливлюють одночасне сприйняття учнями усіх трьох 

ознак. Такий підхід не тільки прискорює процес засвоєння матеріалу, а й міцно 

цементує його у цілісну систему, оволодіння якою звільняє учнів від 

необхідності запам'ятовування зайвої інформації. 
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РОЗДІЛ ІІ 

МЕТОДИКА ВИВЧЕННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ У 

ШКІЛЬНОМУ КУРСІ ГЕОМЕТРІЇ 

 

2.1. Поняття про перетворення фігур. Властивості руху та методика 

їх вивчення 

Ідея перетворень є однією з провідних у сучасній математичній науці і в 

різних галузях її застосувань. Вона тісно пов'язана з ідеями функції, 

відображень, які широко використовуються в практиці. Поняття перетворення 

фігури доцільно ввести описово на наочному, інтуїтивному рівні як це 

фактично і зроблено в підручнику. 

Якщо кожну точку даної фігури змістити яким-небудь чином, то 

ми дістанемо нову фігуру. Говорять, що ця фігура утворилася 

перетворенням даної (рис. 1). 

Перетворення однієї фігури в іншу називається рухом, якщо воно 

зберігає відстань між точками, тобто переводить будь-які дві точки X і У 

першої фігури у точки X', Y' другої фігури так, що XY = Х'У (рис.2). 

Зауваження. Поняття руху в геометрії пов'язане із звичайним 

уявленням про переміщення. Але якщо, говорячи про переміщення, ми 

уявляємо неперервний процес, то в геометрії для нас матиме значення 

тільки початкове і кінцеве положення фігури. 

 

 

 

 

 

             Рис. 1.                                                     Рис. 2. 

Нехай фігура F переводиться рухом у фігуру F', а фігура F' 

переводиться рухом у фігуру F" (рис. 3).  
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Рис. 3. 

Перетворення, що переводить фігуру F у фігуру F', при якому 

відстані між відповідними точками змінюються в тому самому відношенні 

k > 0, називається перетворенням подібності, або подібністю. Це означає, 

що коли довільні точки X і Y фігури F при перетворенні подібності 

переходять у точки X' і Y' фігури F' то Х'Y = k • XY, де k > 0. Число k 

називається коефіцієнтом подібності. 

Чи існує зв'язок між перетворенням подібності і переміщенням? Так. 

Переміщення можна розглядати як перетворення подібності з коефіцієнтом 

k = 1, тобто переміщення є окремим випадком перетворення подібності. 

Нехай під час першого руху точка  X  фігури  F переходить у точку 

X' фігури F', а під час другого руху точка X' фігури F' переходить у 

точку X" фігури F". Тоді перетворення фігури F у фігуру F", при якому 

довільна точка X фігури F переходить у точку X" фігури F", зберігає 

відстань між точками, а тому є також рухом [25, с .158].  

Цю властивість руху виражають словами: два рухи, виконані 

послідовно, дають знову рух. 

Для кращого засвоєння учнями матеріалу використовуємо 

опорний конспект (див додаток1). 

Властивості руху та методика їх вивчення 

Учні повинні розуміти суть кожного із зазначених у програмі видів 

геометричних перетворень, знати їх властивості, і вміти застосовувати їх до 

розв'язування найпростіших задач. При цьому в різних підручниках по-різному 

означаються провідні поняття геометричних перетворень, визначене різне місце 
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для їх застосування при доведенні теорем і розв'язуванні задач. За підручником 

Бурди М. І. властивості руху пояснюються так. 

Т е о р е м а  1. Точки, що лежать на прямій, під час руху переходять 

у точки, які лежать на прямій, і зберігається порядок їх взаємного 

розміщення. 

Це означає, що коли точки  А .В, С, які лежать на прямій, переходять 

у точки А1 .В1, С1, то ці точки також лежать на прямій; якщо точка В 

лежить між точками А і С, то точка В1 лежить між точками А1 і С1. 

Доведення. Нехай точка В прямої АС лежить між точками А і С. 

Доведемо, що точки А1,В1, С1 лежать на одній прямій. 

Якщо точки А1,В1,С1 не лежать на прямій, то вони є вершинами 

трикутника. Тому А1С1<А1В1 + В1С1. За означенням руху звідси випливає, що 

АС <АВ +ВС. Проте за властивістю вимірювання відрізків АС = АВ+ ВС. 

Ми прийшли до суперечності. Отже, точка В1 лежить на прямій 

А1С1. Перше твердження теореми доведено. 

Покажемо тепер, що точка В1 лежить між точками А1 і С1. 

Припустимо, що точка А1  лежить між точками B1 і С1. Тоді А1В1 +А1 С1 

= В1С1 і тому АВ +АС = ВС. Але це суперечить рівності АВ + ВС = АС. Таким 

чином, точка А і не може лежати між точками В1 і С1. 

Аналогічно доводимо, що точка С1 не може лежати між точками А1 і В1 

Оскільки з трьох точок  А1,В1 С1 одна лежить між двома іншими, то цією 

точкою може бути тільки В1 .Теорему доведено. 

З теореми 1. випливає, що під час руху прямі переходять у прямі,  

півпрямі — у півпрямі, відрізки — у відрізки (рис. 4), 

Доведемо, що під час руху зберігаються кути між півпрямими. 

 

 

 

   

Рис. 4. 
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Рис. 5. 

Нехай АВ і АС — дві півпрямі, що виходять з точки А і не лежать на 

одній прямій (рис. 5). Під час руху ці півпрямі перейдуть у деякі півпрямі  А1В1і 

А1 С1. Оскільки рух зберігає відстані, то трикутники ABC і А1 .В1, С1 рівні за 

третьою ознакою рівності трикутників. З рівності трикутників випливає 

рівність кутів ВАС і В1 А1 С1, що й треба було довести [1, с.147]. 

Стислий зміст вивченого матеріалу учням можна подати у вигляді 

конспекту (див додаток 2). 

Симетрія відносно точки 

Різними методичними підходами можна послуговуватися, вводячи 

поняття центрально-симетричних і симетричних відносно даної прямої точок. У 

сучасних підручниках прийнято конструктивні означення. Перетворення 

симетрії відносно точки можна вводити так.  

 

 

 

 

 

 

                    Рис. 6.                                                                 Рис. 7. 

Нехай О — фіксована точка і X — довільна точка площини (рис. 6). 

Відкладемо на продовженні відрізка ОХ за точку О відрізок ОХ', що дорівнює 

ОХ. Точка X' називається симетричною точці X відносно точки О. Точка, 

симетрична точці О, є сама точка  О.  Очевидно,  точка  симетрична  точці Х'  є  

точка X. 



17 
 

Перетворення фігури F у фігуру F', при якому кожна її точка X 

переходить у точку Х' симетричну відносно даної точки О, називається 

перетворенням симетрії відносно точки О. При цьому фігури F і F' 

називаються симетричними відносно точки О (рис. 7). 

Якщо перетворення симетрії відносно точки О переводить фігуру F у 

себе, то вона називається центральносиметричною, а точка О називається 

центром симетрії. 

Наприклад, паралелограм є центральносиметричною фігурою. Центром 

симетрії його є точка перетину діагоналей (рис. 8). 

Тільки уточнивши ці поняття, можна довести таку теорему: 

Теорема 3. Перетворення симетрії відносно точки є рухом. 

Доведення. Нехай X і У — дві довільні точки фігури F (рис. 9). 

Перетворення симетрії відносно точки О переводить їх у точки X' і У'. 

Розглянемо трикутники XOY і X'OY'. Ці трикутники рівні за першою ознакою 

рівності трикутників. У них кути при вершині О рівні як вертикальні, а ОХ = 

OX', OY = OY' за означенням симетрії відносно точки О. З рівності трикутників 

випливає рівність сторін XY — X'Y'. А це означає, що  симетрія  відносно точки 

О є рух. Теорему доведено [3, с.140]. 

 

 

 

 

 

 

                           Рис. 8.                                                    Рис. 9. 

Наслідок. Симетрія відносно точки має всі властивості руху. 

Задача 1. Доведіть, що паралелограм є центральносиметричною 

фігурою відносно точки перетину його діагоналей. 
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Рис.10. 

Розв’язання. Нехай О — точка перетину діагоналей паралелограма 

ABCD (рис. 10). Оскільки діагоналі АС і  BD поділяться точкою О навпіл, то 

точки А і С, В і D. симетричні відносно точки О. 

Тоді сторони АВ і CD, BC і AD також симетричні відносно точки О. 

Тому симетрія відносно точки перетину діагоналей паралелограма переводить 

його у себе [5, с.136].   

При опрацюванні даного матеріалу також використовуємо опорний 

конспект (див. додаток 3). 

Симетрія відносно прямої 

При введенні поняття фігури, симетричної відносно даної точки і даної 

прямої, важливо, щоб учні навчились будувати точку, відрізок, промінь, пряму, 

трикутник, коло, кут, паралелограм тощо, симетричні відповідним фігурам 

відносно точки і відносно прямої. Слід звернути увагу учнів на те, що оскільки 

положення прямої і відрізка задається двома будь-якими точками (променя - 

початковою точкою і будь-якою іншою його точкою, кола - центром і будь-

якою його точкою, трикутника - положенням його вершин і т.д.), то для 

побудови симетричної фігури досить побудувати точки, симетричні тим, які 

визначають положення фігури. За діючими підручниками вводиться таке 

пояснення. 

Нехай g — фіксована пряма (рис. 11). Візьмемо довільну точку X і 

опустимо перпендикуляр АХ на пряму g. На продовженні перпендикуляра за 

точку А відкладемо відрізок АХ', що дорівнює відрізку АХ. Точка X' називається 

симетричною точці X відносно прямої g. Якщо точка X лежить на прямій g, то 

симетрична їй точка є сама точка X. Очевидно, що точка, симетрична точці X', є 

точка X. 
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Перетворення фігури F у фігуру F', при якому кожна її точка X 

переходить у точку X', симетричну відносно даної прямої g, називається 

перетворенням симетрії відносно прямої g. При цьому фігури F і F' 

називаються симетричними відносно прямої g (рис. 12). 

 

 

 

 

 

   Рис. 11.                                                 Рис.12 

Якщо перетворення симетрії відносно прямої g переводить фігуру F у 

себе, то ця фігура називається симетричною відносно прямої g, а пряма g 

називається віссю симетрії фігури [1, с.160]. 

 

 

 

 

   

                         Рис. 13.                                                    Рис. 14. 

Наприклад, прямі, що проходять через точку перетину діагоналей 

прямокутника паралельно його сторонам, є осями симетрії прямокутника (рис. 

13). Прямі, на яких лежать діагоналі ромба, є його осями симетрії (рис. 14). 

Теорема 4. Перетворення симетрії відносно прямої є рух. 

Доведення. Приймемо дану пряму за  вісь у декартової системи 

координат (рис. 15). Нехай довільна точка А (х; у) фігури F переходить у точку 

А(х'; у') фігури F'. З означення симетрії відносно прямої випливає, що точки А і 

А' мають рівні ординати, а абсциси відрізняються тільки знаком:  х' = -х. 
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Візьмемо дві довільні точки А(х1;у1) і В(х2 ; у2). Вони перейдуть у точки 

А'(-x; y) і В'(-x2 ; y2). 

Маємо: 

 

  

Звідси бачимо, що АВ = А'В'. Це означає, що перетворення симетрії 

відносно прямої є рух. Теорему доведено. 

В різних підручниках доведення трактується по-різному. Потрібно 

знайти такий спосіб доведення, щоб в результаті учні якнайкраще засвоїли 

матеріал. 

 

 

 

 

 

Рис.15 

 Другий спосіб доведення 

Доведення. Нехай симетрія відносно прямої l   переводить довільні точ-

ки X, У фігури F y точки Х' фігури F'. Розглянемо загальний випадок, коли 

точки    X, У не лежать на прямій, перпендикулярній до l  (рис. 16). Доведемо, 

що XY — Х'У'. 

Нехай пряма  l  перетинає відрізки XX' і YY' відповідно в точках А і В. 

АВХ = АВХ' як прямокутні з рівними катетами. 

У них ХАВ = Х'АВ = 90°, АХ = АХ' за означенням осьової симетрії, 

сторона АВ — спільна. Звідси випливає: ВХ = ВХ' і АВХ = АВХ'. XYB = 

Х'Y'В за двома сторонами і кутом між ними. У них ВХ = ВХ' за доведеним, BY 

= BY' за означенням осьової симетрії, ХВY = X'BY' ( XBY = 90° - АВХ, 

Х'ВY'= 90° - АВХ'). З рівності трикутників випливає: XY = Х'Y'. (Випадки, 

коли точки X і Y лежать на прямій l або на прямій, перпендикулярній до l, 

розгляньте самостійно).  
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Рис .16. 

Наслідок. Симетрія відносно прямої має всі властивості руху.  

Задача 2 . Доведіть, що прямі а і а' симетричні відносно осі симетрії l 

або перетинаються в точці, яка лежить на осі симетрії, і утворюють з нею рівні 

кути або паралельні їй. 

Розв'язання. Можливі два випадки. 

1) Пряма а перетинає вісь l у деякій точці  О (рис. 17). Оскільки при 

осьовій симетрії точка О переходить у себе, то вона лежатиме і на симетричній 

прямій а'. Таким чином, симетричні прямі а і а' перетинаються в точці, яка 

лежить на осі l. Кути 1 і 2, утворені цими прямими з віссю l, симетричні 

відносно l і тому рівні. 

2) Пряма о паралельна осі симетрії  l. Пряма а' симетрична прямій а, не 

може перетинати вісь l, оскільки тоді пряма а також перетинала б вісь l (випа-

док 1). Отже, а' || l. 

Симетрія застосовується у розв'язуванні задач. Задану в умові задачі 

фігуру (або її елементи) замінюємо фігурою, симетричною даній відносно 

деякої точки або прямої. Розглянемо приклад. 

 

 

 

 

 

                  Рис. 17.                                                        Рис. 18. 
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Задача. Побудуйте трикутник за двома сторонами b і с та різницею кутів 

В i C, які лежать проти цих сторін.  

Аналіз. Припустимо, що АВС побудовано (рис. 18), причому В - С 

= ( В> С). Побудуємо А'СВ, симетричний трикутнику АВС  відносно 

прямої l — серединного перпендикуляра до відрізка ВС. Розглянемо АА'С, у 

якого АС = b, А'С = с, А'СА = А'С- АСВ = В - С= а. Цей трикутник 

можна побудувати. 

Побудова. Будуємо: АА'С за двома сторонами b, с і кутом між ними 

; пряму l — серединний перпендикуляр до відрізка АА'; точку В, симетричну 

точці С відносно прямої l. АСВ— шуканий. 

Слово «симетрія» грецького походження і в перекладі означає 

сумірність, правильне відношення, однаковість у розміщенні частин. 

Для візуального сприйняття учнями даного матеріалу використаємо 

опорний конспект (див. додаток 4). 

Паралельне перенесення та його властивості. 

Паралельне перенесення дуже часто використовується в математиці та її 

застосуваннях в інших науках та практиці. Зокрема, в алгебрі і математичному 

аналізі паралельне перенесення і симетрії використовуються при побудові 

графіків складних функцій, у кресленні при побудові різноманітних фігур. 

Перш ніж вводити означення паралельного перенесення, корисно спочатку 

продемонструвати цей вид руху на рухомій планіметричній моделі, 

виготовленій з картону і кальки. Це дасть змогу учням помітити суттєву ознаку 

паралельного перенесення (це перетворення, за якого точки зміщуються в 

одному й тому самому напрямі на ту саму відстань). Проте учнів треба 

переконати в необхідності формулювання строгого математичного означення, в 

якому не вживалось би поняття «в одному й тому самому напрямі», оскільки 

воно само потребує означення. Означення та властивості доцільно ввести 

вчителеві і проілюструвати його прикладами. 

Подивіться на рисунок 19. Кожну точку фігури F змістили в одному й 

тому самому напрямі (вздовж паралельних прямих XX', АА', ВВ'...) на одну й ту 
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саму відстань (XX' = АА' =  ВВ'). Одержали фігуру F'. Говорять, що фігура F 

перейшла у фігуру F' унаслідок паралельного перенесення на відстань XX'. 

 

 

Рис. 19. 

Перетворення, при якому всі точки фігури зміщуються в одному й тому 

самому напрямі і на одну й ту саму відстань, називається паралельним 

перенесенням. 

Паралельне перенесення задається формулами: 

х' = х + а, у' = у + b. 

Ці формули виражають координати х', у' точки, у яку переходить точка 

(х, у) при паралельному перенесенні [5,125]. 

Теорема 6.(властивість паралельного перенесення). Паралельне 

перенесення є рухом. 

Доведення. 

Справді, дві довільні точки А(х1 у1), В(х2; у2) переходять при 

паралельному перенесенні у точки А'(х1+а; у1 + b) , В'(х2+а; у2 + b) 

Тому 

 

 

Звідси, АВ=А'В'. Таким чином, паралельне перенесення зберігає відстані, 

тобто є рухом, що й треба було довести.  

Другий спосіб доведення. 

Доведення. Нехай Х і Y — дві довільні точки 

фігури (рис. 20). Паралельне перенесення переводить їх у 

точки Х' і Y' фігури F'.                                                                 Рис.20. 
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          Рис. 21  

 

 

 

 

              Рис. 22 

Доведемо, що XY = X'Y'. За означенням паралельного 

перенесення, XX'= YY' і XX' || YY'. Тоді чотирикутник  ХYY'Х' — 

паралелограм. У паралелограма протилежні сторони рівні, отже,  XY— X'Y'. 

(Випадок, коли рівні відрізки ХХ' і YY' лежать на одній прямій, розгляньте 

самостійно.) 

Наслідок 1. Паралельне перенесення має всі властивості 

переміщення. 

Наслідок 2. При паралельному перенесенні пряма переходить у 
паралельну їй пряму або у себе. 

Справді, паралельність прямих випливає з 

паралельності відрізків XY і X'Y' (рис. 21). Якщо ж 

пряма паралельна напряму перенесення, то кожна 

точка прямої переходить у точку цієї самої прямої, а 

сама пряма переходить у себе. 

Щоб побудувати точку Х' в яку переходить точка X при 

паралельному перенесенні, що переводить точку А в точку А', скористай-

теся наслідком 2: проведіть паралельні прямі так, як показано на рисунку 

21.  

Для кращого засвоєння учнями матеріалу, необхідно вивчені означення 

закріпити прикладами.                 

Задача 3. У рівнобічній трапеції гострий кут дорівнює 60°. Доведіть, що 

бічна сторона дорівнює різниці основ трапеції. 

Розв'язання . Нехай а, b — основи, с — бічна 

сторона рівнобічної трапеції (рис. 22). Доведмо, що с  

= а — b. Виконаємо паралельне перенесення бічної 

сторони АВ так, щоб точка В перейшла у точку С. Тоді 

точка А перейде у точку К. Оскільки паралельне 

перенесення є переміщенням, то воно кут переводить у рівний йому кут. Отже, 

DKC =  KAB = 60°. Тоді KCD - рівносторонній і KD = с. З другого боку, 

KD = AD — АК = AD — ВС = а — b. Маємо: с = а — b. 
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           Рис .23.  

Нехай деяке переміщення переводить фігуру F y фігуру F', а інше 

переміщення переводить фігуру F' y фігуру F". Тоді послідовне виконання цих 

переміщень називається їх композицією. 

Одна з композицій має таку властивість: послідовне виконання двох 

осьових симетрій з паралельними осями симетрій є 

паралельним перенесенням. Доведемо це 

твердження. 

Нехай задано дві осьові симетрії з 

паралельними осями l1 і l 2 (рис. 23). Симетрія з віссю 

l1 точку X переводить у точку X', а симетрія з віссю l 2 

точку Х' переводить у точку X". Точки X, Х', X" лежать 

на одній прямій, оскільки XX'  l1 і Х'Х"  l2, а прямі l1 і 12 паралельні. 

Позначимо через А1 і А2 точки перетину прямої XX" з l1 і 12 . 

Тоді XX"- 2A1A2 . 

Справді,  XX"= ХА1 + А1Х'+ ХА2 + А2Х"= 2 А1 Х'+ 2ХА2 = 2( А1Х'+ Х'А2) = 

2 А1А2. Отже, відрізок, що сполучає точки Х і X", дорівнює відрізку 2A1A2, який 

визначений заданням  прямих l1 і 12  . А це означає, що композиція двох осьових 

симетрій з паралельними осями є паралельним перенесенням на відстань 2A1A2. 

Назва «паралельне перенесення» зумовлена тим, що при паралельному 

перенесенні точки зміщуються вздовж паралельних прямих (або прямих, 

які збігаються) на одну й ту саму відстань. 

Справді, нехай точки А(х1 у1),і В(х2; у2)  переходять у точки А'(х1+а; у1 + 

b) , В'(х2+а; у2 + b) (мал. 24). Середина відрізка АВ' має координати 

 

 

 

Ті самі координати має і середина відрізка А'В. Звідси випливає, що 

діагоналі чотирикутника АА'В'В перетинаються і точкою перетину діляться 

пополам (рис.24.).  Отже, цей чотирикутник — паралелограм. А в 

паралелограма протилежні сторони АА' і ВВ' паралельні і рівні. 
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Зазначимо, що в паралелограма АА'В'В паралельні і дві інші протилежні 

сторони АВ і А'В'. Звідси випливає, що при паралельному перенесенні пряма 

переходить у паралельну пряму (або в себе). 

 

 

 

 

 

         Рис. 24.                                                     Рис. 25.               

Зауваження. У попередньому доведенні припускалось, що точка В не 

лежить на прямій АА'. У випадку, коли точка В лежить на прямій АА', точка В' 

теж лежить на цій прямій, бо середина відрізка АВ' збігається із серединою 

відрізка ВА' (рис. 25). Отже, всі точки А, В, А', В' лежать на одній прямій. Далі 

 

    

 

Таким чином, у цьому випадку точки А і В зміщуються вздовж прямої 

АВ на одну й ту саму відстань   , а пряма АВ переходить у себе. 

Теорема 7. Які б не були дві точки А і А', існує одне і до того єдине 

паралельне перенесення, при якому точка А переходить у точку А'. 

Доведення. Спочатку доведемо існування паралельного перенесення, 

яке переводить точку А у А'. Введемо декартові координати на площині. Нехай 

а1 і а2 — координати точки А і a'1,a'2 — координати точки А'. Паралельне 

перенесення,  задане формулами х' = х + a'1 - а1,    у' = у + а'2 - а2,  переводить 

точку А у точку А'. Справді, якщо х = а1 і у = а2, дістанемо х' =  a'1 , у' = а'2 . 

Доведемо єдиність паралельного перенесення, яке переводить точку А у 

точку А'. Нехай X - довільна точка фігури і X' - точка, в яку вона переходить при 

паралельному перенесенні (рис. 26). Як відомо, відрізки ХА' і АХ' мають спільну 

середину О. Задання точки X однозначно визначає точку О — середину відрізка 
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А'Х. А точки А і О однозначно визначають точку X', оскільки точка О є 

серединою відрізка АХ'. Однозначність у визначенні точки X' і означав єдиність 

паралельного перенесення. Теорему доведено повністю.   

 

 

 

 

 

Рис. 26. 

Задача 4 . При паралельному перенесенні точка  (1; 1) переходить у 

точку (-1; 0). В яку точку переходить  початок координат? 

Розв'язання.  

Будь-яке паралельне перенесення задається формулами:   х' = х+ а,  у' = 

=у + b,  Оскільки точка (1; 1) переходить у точку (-1; 0), то -1 =1 + а, 0=1+ b. 

Звідси а = -2, b = -1. Таким чином, наше паралельне перенесення, яке 

переводить точку (1; 1) у (-1; 0), задається формулами х' = х - 2, у' = у -1. 

Підставляючи в ці формули координати початку (х = 0, у = 0), дістанемо х' = -2, 

у' = -1. Отже, початок координат переходить у точку (-2; -1) [4, с.85 ]. 

Поворот 

При введенні поняття повороту варто підкреслити, що будь-який 

поворот може бути заданий: 1) центром О, кутом повороту а (0° ≤≤ а 180°), 

напрямом повороту або 2) центром повороту і двома відповідними точками Х і 

X'. У цьому разі ефективно скористатися таким доведенням.  

Нехай дано кут  і точку О (рис. 27). Візьмемо довільну, відмінну від О, 

точку X. Точці X поставимо у відповідність таку точку X', що: 

1) відстані ОХ і ОХ' рівні; 

2) кут між променями ОХ і ОХ' дорівнює .  

Такий перехід точки X у точку X' називається 
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      Рис.27.                                         Рис.28                                    Рис.29 

поворотом навколо точки О на кут а проти годинникової стрілки. Сама точка 

О переходить після повороту в себе. Точка О називається центром повороту, 

кут між променями ОХ і ОХ' - кутом повороту проти годинникової стрілки 

(рис.  28). 

Якщо центр О і кут а повороту задано, то точку Х' у яку переходить 

точка X внаслідок повороту проти годинникової стрілки, будуємо так (мал. 

25): проводимо промінь ОХ; від променя ОХ відкладаємо кут ХОА, що 

дорівнює кутові ; на промені ОА знаходимо точку X', яка лежить на 

відстані ОХ від центра О. 

Якщо на площині дано деяку фігуру F, то для кожної її точки X можна 

знайти точку X', у яку перейде X у наслідок повороту навколо точки О на кут  

(рис. 29). У результаті отримаємо фігуру F', в яку перейшла фігура F при 

заданому повороті. При цьому точка О переходить у себе. 

Поворот на кут 180° навколо точки О є симетрією відносно точки О 

(рис. 30). 

 

 

Рис.30.                            Рис. 31.                                      Рис. 32.                         
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Теорема 5. (властивість повороту). Поворот є рухом. 

Доведення. Нехай поворот навколо точки О на кут  

 точки X, Y фігури F переводить у точки X', Y'  фігури F' (рис. 31). Доведемо, 

що XY = Х'Y. Розглянемо загальний випадок, коли точки О, X, Y не лежать на 

одній прямій. OXY = ОХ'Y за двома сторонами і кутом між ними. У них ОХ 

= ОХ', ОY = ОY за означенням повороту і XOY= Х'ОY (кожний з цих кутів 

дорівнює різниці кута а і кута YОХ). З рівності трикутників випливає ХY = Х'Y' 

(випадок, коли точки О, X, Y лежать на одній прямій розгляньте самостійно) 

[22]. 

Наслідок. Поворот має всі властивості руху. 

Задача 5 . Побудуйте відрізок, у який переходить відрізок АВ при 

повороті навколо точки О на кут 70° за годинниковою стрілкою. 

Розв'язання. Проводимо промені ОА і ОВ (рис. 32). Відкладемо за 

годинниковою стрілкою AON = 70° і ВОМ = 70°. Відкладемо на промені ON 

відрізок ОА'=ОА, а на промені ОМ — відрізок ОВ' = ОВ. Сполучаємо точки А' і 

В'. 

Розглянемо фігури, зображені на рисунках 33 -35. Кожна з цих фігур 

внаслідок повороту навколо точки О на деякий кут переходить у себе. 

Правильний трикутник (мал. 31) переходить у себе при повороті на 120° (тобто 

–    ) навколо його центра О. 

Справді, ОА = ОВ = ОС, АОВ = BOC= AOC = 120°, тому 

трикутник ABC переходить у себе при даному повороті. 

Аналогічно можна показати, що квадрат переходить у себе при повороті 

на кут     навколо його центра (мал. 31), правильний шестикутник — при 

повороті на кут    навколо його центра (мал. 32) у правильний 

шестикутник. Зрозуміло, що будь-який правильний    многокутник з п 

вершинами переходить у себе внаслідок повороту навколо свого центра на кут 

.  Якщо фігура F унаслідок повороту навколо деякої точки О на кут   
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(п — натуральне число) переходить у себе, то кажуть, що ця фігура має 

симетрію обертання порядку п. Точка 0 називається центром обертання п-го 

порядку фігури F. Отже, рівносторонній трикутник, квадрат, правильний 

шестикутник, правильний трикутник мають симетрію обертання порядку 3, 4, 

6, п відповідно [37]. 

 

 

 

   

 

   

       Рис. 33.                                 Рис. 34.                                      Рис. 35. 

При поясненні тем «Паралельне перенесення» і «Поворот» можна 

використати конспект (див. додатки 5, 6). 

Рівність фігур 

Із введенням означення рівності фігур важливо зазначити, що попередні 

означення рівності відрізків, кутів, трикутників виражають одне й те саме. На 

прикладі означень рівності трикутників фактично і доводиться рівносильність 

раніше введеного і нового означення через рух. 

Дві фігури називаються рівними, якщо вони переводяться рухом одна в 

одну. 

Для позначення рівності фігур користуються звичайним знаком рівності. 

Запис F = F' означає, що фігура F дорівнює фігурі F'. У записі рівності 

трикутників: ABC = А1В1С1 передбачається, що вершини, які суміщаються 

під час руху, стоять на відповідних місцях. За такої умови рівність трикут-

ників, що визначається через суміщення їх рухом, і рівність, як ми її 

розуміли досі, виражають одне і те саме. 

Це означає, що коли у двох трикутниках відповідні сторони рівні і 

відповідні кути рівні, то ці трикутники суміщаються рухом. І навпаки, якщо два 
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трикутники суміщаються рухом, то у них відповідні сторони рівні і відповідні 

кути рівні. Доведемо обидва ці твердження. 

Нехай трикутник ABC суміщається рухом з трикутником А1В1С1, 

причому вершина А переходить у вершину А1 , В -- у В1, С --  у С1. Оскільки під 

час руху зберігаються відстані і кути, то для наших трикутників АВ = А1В1, ВС 

= В1С1, AC = А1С1, A= A1 , В = B1 , С = С1. 

Нехай тепер у трикутників ABC і А1В1С1 маємо АВ = А1В1, ВС = В1С1, АС 

= А1С1, A= A1 , В = B1 , С = С1. Доведемо, що вони суміщаються 

рухом, причому вершина А переходить у вершину А1 , В -- у В1, С --  у С1. 

Застосуємо до трикутника ABC перетворення симетрії відносно прямої а, яка 

перпендикулярна до відрізка АА1 і проходить через його середину (рис. 36). 

Дістанемо трикутник А1В2С2. Якщо точки В1 і В2 різні, то застосуємо до нього 

симетрію відносно прямої b, яка проходить через точку А1 і перпендикулярна 

до прямої В1В2. Дістанемо трикутник А1В1С3. 

 

 

 

 

 

Рис. 36. 

Якщо точки С1 і С3 лежать з одного боку від прямої А1В1, то вони 

збігаються. Справді, оскільки кути В1А1С1 і В1А1С4 рівні, то промені А1С1 і А1С3 

збігаються, а через те, що відрізки А1С1 і А1С3  рівні, то збігаються точки С1 і С3. 

Таким чином, трикутник ABC рухом переведено у трикутник А1В1С1 . 

Якщо точки С1 і С3 лежать з різних боків від прямої А1В1, то для 

доведення треба ще застосувати симетрію відносно прямої А1В1. 

 

2.2. Перетворення подібності. Гомотетія 
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            Рис .37. 

Тема «Подібність фігур», у складі якої вивчається перетворення 

подібності, в умовах роботи за підручниками має не тільки теоретичне 

значення, оскільки тут вивчається важливе відношення фігур, а й політехнічну, 

прикладну спрямованість. Справді, подібність і гомотетія широко 

використовуються в фото- і кіносправі, картографії, архітектурі, машино- і 

приладобудуванні, де доводиться моделювати об'єкти. 

Можливі різні методичні підходи до вивчення теми «Подібність фігур». 

Оскільки відношення подібності фігур є узагальненням відношення рівності, а 

перетворення подібності є узагальненням руху, то природно, означення 

подібних фігур і вивчення їх властивостей пов'язане з перетворенням 

подібності. 

Найважчим з погляду сприймання учнями методики вивчення є поняття 

перетворення подібності. Якщо учні засвоять це поняття, то означення 

подібних фігур як таких, які переводяться одна в одну перетворенням 

подібності, не призведе до труднощів. Ввести поняття перетворення подібності 

та його властивості згідно підручників (Бурда М.І.; Апостолова Г.І.) можна так. 

Переміщення можна розглядати як перетворення подібності з коефіцієн-

том к - 1, тобто переміщення є окремим випадком перетворення подібності. 

Теорема (властивість перетворення подібності). При перетворенні 

подібності точки, що лежать на прямій, переходять у точки, що лежать на 

прямій, і зберігається порядок їх взаємного розміщення. 

Доведення. Нехай точки А, В і С лежать на одній 

прямій і точка В лежить між точками А і С (рис. 37 ). 

Тоді  АС= АВ + ВС. Деяке перетворення подібності 

переводить точки А, В, С у точки А', В', С’. За 

означенням перетворення подібності, маємо:                                                                

А'С=к АС = к  (АВ + ВС) = к АВ + к  ВС = А'В' + В' 

С’. З рівності А' С’ = А'В' + В'С' випливає, що точки А', В', С’ лежать на одній 

прямій, а точка В' лежить між точками А' і С’. 
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Наслідок. Перетворення подібності прямі переводить у прямі, про-

мені - у промені, відрізки — у відрізки. 

Приймемо без доведення ще таку властивість: перетворення подібності 

кут переводить у рівний йому кут. 

Властивості перетворення подібності подано на рис.38. 

Рис.38. 

Дві фігури називаються подібними, якщо вони переводяться одна в одну 

перетворенням подібності. 

Якщо фігура F подібна фігурі F', то записують F ~ F', або (коли треба 

вказати коефіцієнт подібності) F ~ F'. 

 Прикладами подібних геометричних фігур можуть бути будь-які два 

квадрати, два кола. 

З властивостей перетворення подібності випливає, що у подібних фігур 

відповідні кути рівні, а відповідні відрізки - пропорційні. Зокрема, у подібних 

многокутників ABC…Е і А'В'С...Е '(рис. 39.) : 

Рис.39. 
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Теорема 2. (про відношення площ подібних многокутників). Відношення 

площ подібних многокутників дорівнює квадрату коефіцієнта подібності. 

Дано: F і F'— подібні многокутники з коефіцієнтом подібності к. 

Довести   = k2. 

Доведення. Розіб'ємо многокутник F на трикутники 1, 2…, n. 

Оскільки многокутники F і F' подібні, то існує перетворення подібності, яке 

переводить многокутник F y многокутник F' а трикутники розбиття 

многокутника  F y трикутники '1, '2…, 'n  відповідного розбиття многокут-

ника F'. Площа многокутника  F' дорівнює сумі площ трикутників 1, 2…, n 

а площа многокутника  F' дорівнює сумі площ трикутників '1, '2…, 'n . 

Якщо коефіцієнт подібності k, то сторони і висоти трикутників многокутника F' 

у А разів більші за відповідні сторони і висоти трикутників многокутника F.  

Звідси випливає:   ,  ,…, . 

Додавши ці рівності почленно, дістанемо: 

 

 

 

Цей факт справджується для будь-яких фігур. 

Коефіцієнт подібності h дорівнює відношенню довжин відповідних 

лінійних елементів фігур F і F'. Тому площі подібних фігур відносяться, як 

квадрати їх відповідних лінійних елементів.          

Гомотетія 

Для введення поняття гомотетія можна використати такий спосіб. 

Розглянемо особливий спосіб побудови подібних фігур (рис. 40, 41.).  

 

  

 

 

 



35 
 

 

 

                      Рис. 40.                                                 Рис. 41. 

Нехай, F - дана фігура. Позначимо довільну точку О. Через кожну точку X 

фігури F проведемо промінь ОХ і відкладемо на ньому відрізок ОХ', що 

дорівнює k • ОХ. 

Отримаємо шукану фігуру F'. 

На рисунку 40 точки X і X' лежать на одному промені ОХ, а на рисунку 

41 - на доповняльних променях ОХ і ОХ'. Щоб розрізняти ці випадки, вважають, 

що у першому випадку k >0, а у другому випадку k <0. Фігури F і F' називають 

гомотетичними. 

 

 

 

 

                     Рис. 42.                                                         Рис. 43.  

Перетворення називається гомотетією, якщо воно переводить кожну 

точку X фігури F у точку X' фігури F' так, що ОХ' = | k |ОХ, де k - будь- яке 

число, відмінне від нуля, О - фіксована точка, X' є ОХ. 

Число k називається коефіцієнтом гомотетії, точка О - центром 

гомотетії. 

На рисунку 42 трикутник ABC при гомотетії з центром О і коефіцієнтом      

k= З переходить у трикутник A1B1C1, а при гомотетії з коефіцієнтом k = - 2 і тим 

самим центром - у трикутник  А2В2С2 гомотетія має всі властивості 

перетворення подібності. Крім того, вона має ще особливу властивість: 

гомотетія переводить пряму у паралельну їй пряму або у саму себе, якщо 

дана пряма проходить через центр гомотетії. Можна також сказати, що 

гомотетія є перетворенням подібності з коефіцієнтом  |k| . 
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Розглянемо зв'язок між подібністю і гомотетією. Якщо дві фігури 

подібні, то існує третя фігура, яка гомотетична першій і дорівнює другій. 

Доведемо це. Нехай F ~ F' (Рис. 43). Отже, при  цьому перетворенні 

відстані між точками фігури  F зміняться у фігурі F' в k разів. Розглянемо 

гомотетію з довільним центром О і коефіцієнтом, який дорівнює коефіцієнту 

подібності k. Ця гомотетія фігуру F переведе у фігуру F", причому відстані між 

її точками також зміняться в к разів. Отже, відстані між відповідними точками у 

фігурах F" і F' рівні, тобто F'= F". Отримали, що побудована фігура F" 

гомотетична фігурі F  і дорівнює фігурі F'. Звідси випливає, що будь-яку фігуру 

можна перевести у подібну їй фігуру за допомогою послідовного виконання 

гомотетії і переміщення [31, с.202]. 

Слід звернути увагу учнів на те, що кожні дві гомотетичні фігури 

подібні, але не кожні дві подібні фігури гомотетичні. Гомотетія дає спосіб 

побудови подібних фігур і вважається заданою, якщо:  

1) задано центр гомотетії О і коефіцієнт гомотетії; 

2) задано центр гомотетії О і дві відповідні точки Х і X'. 

Як наочність при поясненні теми «перетворення подібності», 

«Гомотетія» опорний конспект (див. додаток 1). 

 

2.3. Розв'язування вправ на застосування геометричних перетворень 

Система задач підручника, містить в основному вправи на побудову 

фігур при різних видах руху і задачі на доведення властивостей окремих фігур 

у разі виконання рухів. Обмежуватись лише цими задачами для учнів, які добре 

встигають, не можна. Треба розглянути кілька задач на побудову, в яких 

ефективно використовуються геометричні перетворення. Такі задачі доцільно 

пропонувати і надалі при вивченні наступних тем. 

Задача 6. 

1.Паралельне перенесення. 

Побудова образу трикутника АBC при паралельному перенесенні. 

1.Побудова довільного трикутника ABC. 
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2.Через усі його вершини проведіть паралельні прямі. 

3.Відкладіть на всіх прямих в одному напрямку відрізки однакової 

довжини: АА1 = ВВ1 = СС1. 

4.З'єднавши здобуті точки А1, В1, і С1, дістаєте образ трикутника ABC 

при паралельному перенесенні. 

2. Поворот. 

Поворотом фігури F навколо центра О на даний кут (0°    180°) 

у заданому напрямку називається таке перетворення, за якого кожній точці X 

фігури F відповідає точка X' так, що ОХ =ОХ' і кут ХОХ' =  і промінь 

ОХ' відкладається від променя ОХ у заданому напрямку. 

Точка О називається центром повороту, а кут  — кутом повороту. 

Поворот може здійснюватися у двох напрямках: за годинниковою 

стрілкою й проти неї [17, с.333]. 

 Побудова фігури, в яку переходить трикутник при повороті біля точки 

О на кут 90° за годинниковою стрілкою. 

1) Побудуйте довільний трикутник ABC, виберіть точку О — центр 

повороту. 

2) Проведіть промінь ОА, побудуйте промінь ОА1 так, щоб кут АОА1 = 

90° (у напрямку за годинниковою стрілкою). 

3) Відкладемо на промені ОА1 відрізок ОАХ =ОА. Точка А1 — образ 

точки А за цього повороту. 

4) Аналогічно побудуємо точки Ві і С1, в які за повороту переходять 

точки В і С. 

5) З'єднавши точки Аі, B1,C1, дістаємо образ трикутника ABC за по-

вороту. 

3. Центральна симетрія (симетрія щодо точки). 

Нехай О — фіксована точка. X — довільна точка площини. Відкладемо 

на промені ХО відрізок ОХ1 =ОХ. Точки X і X1 називаються симетричними 

щодо точки О. 

Точка О є центром симетрії і вона  симетрична сама собі. 
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Перетворення фігури F у фігуру F1, за якого кожна точка X фігури F 

переходить у точку X1, фігури F1, симетричну щодо точки О, називається 

перетворенням симетрії щодо точки О [16]. 

При цьому фігури F і F1 називаються симетричними щодо точки о. 

Якщо перетворення симетрії щодо точки переводить фігуру F у себе, то 

вона називається центрально-симетричною. 

 Побудова   фігури,   симетричної даній щодо точки О. 

1) Побудуйте довільний трикутник ABC, виберіть точку О — центр 

симетрії. 

2) Проведіть промінь AT, продовжіть його за точку О, відкладіть на 

ньому точку А1 на відстані ОА1 = ОА. Точка А1 — образ точки А за даного 

перетворення. 

3) Аналогічно побудуємо точки В1 і С1,  які за цього перетворення 

симетрії переходять у точки В і С. 

4) З'єднавши точки А1, В1, С1, дістаємо образ трикутник ABC за умови 

симетрії щодо точки О. 

4. Осьова симетрія (симетрія відносно прямої). 

Нехай а — фіксована пряма, X — довільна точка. Опустимо пер-

пендикуляр ХА на пряму а. На продовженні перпендикуляра за точку А 

відкладемо АХ1= АХ. 

Точки X і Х1 називаються симетричними відносно прямої а. 

Якщо точка X лежить на прямій а, то вона симетрична сама собі. 

Перетворення фігури F у фігуру F1, за якого кожна точка X фігури F 

переходить у точку Х1 фігури F1, симетричну відносно прямої а називається 

перетворенням симетрії відносно прямої а. 

При цьому фігури F і F1 називаються симетричними відносно прямої а. 

Якщо перетворення симетрії відносно прямої переводить фігуру F у 

себе, то вона називається симетричною щодо осі а, а пряма а називається віссю 

симетрії. Наприклад, осями симетрії ромба є прямі, на яких лежать його діа-

гоналі. 
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Побудова фігури, симетричної даній відносно прямої. 

1) Побудуйте довільний трикутник ABC, виберіть прямуй. 

2) Із точки А опустіть перпендикуляр АТ на пряму а. 

3) На продовженні перпендикуляра відкладіть відрізок ОА1 =ОА. Точ-

ка А1, симетрична точці А відносно прямої а. 

4) Аналогічно побудуйте точки В1 і С1, симетричні точкам В і С 

відносно прямої а. 

5) З'єднавши точки А1, В1 і С1, дістанемо трикутник А1В1С1, симет-

ричний трикутнику ABC відносно прямої а. 

Задача 7. 

Деяка точка, що знаходиться всередині рівностороннього трикутника, 

віддалена від його вершин відповідно на 3 см, 4 см і 5 см. Знайти довжину 

сторін трикутника рис.44. 

 

 

 

Рис. 44. 

Розв'язання. 

Нехай ABC — рівносторонній, М — деяка точка така, що MB = 3 см, 

МС= 4 см, МА = 5 см. 

Виконаємо поворот з центром у точці В на кут 60° проти годинникової 

стрілки АВС. Тоді точка А відобразиться у точку С, точка С — у точку С' , 

точка М — у точку М'.  C'BC = 60°, ВМ'= ВМ = 3 см, M'BM == 60°. Оскільки 

АВС = СВС', то М'С = 5 см, М'С' =  4 см. 

Сполучимо точки М і M'. МВМ' — рівносторонній і MM' = 3 см. Отже, 

ММ'С — прямокутний, оскільки його сторони дорівнюють 3 см, 4 см і 5 см, 

причому M'MC = 90°. Тоді ВМС= 60° + 90° = 150°. З ВМС за теоремою 

косинусів знаходимо: ВС2 =32 +42-2 3 4 cos150°=25 + 12  (см). Отже, 
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довжина кожної сторони даного рівностороннього трикутника дорівнює 

см. 

Задача 8. 

Позначте довільні точки А і В. Побудуйте коло з центром А і радіусом 3 

см. Побудуйте фігуру, в яку перейде це коло під час переміщення, що 

переводить точку А в точку В. 

Розв’язання. 

А  В,R=R1 ; М  N. АВ = МN. 
 
 

 

 

Рис. 45. 

Задача 9. 

Побудуйте два прямокутних трикутники, що мають кут 300 і менший 

катет довжиною 2 см. У першому трикутнику  з вершини прямого кута через 

середину гіпотенузи проведено промінь. Побудуйте фігуру, у яку він 

переходить під час переміщення, що переводить перший трикутник у другий. 

Розв’язання : 

 

 

 

 

Рис. 46. 

Задача 10. 

Чи існує переміщення, що переводить АВС у А’
 В’

 С’, якщо: 
1. А=1100, В’=1200; 
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2. С=200,  А=600; 
3. АС=6 см, А’

 В’= В’
 С’=3 см? 

Розв’язання . 

1) Не існує, бо  А  А’, а якщо  А’- тупий, то  В’ повинен бути 

гострим. 

2) Існує, С  С’=200, а  А’ може бути будь-яким. 

3) Не існує, бо АС  А’С’=6; трикутник з сторонами 3,36 не існує. 

Задача 11. 

Побудуйте трикутник , симетричний трикутнику АВС відносно прямої l, 

яка : 1) не перетинає трикутник; 2) містить сторону АС трикутника. 

Розв’язання . 

1.                                                                      2.                                                

 

 

 

 

      Рис. 47.                                                               Рис. 48.  

 

Задача 12. 

Доведіть, що пряма, яка містить висоту рівнобедреного трикутника, 

проведену до основи, є віссю симетрії трикутника. 

Доведення . 

АВС — рівнобедрений в і ньому висота BD  АС 

являється і бісектрисою, і медіаною: А = 2, АD = DС, АВ 

= ВС, А = С. АВС симетричний СВD  відносно прямої l,        Рис. 49.                                                                                                                                                            

на якій лежить висота ВD (рис.49). 

Задача 13. 

Доведіть, що діагоналі ромба є його осями симетрії. 

Доведення . 
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Діагоналі ромба являються його осями симетрії, бо вони взаємно 

перпендикулярні і в точці перетину діляться навпіл (рис.50). 

 
Рис. 50.                                                                           Рис.51. 

Задача 14. 

На гіпотенузі АВ прямокутного трикутника АВС побудовано квадрат 

АВDЕ в тій півплощині відносно АВ, якій не належить трикутник АВС. Знайти 

відстань від вершини С прямого кута до центра квадрата, якщо катети ВС і АС 

мають відповідно довжини 12 см і 10 см. 

Розв'язання. 

Виконаємо поворот трикутника ABC навколо центра квадрата О на кут 

90° проти годинникової стрілки. Тоді точка В відобразиться в точку А, точка А 

— в точку Е, а точка С — в точку С1,  і ВСА - АС1Е , 

СВА = EAC1,. 

Оскільки ВАЕ=90°, то САВ + ВАЕ+ ЕАС1=180°. 

Точки С, А, С1  лежать на одній прямій, ОС = ОС1 , СОС1=90°, АС1= 

12см. 

З СОС1 маємо: СО =  (см). 

Задача 15. 

Дано: ABCD— паралелограм, О — точка перетину діагоналей. Довести                                     

що точка О є центром паралелограма.                  

Доведення . 

Як відомо, точкою перетину діагоналі паралелограма діляться                                     

навпіл. Тому АО = ОС BO = OD, тобто при симетрії відносно точок О А  С, С 

 А,  D  В, В  D, таким чином, ABCD  CDAB.  ABCD — паралелограм.                                         
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Рис. 52. 

Задача 16. 

Дано: Коло, центром якого є точка А(4; 9) і яке проходить через точку 

В(1; 5). Запишіть рівняння кола, симетричне даному відносно початку 

координат. 

Розв'язання. 

Задане коло має центр у точці А(4; 9) і радіус , R2 = АВ2  =(1-4)2 +(5-9)2 

=9+16 = 25. При симетрії відносно точки О(0; 0) центр кола А(4;9) 

відобразиться в точку А'(-4; -9), а радіус не зміниться. Тому рівняння кола, яке 

симетричне найденому відносно точки, яка є початком координат, має вигляд: 

(х+4)2 +(у+9)2   =25. 

 

2.4. Застосування геометричних перетворень в природі,техніці, 
архітектурі 

Симетрія відносно точки 

Фігури, що мають центр симетрії, часто зустрічаються в довкіллі. На-

приклад, пропелер літака (рис.52), орнамент (рис.53), квітка (рис.54), морська 

зірка (рис.55), сніжинка (рис.56). 
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Рис.52.            Рис.53.                  Рис.54.               Рис.56.                     Рис.57. 

Симетрія відносно прямої 

Фігури, що мають вісь симетрії, часто трапляються в техніці (рис. 58), 

архітектурі (рис. 59,60), природі (рис. 61), побуті (рис. 62). 

 

           Рис.59.                   Рис.60.                             Рис.61.                             Рис.62. 

Симетрія характерна для представників тваринного світу називається, 
білатеральною симетрією (рис.63). 

Рис. 63. 

Паралельне перенесення 

Паралельне перенесення малюнків (вони однакові й періодично повто-

рюються) є на вишивках, шпалерах, тканинах, паркетній підлозі, орнаментах. 
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На малюнках подано орнаменти на старовинній грецькій вазі (рис.64), вітражі у 

Соборі Паризької Богоматері (Франція, середньовіччя) (рис. 65), на стіні палацу 

Дарія в Сузах (давня Персія) (рис. 66) 

 

     

Рис.64                           Рис.65                                     Рис.66 

Перетворення подібності 

Подивіться на рисунок 77. З одного плану ділянки місцевості виго-

товили інший. При цьому відношення відстаней між відповідними парами 

точок на планах рівні і дорівнюють 2,5 (відношенню масштабів) (рис. 78.).  

Можна сказати, що один план отримали з іншого перетворенням подіб-

ності. 

 

                Рис. 67.                                                                Рис. 68. 

 

2.5. Використання новітніх інформаційних технологій при вивченні 
теми геометричні перетворення 

Інформатизація освіти у галузі математики спричинила активне 

використання спеціалізованих програмних засобів, серед яких окремою групою 

варто виділити програми динамічної математики або інтерактивні геометричні 
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системи. Їх родоначальником вважають програму Cabri, за аналогією до якої 

стали розробляти і впроваджувати інші математично орієнтовані середовища. 

Наразі популярні Geometer’s Sketchpad, Gran, DG, Математический 

конструктор, Живая математика, GeoGebra тощо. [16] 

Деякі особливості геометричних перетворень в програмі GRAN-2D 

Геометричні перетворення – дуже важливий розділ курсу геометрії. У 

геометрії Евкліда, що вивчається в шкільному курсі математики, переважно 

досліджуються ті властивості геометричних фігур, які не змінюються при їх 

русі (образно кажучи, кожну геометричну фігуру можна розглядати як 

“тверду”, наприклад, вирізану з картону), – симетрія та поворот, а також ті, де 

відбувається перетворення подібності – гомотетія.  

Метод геометричних перетворень є досить продуктивним методом 

розв’язування геометричних задач. Математична теорія симетрії, симетрія у 

живій та неживій природі, мистецтві, архітектурі, інженерії отримали спільне 

підґрунтя у геометричних перетвореннях.  

Між тим, при навчанні даної теми вчитель зустрічається з певними 

труднощами у своїй педагогічній практиці. Це може бути пояснено навіть не 

стільки браком часу, що відводиться на розгляд даної теми, скільки 

обмеженістю відповідної наочності, що і викликає труднощі у сприйманні 

матеріалу. Не завжди вчитель має змогу підготувати достатню кількість 

моделей, що ілюструють відповідний теоретичний або задачний матеріал, тим 

більше, що, як правило, такі моделі не відрізняються суттєвою різноманітністю 

[10, с.147].  

Однак, необхідно відмітити, що наявність відповідного програмного 

продукту не призводить автоматично до зростання рівня навченості учнів або їх 

зацікавленості у вивченні предмету. Необхідне врахування й інших чинників, 

зокрема, відповідність розглядуваного програмного продукту шкільному курсу 

математики, наявність в цьому програмному продукті зручних інструментів, 

використання яких дозволяє на якісно новому рівні підходити до вивчення 
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матеріалу, а також наявність методичного забезпечення, орієнтованого на 

навчання з використання такого продукту.  

Природньо, програмний продукт не може бути статичним, він повинен 

розвиватися. Розробники повинні враховувати появу нових та розвиток вже 

існуючих технологій (мультимедійних, мережевих тощо), нові педагогічні та 

методичні ідеї. У відповідності до цього в програму GRAN-2D (версія 2.0, 2007 

рік) були додані нові засоби опрацюванню геометричних фігур на площині, що 

дозволить значно ефективніше використовувати дану програму в навчальному 

процесі. Загалом в даній версії програми відбулося чимало змін та доповнень, 

порівняно з попередньою. Зокрема, вони стосуються інтерфейсу програми, 

роботи з окремими об’єктами (точками, відрізками, прямими тощо), з’явилися 

нові об’єкти та послуги. В даній роботі розглядаються деякі нові можливості 

використання програми GRAN-2D, що стосуються саме вивчення геометричних 

перетворень на площині, хоч при цьому будуть використовуватися й інші 

оновлені послуги.  

Як вже згадувалось вище, серед значної кількості різноманітних 

геометричних перетворень, в шкільному курсі математики розглядають лише 

симетрію (відносно точки та прямої), поворот, паралельне перенесення та 

гомотетію. Всі ці перетворення геометричних об’єктів можна робити і за 

допомогою програми GRAN-2D (крім того, в програмі доступні такі 

геометричні перетворення, як інверсія та деформація, які не розглядаються в 

шкільному курсі геометрії).  

Що стосуються симетрії відносно точки і прямої при паралельному 

перенесенні, то дані послуги програми практично не змінилися у порівнянні з 

попередньою версією, а всі нововведення будуть детально розглянуті нижче 

при розгляді повороту [7, с.88].  

За допомогою ППЗ GRAN-2D можна здійснювати геометричні 

перетворення деяких об’єктів, а саме паралельне перенесення, поворот 

(відносно деякої точки) та деформацію об’єктів типу “Точка”, “Лінія”, 
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“Ламана”, “Коло” та “Інтерполяційний поліном”. Для цього призначено 

послуги пункту головного меню “Об’єкт\Перетворення”.  

Параметри перетворення можна задавати як через введення координат 

вектора перенесення чи кута повороту у відповідні поля, так і графічно “з 

екрану”, користуючись мишкою. 

У першому випадку для виконання деякого перетворення слід 

звернутися до послуги меню “Об’єкт\Перетворення\Параметри”, а в 

другому – до підпунктів меню “Об’єкт\Перетворення\З екрану – Паралельне 

перенесення” або “Поворот”, в залежності від того, який тип перетворення 

об’єктів необхідно здійснити. 

При зверненні до послуги “Об’єкт\Перетворення\Параметри” 

з′являється вікно “Перетворення об’єктів” з вкладинками “Паралельне 

перенесення”, “Поворот” та “Деформація” .  

Для виконання необхідного перетворення перш за все слід перейти на 

вкладинку з назвою потрібної операції, після чого у полі під написом 

“Застосувати операцію до об’єкта” потрібно вказати назву заздалегідь 

створеного об’єкта, перетворення якого необхідно здійснити. 

Якщо встановити відмітку біля напису “Створити результуючий 

об’єкт”, то після виконання операції вихідний об’єкт залишиться без змін, а 

буде створено новий об’єкт − результат виконання операції стосовно вихідного 

об’єкта. Задавши всі параметри перетворення, слід натиснути кнопку 

“Виконати”. 

Для задання “з екрану” параметрів перетворення об’єктів призначено 

послуги “Об’єкт\Перетворення \З екрану\ Паралельне перенесення” та 

“Об’єкт\ Перетворення\З екрану\Поворот”.  

Для переміщення деякого об’єкта у нове положення необхідно підвести 

вказівник мишки до зображення цього об’єкта, натиснути ліву клавішу мишки 

та тримаючи її у натисненому стані, переміщувати вказівник у потрібному 

напрямі. При цьому “зафіксований” об’єкт буде переміщуватись разом із 

вказівником. Перемістивши таким чином об’єкт у потрібне положення, слід 
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звільнити ліву клавішу мишки. 

Потрібно зазначити, що в програмі передбачається чітке розмежування 

між симетрією відносно прямої, променя або відрізка. Так, якщо віссю симетрії 

є пряма, то симетрична точка завжди буде існувати. Якщо ж віссю симетрії є 

промінь або відрізок, то симетрична точка буде існувати лише тоді, коли 

перпендикуляр, опущений із заданої точки на пряму, що визначає вісь симетрії 

(і яка включає в себе вказаний промінь або відрізок), перетинає цей промінь або 

відрізок. На рис.79 можна бачити, що для точки S1 існують симетричні точки як 

відносно прямої АВ, так і відносно відрізка CD. Однак для точки S2 існує лише 

симетрична точка відносно прямої АВ і не існує симетричної відносно відрізка 

CD.  

 

Рис. 69. 

Якщо тема симетрії або паралельного перенесення є відносно простою 

для розуміння учнями, то при вивченні теми повороту виникають певні 

складнощі. Саме тому детальніше зупинимось на деяких особливостях 

побудови комп’ютерних моделей в програмі GRAN-2D, що можуть бути 

цікавими при розгляді даного питання.  

Перетворення однієї фігури в іншу називають рухом, якщо воно зберігає 

відстань між точками, тобто переводить будь-які дві точки А і В першої 

фігури у точки А1, В1 другої фігури так, що АВ=А1В1. Поворотом площини 
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навколо даної точки називається такий рух, при якому кожний промінь, що 

виходить з даної точки, повертається на один і той самий кут в одному і 

тому самому напрямі. Цей кут називається кутом повороту [4, с.95].  

Для дослідження властивостей повороту підготуємо зображення, згідно 

рисунку 80. Спочатку розмістимо дугу, яка в подальшому буде задавати кут 

повороту (на мал. 78. такою дугою є дуга, що визначається точками A, B, C). 

Крім того розмістимо точку О, яка буде визначати центр повороту, та 

примітивні фігури над якими буде виконано поворот: точку (точка F на 

рисунку), відрізок, промінь, пряму, коло, замкнену ламану.  

Спочатку розглянемо найбільш простий випадок: поворот точки навколо 

іншої точки. Для цього створимо точку, яка буде результатом повороту точки F 

навколо точки О на кут ABC. Це можна зробити, створивши аналітичну точку 

(команда ”Об’єкт / Створення / Аналітична точка”).  

В результаті даної операції буде створено точку V. Тепер, змінюючи кут 

повороту чи положення опорних точок повороту О та F, можна бачити, що 

положення результуючої точки V відповідним чином змінюється, проте 

залежність її від опорних об’єктів залишається сталою.  

Для виконання повороту більш складного об’єкту необхідно виконати 

поворот базових точок, що визначають даний об’єкт: для відрізка або прямої – 

це дві точки, для n-кутника – кількість точок буде дорівнювати n. Тому 

використовувати описаний вище спосіб для кожної з точок досить незручно. 
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Рис. 70. 

Щоб відобразити результат повороту навколо точки О на кут ABC інших 

об’єктів (крім ламаної) можна поступити наступним чином:  

• прикріпити точку F до відповідного об’єкту (для цього необхідно 

підвести точку F до цього об’єкту, в контекстному меню точки вибрати 

”Прикріпити точку” та вказати відповідний об’єкт)  

• побудувати геометричне місце точок (скориставшись послугою 

”Зображення / ГМТ”), вказавши точку F, як точку на об’єкті, а точку V, як 

залежну.  

Для виконання повороту ламаної можна побудувати відповідні 

аналітичні точки до всіх опорних точок ламаної, а потім їх з’єднати новою 

ламаною.  

Проте такий спосіб хоча і є дієвим, але виявляється достатньо 

громіздким, особливо у випадку застосування геометричних перетворень до 

многокутників. Тому в програмі передбачена й інша можливість для виконання 

повороту за рахунок автоматизації попередніх дій. Зокрема, за даним методом 

можна швидко повернути не тільки відрізок, промінь, пряму або коло, а й 

ламану будь-якої складності.  

Для цього слід скористатись послугою ”Об’єкт / Перетворення 

параметрично” закладинка ”Поворот” (рис. 81). Далі необхідно вказати:  
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• до якого об’єкту буде застосовуватися перетворення;  

• точку, що визначає центр повороту;  

• вказати кут повороту. Кут повороту вказується в градусах явно або 

за допомогою формули (рис. 81).  

 

 

 

 

 

 

                        Рис. 71. 

Оскільки необхідно, щоб в результаті перетворення був створений новий 

об’єкт і він був зв’язаним (підтримувалася залежність результуючого об’єкту 

від вихідного), необхідно відмітити послуги ”Створити результуючий 

об’єкт” та ”Прикріпити до вихідних”.  

Як відомо, композиція двох поворотів відносно одного центру є також 

поворот. Однак, якщо повороти виконуються навколо різних центрів, то 

відповідь про результат композиції двох таких перетворень не є очевидною. За 

допомогою комп’ютерних експериментів можна не тільки переконатися, що 

результатом таких перетворень також є поворот, але й визначати параметри 

цього повороту. Покажемо це на наступній комп’ютерній моделі. Для даного 

дослідження підготуємо зображення згідно рисунка 81.  Визначимо кути 

поворотів IНL та DCG, відповідні центри поворотів О1 та О2, і розмістимо дві 

вільні точки A та B. Виконаємо побудови для експериментальної перевірки. 

Повернемо точку А навколо точки О1 на кут IНL, а потім одержану в результаті 

цього повороту точку А1 повернемо навколо точки О2 на кут DCG. Результатом 

є точка А2. Аналогічні операції проводимо для точки В (рис. 82).  
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                Рис. 72. 

Припустимо, що точки А2 та В2 є результатом повороту точок А і В 

навколо деякого центру О. Центр повороту можна знайти як точку перетину 

двох серединних перпендикулярів до пар точок “другий прообраз” – “образ” 

(тобто до відрізків АА2 та ВВ2). Результати досліджень та вимірів показують, 

що точки А2 та В2 можуть бути одержані з точок А та В результатом повороту 

навколо точки О на один і той самий кут.  

Більш того, можна з’ясувати, що чисельно величина цього кута повороту 

дорівнює алгебраїчній сумі двох кутів повороту, що утворюють композицію.     

Зрозуміло, що перевірка величини кута відбувається з певною точністю, проте 

вірогідність правильності цього факту в цілому дуже велика (можна сказати, 

що після комп’ютерного підтвердження гіпотези з’являється зовсім нове 

почуття впевненості у правильності відповідної теореми, особливо в тих учнів, 

у яких наочно-образний тип мислення превалює над абстрактно-логічним).  

Для теоретичного обґрунтування залишається розглянути задачу, що 

підтвердить експериментальні побудови. Для цього необхідно дослідити 

конфігурацію, яку утворюють два центри вихідних поворотів О1 і О2 та центр 

гіпотетичного повороту О, та скористатися твердженням, згідно якого 
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композиція двох симетрій відносно прямих, що перетинаються, є поворот 

відносно точки перетину на подвійний кут, що утворюють ці прямі (кут 

утворюється осями симетрії у напряму проти годинникової стрілки).  

Зазначимо, що особливості побудови розглядуваних моделей 

(наприклад, створення результуючих об’єктів та їх безпосереднє перетворення 

в залежності від вихідних) є такими ж для симетрії, паралельного перенесення 

та гомотетії.  

Цікавою проблемою для учнів може стати пошук таких фігур, і особливо 

многокутників, які при обертанні навколо певної точки, переходять самі в себе. 

Зокрема, серед опуклих многокутників такими є правильні многокутники. Саме 

правильні многокутники та задачі з ними доволі часто розглядаються в 

шкільному курсі геометрії. Отже, саме моделі таких многокутників доводиться 

будувати у відповідних програмах.  

Якщо побудова правильного трикутника або квадрата є відносно 

простою, то вже побудова правильних многокутників із більшою кількістю 

сторін часто викликає труднощі. Розглянемо, зокрема, побудову моделі 

правильного многокутника на прикладі побудови правильного шестикутника.  

1. Будуємо довільний відрізок AB - радіус майбутнього кола (рис. 83). 
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            Рис. 73. 

2. Будуємо коло за заданим радіусом із центром в довільній точці О, 

скориставшись інструментом ”Коло за радіусом”.  

3. Створюємо точку на колі С, скориставшись інструментом 

”Створення точки”. Дана точка буде прив’язаною до кола і може вільно 

рухатись вздовж нього.  

4. Відкладаємо від побудованої точки хорду кола, довжина якої 

дорівнює радіусу кола. Для цього необхідно:  

 побудувати коло за заданим радіусом АВ з центром в точці С, 

скориставшись інструментом ”Коло за радіусом”;  

 побудувати точку перетину вихідного кола з побудованим колом, 

скориставшись інструментом ”Точка перетину”.  

5. Повторюємо попередній пункт ще 5 разів, приймаючи за вихідну 

точку кола, яку було побудовано на попередньому кроці.  

6. Будуємо многокутник з вершинами в побудованих точках, 

скориставшись інструментом ”Ламана”.  

7. Ховаємо всі допоміжні побудови.  
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В результаті отримаємо зображення правильного шестикутника. Дана 

побудова відповідає побудові многокутника за допомогою циркуля і лінійки. 

Крім того, що вона є достатньо громіздкою, такі побудови можуть 

використовуватися лише для правильних многокутників із числом сторін: 3, 4, 

5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, тощо. Однак їх не можна використати для побудови 

правильних многокутників із числом сторін: 7, 9, 11, 13, 14, 18, та інших .  

Саме тому за основу побудови правильних многокутників можна взяти деякі їх 

властивості, що стосується кутів таких многокутників, які використовуються 

при побудові правильних многокутників в програмі GRAN-2D.  

Задача 17.  

Побудувати трикутник за даними трьома сторонами. 

Розв’язання. 

Розв'язуючи дану задачу, будемо вважати, що на робочій області ППЗ 

Gran-2D зображено три відрізки - незамкнені ламані з однієї ланки кожна. 

Використовуючи паралельне перенесення (за допомогою послуги 

"Операції/Операції з ламаними/Перетворення ламаної"), сумістимо один з 

кінців якого-небудь з відрізків з яким-небудь кінцем будь-якого іншого 

відрізка, а один з кінців третього відрізка з яким-небудь з кінців, що залишився 

вільним, одного з двох попередніх відрізків. Вилучимо тепер (знявши мітки з 

об'єктів) вихідні відрізки, образи яких отримані з використанням паралельного 

перенесення. Далі побудуємо два кола з центрами в кінцях відрізка, до якого 

приєднані два інші, і які проходять через вільні кінці відрізків, що виходять з 

центрів. 

Якщо ці кола перетинаються, то їхні центри разом із точкою перетину 

визначають вершини шуканого трикутника. Вилучимо тепер відрізки, які не 

з'єднують центри кіл, і побудуємо нову замкнену ламану з вершинами у 

вказаних точках (центрах і точці перетину кіл). Це і буде шуканий трикутник 

(рис. 74). 
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Рис. 74. 

Задача 18 . 

Побудувати рівносторонній трикутник так, щоб його вершини лежали на 

трьох заданих паралельних прямих. 

Розв’язання. 

Вибравши одну вершину трикутника довільним чином на середній з 

трьох заданих прямих, здійснюємо поворот верхньої прямої навколо цієї 

вершини на кут 60°. Точка перетину образу верхньої прямої внаслідок повороту 

та нижньої прямої Буде другою вершиною нашого трикутника. Третю вершину 

знайдемо, наприклад. Як точку перетину кола, з центром в першій вершині, що 

проходить через другу знайдену точку, та верхньої прямої. Сполучивши всі три 

знайдені точки за допомогою ламаної отримуємо рівносторонній трикутник з 

вершинами, що лежать на трьох заданих паралельних прямих (рис.75). 

 

                                              

   

 

 

Рис.75. 
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РОЗДІЛ ІІІ 

Педагогічний експеримент та статистична обробка результатів 

Під педагогічним експериментом традиційно розуміють заздалегідь 

сконструйований та реалізований процес навчання, що дає можливість 

спостерігати педагогічні явища в контрольованих умовах. Важливими 

особливостями педагогічного експерименту є можливість внесення до процесу 

навчання (відповідно до завдань експерименту), створення умов для виявлення 

різноманітних аспектів організації та управління навчально-пізнавальною 

діяльністю учнів, урахування якісних та кількісних результатів навчання. 

Отже, експеримент – це науково поставлений дослід у галузі навчальної 

чи виховної роботи, вивчення обстежуваного педагогічного явища в спеціально 

створених і контрольних умовах . 

Педагогічний експеримент планується, як правило, з метою визначення 

або уточнення основних напрямів здійснення наукового дослідження, дослідної 

перевірки його результатів, ефективності розробленої методичної системи. 

Експериментальне дослідження проводилося у Рівненській ЗОШ №24 І-

ІІІ ступенів. Для експерименту було вибрано два класи 9-А і 9-Б, у яких рівень 

успішності з математики був однаковий. 

Вивчаючи розділ геометрії «Геометричні перетворення» у 9-Б класі, 

зокрема  тему «Поворот», на уроках було застосовано інформаційні технології, 

а саме, використання програми GRAN-2D (див. додаток 7 ). Так після 

проведення експериментального уроку учні ще більше зацікавились вивченням 

геометричних перетворень (повороту), у них виникло багато запитань, а це 

сприяє розвитку їх логічного мислення. 

На підсумковому уроці була проведена контрольна робота у 9-А і 9-Б 

класах(див. додаток 8). Після опрацювання  результатів виконання підсумкової 

контрольної роботи, було оцінено навчальні здобутки учнів двох класів, 

зроблено певні узагальнення й висновки.  

9-Б клас при вивченні теми «Поворот» використовував програму GRAN-

2D, 9-А клас дану програму не застосовував. 
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Рівень засвоєння розв’язування задач на геометричні перетворення 

(поворот) в учнів 9-Б класу помітно зріс. Це видно із результатів виконання 

контрольної роботи.  

Результати виконання контрольної роботи подані в таблиці 1. 

Таблиця 1. 

Бали Класи 

 9-Б 9-А 

Кількість учнів 

26 26 

Позитивні результати 

4-6 10 15 

7-9 11 9 

10-12 5 2 

 

Отже результати контрольної роботи свідчать про те, що застосування 

інформаційних технологій ( програми GRAN-2D) дає змогу учням краще 

засвоїти програмовий матеріал із меншими затратами часу, дає можливість 

розв’язати більше поурочних вправ, розвиває логічне та аналітичне мислення, 

зацікавлює дітей. Але використання програми GRAN-2D має і певні недоліки.    

На мою думку, основним недоліком є те, що учні не виконують геометричних 

побудов за допомогою лінійки, олівця та циркуля. 

Ми дійшли висновку, що використання програми GRAN-2D на уроках 

геометрії є невід’ємною часткою сучасного навчального процесу. 
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ВИСНОВКИ 

В результаті виконання бакалаврської роботи зроблено спробу 

якнайглибше розкрити тему «Геометричні перетворення» в шкільному курсі 

математики; була опрацьована велика кількість методичної та психолого-

педагогічної літератури, також були реалізовані такі завдання: 

1) вивчено стан досліджуваної проблеми в теорії та на практиці сучасної 

школи. 

2)  було розроблено та експериментально перевірено зміст занять. 

3) було вдосконалено та опрацьовано методику вивчення даного курсу 

геометрії, який сприяє підвищенню розуміння, математичного і логічного 

мислення в учнів та експериментальної перевірки його ефективності. 

На основі проведеного дослідження можна стверджувати: 

1. Вивчення геометричних перетворень сприяє підвищенню розуміння 

геометрії, розвитку просторового мислення, формування в учнів вмінь 

розв’язувати вправи на застосування переміщень, вміння застосовувати їх при 

розв’язуванні задач з планіметрії і стереометрії. 

2. Знання цієї теми широко використовується в подальшому вивченні 

геометрії. Також геометричні перетворення застосовують в архітектурі, 

будівництві. 

3. Метод геометричних перетворень є досить продуктивним методом 

розв’язування геометричних задач. Математична теорія симетрії, симетрія у 

живій та неживій природі, мистецтві, архітектурі, інженерії отримали спільне 

підґрунтя у геометричних перетвореннях. 

4. Набуті знання з теми «Геометричні перетворення» необхідні при 

оволодінні певними професіями (архітектор, будівельник, картограф тощо). 

5. Метод геометричних перетворень є досить продуктивним методом 

розв’язування геометричних задач. Математична теорія симетрії, симетрія у 

живій та неживій природі, мистецтві, архітектурі, отримали спільне підґрунтя у 

геометричних перетвореннях. 
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Дана тема дає широкі можливості для інтелектуального розвитку 

особистості, розвитку логічного мислення, просторових уявлень і уяви, 

розвиток   спостережливості й уваги, вироблення навичок пізнавальної і творчої 

активності, розвиток геометричного мислення, навичок математичного 

мовлення. 

У процесі вивчення цього розділу учні систематизують, узагальнюють і 

поглиблюють знання про геометричні перетворення. Учні повинні розуміти 

суть кожного із зазначених у програмі видів геометричних перетворень, знати 

їх властивості, ознаки подібності трикутників і вміти застосовувати їх до 

розв'язування задач. 

Активізація творчості, самостійності учнів, формування їх мислення в 

процесі оволодіння математикою ефективно здійснюється через розв’язування 

задач на застосування геометричних перетворень. 

В роботі розглянуто використання на уроках математики комп’ютера. А 

саме розглядаються деякі нові можливості використання програми GRAN-2D, 

що стосуються саме вивчення геометричних перетворень на площині. 

Застосування інформаційних технологій ( програми GRAN-2D) дає змогу учням 

краще засвоїти програмовий матеріал із меншими затратами часу, дає 

можливість розв’язати більше поурочних вправ, розвиває логічне та аналітичне 

мислення, зацікавлює дітей. 

Матеріали даної роботи спрямовані на розвиток мислення учнів, пам’яті, 

розвиток інтелектуальних та пізнавальних здібностей школярів, вміння 

переносити набуті знання і навички в нову ситуацію. 

Цю роботу можна використовувати на математичних гуртках та 

факультативних заняттях. Матеріали даної бакалаврської роботи, як джерело 

додаткової інформації,  можуть використовувати учні шкіл з поглибленим 

вивченням предмету, або учні, які цікавляться математикою. 
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Додаток 1 

Перетворення фігур. 
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Додаток 2 

Властивості руху 
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Додаток 3 

Симетрія відносно точки 
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Додаток 4 

                                     Симетрія відносно прямої 
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Додаток 5 

                                                     Поворот 
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     Додаток 6 

                             Властивості паралельного перенесення 
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Додаток 7 

Конспект уроку в 9 класі 

Тема:   Поворот. 

Мета:  формувати в учнів уявлення про такі геометричні перетворення 

як поворот навколо точки на заданий кут;  

               розвивати пам’ять та увагу  та образне мислення учнів; 

               виховувати кмітливість, наполегливість у здобутті знань. 

Тип уроку: Засвоєння знань, умінь та навичок. 

Хід уроку: 

I. Перевірка домашнього завдання. 

Задача 1. 

Знайдіть точку симетричну точці (2;9) відносно початку координат. 

Розв’язання: 

Спроектуємо  точку А на вісь Х. Маємо 

координату 2 симетрична їй -2. Аналогічно 

спроектуємо точку на вісь У, симетричною 

координата буде -9. Отже точкою симетричною 

точці А відносно початку координат буде точка А1 з 

координатами (-2;-9). 

Рис.1. 

Правильність розв’язання задачі перевіримо використовуючи ППЗ 

GRAN – 2D. Створимо задану точку, скориставшись послугою програми Об’єкт 

→  Створити – точку . На вкладниці Конструктор об’єкта вводимо 

координати точки х і у і натиснемо кнопку Застосувати. 
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Потім на панелі інструментів натискаємо кнопку Створення 

симетричної точки після чого наводимо курсив на точку для якої створюємо 

симетричну і натискаємо ліву клавішу миші. Аналогічно нажимаємо на точку 

відносно якої створюємо симетричну. В результаті отримаємо точку 

симетричну даній       (Рис. 2.) 

                                                 Рис.2. 

Задача 2. 

Побудуйте точки, симетричні двом вершинам трикутника відносно 

третьої його вершини. 

Розв’язання: 

Будуємо довільний трикутник АВС. 

Продовжуємо сторону ВА і від точки А 

відкладаємо її довжину, отримаємо точку Е, 

симетричну точці В. Аналогічно знаходимо 

точку Д симетричну точці С (рис.3.)  

Рис.3. 

Знайдемо тепер симетричні точки за допомогою GRAN – 2D.  

Побудуємо довільний трикутник АВС. Скористаємося послугою Об’єкт 

→ Створити →Ламана. У вікні Конструювання об’єкта вводимо координати 
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вершин трикутника (довільні) після чого натискаємо кнопку Застосувати. 

Потім натискаємо на панелі інструментів кнопку Створити симетричну точку. 

Натискаємо лівою кнопкою миші на точці С і точці А, в результаті отримаємо 

точку Д симетричну С відносно А. Аналогічно  будуємо точку Е симетричну 

точці С (рис. 4).  

 

 

Рис.4. 

ІІ. Формування мети і завдань уроку. 

Вчитель оголошує тему і формує мету уроку. Головна тема уроку 

зумовлена його місцем у темі й полягає в засвоєнні учнями знань про означення  

та властивості повороту та формування навичок використання його при 

розв’язуванні планіметричних задач. 

IIІ. Актуалізація опорних знань. 

1. Дайте означення  симетрії відносно точки і симетрії відносно 

прямої. 

2. Сформулюйте відомі вам властивості відносно точки і симетрії 

відносно прямої. 

3. Що називають осьовою симетрією? 

4. Що таке центрально-симетрична фігура? 

5. Що називається центральною симетрією? 
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6. Наведіть приклади центрально-симетричних фігур. 

ІV. Вивчення нового матеріалу. 

Означення. 

Поворот фігури F навколо точки О на кут α в 

заданому напрямку – це перетворення фігури F у фігуру 

F’, внаслідок якого кожна точка Х фігури F проходить в 

точку Х’ фігури F’ так, що  ; . О – центр 

повороту,  α – кут повороту (рис.5). 

Рис. 5. 

Перетворення фігур при повороті також називається поворотом (рис. 6). 

 
Рис.6. 

Фігура, що має симетрію обертання, -- фігура, яка внаслідок повороту 

навколо деякої точки на кут  α ( ) переходить сама себе. 
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Приклад: 

При повороті на α=  правильний трикутник 

АВС переходить сам в себе (рис.7.) 

 

 

рис.7. 

Теорема (Основна властивість повороту). 

Поворот є переміщенням. 

Доведення. Нехай поворот навколо точки О на кут  

 точки X, Y фігури F переводить у точки X', Y'  

фігури F' (рис.8.). Доведемо, що XY = Х'Y. Розглянемо 

загальний випадок, коли точки О, X, Y не лежать на одній 

прямій. OXY = ОХ'Y за двома сторонами і кутом між 

ними. У них ОХ = ОХ', ОY = ОY за означенням повороту і                  Рис.8.                 

XOY= Х'ОY (кожний з цих кутів дорівнює різниці кута а і кута 

YОХ). З рівності трикутників випливає ХY = Х'Y' (випадок, коли точки О, X, Y 

лежать на одній прямій розгляньте самостійно). 

Наслідок. Поворот має всі властивості руху. 

На відміну від попередніх років, кут повороту задається додатнім 

числом, а сам поворот – центром повороту, кутом повороту та напрямом (за 

годинниковою стрілкою або проти неї). 

V. Розв’язування задач. 
Усно. 

1. Точка М(2;…)внаслідок повороту навколо початку координат на 900 

проти руху стрілки годинника переходить у точку М’ (-5;…). Які числа є 

ординатами точок М і М’? 

1) -5;-2; 2) 5;2; 3) 5;-2; 4) -5;2. (1) 

2. Які з фігур на малюнку мають симетрію обертання? 
  



76 
 

а)                     б)                            в)                        г)                      д)            

(Відповідь: а, г, д). 

3. Чи існує поворот внаслідок якого сторона прямокутника переходить 

в іншу сторону? (Ні) 

4. Чи існує поворот внаслідок якого одна діагональ прямокутника пеза 

реходить в іншу ? (Ні) 

Письмово. 

Задача 1. 

Побудуйте фігуру в яку перейде трикутник АВС під час повороту 

навколо вершини С на кут 900 за годинниковою стрілкою. 

Розв’язання :                                                                                                                          

Будуємо спочатку трикутник АВС. В точці С під 

прямим кутом до сторони АС проводимо пряму і 

відкладаємо на ній довжину цієї сторони. Далі 

добудовуємо дві інші сторони і  отримуємо трикутник   

Рис.9. 

ДЕС , вякий перейшов трикутник АВС під час повороту навколо 

вершини С на кут 900 за годинниковою стрілкою (рис.9). 

Розв’яжемо дану задачу використовуючи ППЗ GRAN – 2D.                    

Спочатку побудуємо довільний трикутник АВС. Скористаємося 

послугою Об’єкт → Створити →Ламана. У вікні Конструювання об’єкта 

вводимо координати вершин трикутника (довільні) після чого натискаємо 

кнопку Застосувати. Потім звернемося до послуги Об’єкт–  Перетворення – 

Параметрично. У  вікні Перетворення об’єктів вибираємо Поворот , вводимо 

центр повороту, кут повороту і вказуємо об’єкт до якого застосовуватиметься 

операція. Потім натискаємо кнопку Виконати і отримуємо результат (рис.10.). 
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Рис.10. 

 

 

Задача 2. 

Виконайте поворот даного кола навколо точки А на кут 900, якщо точка 

А лежить поза колом. 

Розв’язання : 

Будуємо коло з центром в точці О і точку А, що 

лежить за колом. Через точки А і О проводимо 

пряму l до неї в точці А проводимо пряму m під 

прямим кутом. На прямій m від точки А 

відкладаємо довжину ОА, отримаємо точку С. І і 

в  

  Рис.11.                         цій точці будуємо коло такого ж радіуса (рис.11.).  

В програмі GRAN – 2D цю задачу можна розв’язати таким способом. 

Спочатку побудуємо коло, для цього використаємо послугу Об’єкт – 

Створити – Коло . Потім у вікні Конструювання об’єкта вводимо центр кола і 

точку через яку коло буде проходити і нажимаємо кнопку Застосувати. Після 

цього звернемося до послуги Об’єкт–  Перетворення – Параметрично. У  вікні 

Перетворення об’єктів вибираємо Поворот , вводимо центр повороту(точку, 

що лежить за колом), кут повороту і вказуємо об’єкт до якого 

застосовуватиметься операція (коло). Потім натискаємо кнопку Виконати 

(рис.12).  
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Рис.12. 

Задача 3. 

Накресліть квадрат. Побудуйте фігуру в яку переходить квадрат АВСД 

при повороті навколо вершини С на кут 600 за годинниковою стрілкою.  

Розв’язання : 

Будуємо квадрат АВСД. До  сторони СД в точці С 

пороводимо пряму і на ній відкладаємо сторону квадрата. 

Потім добудовуємо всі інші сторони і отримуємо квадрат 

(рис.13). 

 

Рис.13. 

За допомогою ППЗ GRAN – 2D перевіримо правильність отриманого 

результату. Для цього звернемось до послуги Об’єкт – Створити – Ламану, 

вводимо координати точок і будуємо квадрат. Потім використаємо операцію 

Об’єкт–  Перетворення – Параметрично. У  вікні Перетворення об’єктів 

вибираємо Поворот , вводимо центр повороту, кут повороту і вказуємо об’єкт 

до якого застосовуватиметься операція. Потім натискаємо кнопку Виконати. В 

результаті отримаємо результат (рис.14). 



79 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.14. 

 

 

 

Задача 4. 

Побудуйте фігуру в яку перейде  прямокутник АВСД під час повороту 

навколо вершини Д на кут 1500 за годинниковою стрілкою. 

Будуємо прямокутник АВСД. До сторони 

АД під кутом 1500 проводимо пряму на якій 

відкладаємо довжину сторони АД. Потім 

добудовуємо інші сторони і  отримуємо 

прямокутник DEFG (рис.15). 

          Рис.15. 

Звернувшись до послуги програми GRAN – 2D Об’єкт – Створити – 

Ламану, будуємо прямокутник (у вікні Конструювання об’єкта вводимо 

координати вершин прямокутника (довільні) після чого натискаємо кнопку 

Застосувати). Потім застосуємо операцію Об’єкт–  Перетворення – 

Параметрично. У  вікні Перетворення об’єктів вибираємо Поворот , вводимо 

центр повороту, кут повороту і вказуємо об’єкт до якого застосовуватиметься 

операція. Отримаємо результат (рис.16.). 
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Рис.16. 

VІ. Підведення підсумків уроку. 

Запитання до класу: 

1. Поясніть, що таке поворот? 

2. Сформулюйте властивість повороту фігури навколо точки на 

заданий кут. 

3. Що називається фігурою, що має вісь обертання? 

4. Чи є правильним твердження: рух, при якому кожний промінь , що 

виходить із заданої точки, повертається на той самий кут у тому самому 

напрямі, є поворотом? 

5. На який із кутів треба повернути квадрат АВСД навколо його 

центра симетрії, щоб середина сторони АВ перейшла в середину сторони СД? 

1) 1200 , 2) 1800, 3) 800, 4) 450. (2) 

VIІ. Домашнє завдання. 
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Додаток 8 

Котрольна робота 

Варіант 1 

Завдання 1-5 мають по 5 варіантів відповіді, серед яких лише один 

правильний. Виберіть правильну, на вашу думку, відповідь і позначте її у 

бланку відповідей. 

1. Які координати має образ точки А(–2; 5) при симетрії відносно осі 

ординат? 

А Б В Г Д 

(2; 5) (2; –5) (–2; –5) (5; –2) (5; 2) 

2. Дано точки Р(–2; 3) і  М(2; –1) симетричні відносно точки К. Знайдіть 

координати точки К. 

А Б В Г Д 

(0; 0) (–2; 2) (0; 1) (2; –2) (0; 2) 

3. При паралельному перенесенні на вектор   образом точки М(0; –1) є 

точка К(–3; 5). Знайдіть координати вектора   . 

А Б В Г Д 

(–1,5; 2) (–3; 4) (3; –6) (–3; 6) (0; –5) 

4. Точка  А1(0; 4) є образом точки А(0; –12) при гомотетії з центром у 

початку координат. Чому дорівнює коефіцієнт гомотетії? 

А Б В Г Д 

–3 
3
1−  3 

3
1  –8 

5. Точка  О – центр правильного шестикутника АВСDЕF, зображеного 

на рисунку. Укажіть образ сторони СD при повороті навколо точки О проти 

годинникової стрілки на кут 120 . 
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А Б В Г Д 

ВС ЕD ЕF АF АВ 

 

Завдання 6 передбачає встановлення відповідності. До кожного рядка, 

позначеного цифрою, доберіть один відповідний, позначений буквою. 

6. Встановіть відповідність між заданими фігурами (1-4) та кількістю 

осей симетрії, які вони мають (А-Д): 

1) правильний трикутник; А) 1; 

2) квадрат; Б) 2; 

3) відрізок; В) 3; 

4) коло. Г) 4; 

  Д) безліч. 

Завдання 7-9 – завдання відкритої форми з розгорнутою відповіддю. 

Висновки, зроблені у розв’язанні, повинні бути достатньо обґрунтованими. 

7. Периметр і площа прямокутника дорівнюють відповідно 18 см та 20 

см2. Знайти площу подібного йому прямокутника з периметром 54 см.  

8. Скласти рівняння прямої, яка симетрична відносно початку координат 

прямій  у = –2х + 2. 

9. Квадрат АВСD повернули на кут 90 навколо середини сторони АВ 

квадрата проти годинникової стрілки. Знайти координати  образа точки D, якщо 

А(–2; –1),  В(–2; 5), С(4; 5). 

 

Варіант 2 

Завдання 1-5 мають по 5 варіантів відповіді, серед яких лише один 

правильний. Виберіть правильну, на вашу думку, відповідь і позначте її у 

бланку відповідей. 
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1. Які координати має образ точки В(7; –10) при симетрії відносно осі 

абсцис? 

А Б В Г Д 

(–10; 7) (–7; –10) (7; 10) (–7; 10) (10; 7) 

2. Точки А і С симетричні відносно точки Р.  А(–3; 5), Р(1; –3). Знайдіть 

координати точки С. 

А Б В Г Д 

(5; –11) (–1; 1) (–7; 13) (–3; 5) (5; 1) 

3. При паралельному перенесенні на вектор d (0; 4) образом точки В є 

точка Р(–3; 1). Знайдіть координати точки В. 

А Б В Г Д 

(–3; 1) (–3; –3) (–3; 5) (3; 3) (–1,5; 2,5) 

4. Точка  А1(–4; 2) є образом точки А при гомотетії з центром у початку 

координат і коефіцієнтом гомотетії 0,5. Знайдіть координати точки А. 

А Б В Г Д 

(4; –2) (8; –4) (2; –1) (–8; 4) (–2; 1) 

5. Квадрат ЕFСВ, зображений на рисунку, є образом 

квадрата АВСD при повороті за годинниковою стрілкою на 

кут 90°.  Яка точка є центром повороту? 

А Б В Г Д 

А В D Е С 

Завдання 6 передбачає встановлення відповідності. До кожного рядка, 

позначеного цифрою, доберіть один відповідний, позначений буквою. 
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6. Встановіть відповідність між заданими фігурами (1-4) та кількістю 

осей симетрії, які вони мають (А-Д): 

1) пряма; А) 1; 

2) правильний п’ятикутник; Б) 2; 

3) рівнобедрений трикутник; В) 3; 

4) прямокутник. Г) 5; 

  Д) безліч. 

Завдання 7-9 – завдання відкритої форми з розгорнутою відповіддю. 

Висновки, зроблені у розв’язанні, повинні бути достатньо обґрунтованими. 

7. Знайти площу чотирикутника, якщо площа подібного йому 

чотирикутника дорівнює 5 см2, а периметр в 4 рази менший за його власний 

периметр.  

8. Знайти точку, яка симетрична точці В (–2; 1) відносно прямої  у = –2х+ 

+2. 

9. Точка О – центр описаного кола навколо рівнобедреного 

прямокутного  трикутника АВС з гіпотенузою АС. А(2; 1),  В(–1; 4), С(2; 7).  

Знайти координати образа вершини С при повороті трикутника навколо точки 

О на 90° за годинниковою стрілкою. 

 

 

 

 


