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Вступ. Поняття інтегралу пронизує всю сучасну природничо-математичну 

освіту. У більшості навчальних дисциплінах фізичного, технічного та 

природничого циклів знаходять використання різні варіації інтегрального 

числення. У кожній науковій книзі, яка безпосередньо чи опосередковано 

відноситься до точних наук ми зустрічаємо знак інтеграла та висловлювання, 

складовим елементом яких буде слово "інтеграл". Більше того, в останнє 

десятиліття увійшли до повсякденного ужитку дисциплін і не математичного 

спрямування такі терміни, як "інтегральний показник", "інтегральна 

компетентність", "інтегральна динаміка", "інтегральна схема", "інтегральна 

ознака", "інтегральна роль" та ін., які прямого відношення до інтеграла не мають, 

але смислове навантаження зберігають і знаходять широке поширення в 

літературній та розмовній мові.  

Інтегральне числення виступає корисним інструментом розв’язку багатьох 

практичних задач. Першочергово воно виникло, як загальний метод обчислення 

площ, об’ємів та центрів ваги. Значний внесок у відкриття інтегрального 

числення та встановлення його зв’язку з диференціальним численням належить 

Ісаку Ньютону та Ґотфріду Лейбніцу [2]. У розвиток методів інтегрування 

зробили свій внесок Леонард Ойлер, М. Остроградський, П. Чебишов. Логічно 

обґрунтована побудова визначеного інтегралу, як границі інтегральних сум, 

здійснив німецький математик Георг Ріман [3]. Сучасний підхід до вивчення 

інтегрального числення функцій однієї змінної ґрунтується на теорії границь, 

поняттях точної нижньої і точної верхньої меж. Інтеграл був, є і буде 

стрижньовим поняттям в математиці. Найважливіше застосування 

невизначеного інтегралу відноситься до інтегрування диференціальних рівнянь, 

складових могутнього апарату багатьох наук. 

Мета роботи. Невизначеним інтегралом від неперервної на інтервалі (𝑎, 𝑏) 

функції 𝑓(𝑥) називається сукупність первісних, які відрізняються одна від одної 

на деяку константу і формально записують у вигляді: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶. При 

цьому передбачається виконання рівності: (𝐹(𝑥) + 𝐶)′ = 𝑓(𝑥)  для всіх 𝑥 ∈
(𝑎, 𝑏), де С – довільне дійсне число. 
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Традиційна техніка інтегрування передбачає опанування наступними 

розділами: табличне інтегрування; інтегрування шляхом заміни змінної (сюди 

також відноситься підстановка та інтегрування шляхом внесення під знак 

диференціалу); інтегрування частинами; інтегрування дробово-раціональної 

функції; інтегрування ірраціональних виразів, включаючи підстановки Ейлера та 

інтегрування диференціальних біномів; інтегрування раціональних виразів від 

тригонометричних функцій [4]. Одним із каменів інтегрального числення 

вважається метод інтегрування частинами. Метод інтегрування частинами 

вирішує дуже важливу задачу, він дозволяє інтегрувати деякі функції, які 

відсутні у таблицях, добуток двох та більше функцій, а в ряді випадків і частку. 

Трапляються окремі випадки застосування методу інтегрування частинами, коли 

після двократного інтегрування частинами у правій частині рівності одержуємо 

початковий інтеграл І з деяким коефіцієнтом. Із утвореного лінійного рівняння 

відносно шуканого інтегралу визначають останній.   Мета даної публікації – 

огляд типових випадків та методики використання методу інтегрування 

частинами, які дозволяють обчислити так звані циклічні інтеграли. 

Матеріали і методи. Ідея методу інтегрування частинами полягає в 

наступному: якщо підінтегральна функція подана у вигляді добутку двох 

неперервних і гладких функцій (кожна з яких може бути як елементарною 

функцією, так і композицією), то справедлива формула інтегрування частинами: 

∫ 𝑢(𝑥) ∙ 𝑑𝜗(𝑥) = 𝑢(𝑥) ∙ 𝜗(𝑥) − ∫ 𝜗(𝑥)𝑑𝑢(𝑥)   (1) 

Як слідує з аналізу різноманітних прикладів застосування методу 

інтегрування частинами, він має сенс, коли інтеграл праворуч від знаку дорівнює 

простіший за інтеграл, який розміщується ліворуч від знаку дорівнює. Тобто 

процес інтегрування частинами, якщо і не дає кінцевого розв’язку, то однозначно 

призводить до спрощення інтегралу. Серед найбільш поширених випадків, коли 

проведення операції інтегрування частинами доцільне, тобто формула (1) 

допомагає обчислити інтеграл є інтеграл від добутку многочлена і 

трансцендентної функції та інтеграл від добутку алгебраїчної та трансцендентної 

функції. Третім особливим випадком інтегрування частинами можна вважати 

інтегрування циклічних інтегралів.  

Результати і обговорення. Як видно з рівності (1) формула інтегрування за 

частинами дає змогу обчислення інтегралу ∫ 𝑢(𝑥) ∙ 𝑑𝜗(𝑥) звести до обчислення 

інтегралу ∫ 𝜗(𝑥)𝑑𝑢(𝑥) . Для того, щоб використати метод інтегрування за 

частинами, необхідно в заданому підінтегральному виразі виділити два 

множники, приймаючи один з них за 𝑢(𝑥), а другий за 𝑑𝜗(𝑥). При здійсненні 

даного вибору слід виходити  з тих положень, що частина 𝑢(𝑥) в подальшому 

диференціюється, а частина 𝑑𝜗(𝑥) – інтегрується.  

Таким чином головним завданням при інтегруванні частинами, яке в 

подальшому впливає на складність процесу інтегрування та достовірність 

отриманих результатів є правильність вибору співмножників підінтегрального 

виразу за 𝑢(𝑥) та 𝑑𝜗(𝑥). Систематизуємо рекомендовані прийоми вибору частин 

𝑢(𝑥) та 𝑑𝜗(𝑥) для різних класів інтегралів у вигляді таблиці 1 [5]. 
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Таблиця 1. 

Основні класи інтегралів, які беруться частинами та рекомендовані 

прийоми вибору частин 

Основні класи інтегралів 
Рекомендовані прийоми вибору 

частин 

∫ 𝑃𝑛(𝑥) ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥,  

∫ 𝑃𝑛(𝑥) ∙ sin 𝛼𝑥 𝑑𝑥,     ∫ 𝑃𝑛(𝑥) ∙ cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥. 

Де 𝑃𝑛(𝑥) – многочлен n-го степеня від x, 𝛼 ≠
0 – дійсне число. 

За множник 𝑢(𝑥)  приймається 

многочлен 𝑃𝑛(𝑥), степінь якого 

при диференціюванні 

понижується.  

∫ 𝑅(𝑥) ∙ 𝑙𝑛(𝛼𝑥)𝑑𝑥,  ∫ 𝑅(𝑥) ∙ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑥)𝑑𝑥, 

∫ 𝑅(𝑥) ∙ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑥)𝑑𝑥, ∫ 𝑅(𝑥) ∙
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝛼𝑥)𝑑𝑥 та ін., де 𝑅(𝑥) – алгебраїчна 

функція, 𝛼 ≠ 0. 

За множник 𝑢(𝑥)  приймають 

трансцендентну функцію 

(𝑙𝑛(𝛼𝑥), arcsin(𝛼𝑥), 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑥),
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑟(𝛼𝑥)). 

∫ 𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥,  ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥, ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥, 

∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 та ін. 

За множник 𝑢(𝑥)  приймають 

підінтегральну функцію, 

поклавши 𝑑𝜗 = 𝑑𝑥. 
При цьому метод інтегрування частинами рекомендовано застосовувати 

стільки разів, скільки необхідно для знаходження первісної. Розглянемо 

інтеграл: ∫ 𝑒4𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥. Підінтегральна функція складається з добутку двох 

неперервних функцій. Візьмемо його інтегруванням за частинами, послідовно 

приймаючи за множник 𝑢(𝑥) експоненціальну функцію.  

 ∫ 𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑒4𝑥 𝑑𝑢 = 4𝑒4𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 𝜗 =
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥

| =
1

2
𝑒4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 −

4

2
∫ 𝑒4𝑥 ∙

𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑒4𝑥 𝑑𝑢 = 4𝑒4𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 𝜗 = −
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑥

| =
1

2
𝑒4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 −

4

2
(𝑒4𝑥 (−

1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑥) −

∫ (−
1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑥) ∙ 4𝑒4𝑥𝑑𝑥) =

1

2
𝑒4𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2 ∫ 𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 . Як 

бачимо, в результаті інтегрування ми прийшли до інтегралу, аналогічного 

початковому. Увівши позначення:  𝐴 = (
1

2
𝑒4𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥) , 𝐼 =

∫ 𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥, отримуємо просте лінійне рівняння 𝐼 = 𝐴 − 2𝐼, розв’язуючи яке 

відносно 𝐼  отримаємо розв’язок вихідного рівняння. 𝐼 + 2𝐼 = 𝐴 + С1 , 𝐼 =
1

3
𝐴 +

С. 

∫ 𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 =
1

6
𝑒4𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

1

3
𝑒4𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝐶     (2) 

Розглянемо інтеграл: ∫ 𝑒2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 𝑑𝑥 . Підінтегральна функція також 

складається з добутку двох неперервних функцій. Візьмемо його інтегруванням 

за частинами, даного разу послідовно приймаючи за множник 𝑢(𝑥) 

тригонометричну функцію.  

 ∫ 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥 𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑠𝑖𝑛4𝑥 𝑑𝑢 = 4𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥 𝜗 =
1

2
𝑒2𝑥 | =

1

2
𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥 −

4

2
∫ 𝑒2𝑥 ∙

𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑐𝑜𝑠4𝑥 𝑑𝑢 = −4𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥 𝜗 =
1

2
𝑒2𝑥 | =

1

2
𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥 −

4

2
(

1

2
𝑒2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥 −
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∫
1

2
𝑒2𝑥(−4𝑠𝑖𝑛4𝑥)𝑑𝑥) =

1

2
𝑒2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 𝑒2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 2 ∫ 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥 . Знову 

отримуємо інтеграл, аналогічний початковому. Увівши позначення:  𝐴 =

(
1

2
𝑒2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 𝑒2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥) , 𝐼 = ∫ 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥 𝑑𝑥 , отримуємо просте лінійне 

рівняння 𝐼 = 𝐴 − 2𝐼, розв’язуючи яке відносно 𝐼 отримаємо розв’язок вихідного 

рівняння. 𝐼 + 2𝐼 = 𝐴 + С1, 𝐼 =
1

3
𝐴 + С. 

∫ 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥 𝑑𝑥 =
1

6
𝑒2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 −

1

3
𝑒2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 𝐶   (3) 

Як видно з наведених вище прикладів, характерним для даних інтегралів є те, 

що неважливо, яку підінтегральну функцію приймають за множник 𝑢(𝑥)  у 

методі інтегрування частинами, визначальним є лише факт послідовного (двічі 

підряд) прийняття однакової функції за даний множник. Знайдемо загальний 

вигляд розв’язку інтегралу (2) для будь-яких значень змінних.  

∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑢 = 𝛼𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥𝑑𝑥 𝜗 =
1

𝛽
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 | =

1

𝛽
𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 −

 
𝛼

𝛽
∫ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 = |

𝑢 = 𝑒𝛼𝑥 𝑑𝑢 = 𝛼𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥𝑑𝑥 𝜗 = −
1

𝛽
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥| =

1

𝛽
𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 −

𝛼

𝛽
∙

(−
1

𝛽
𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 − ∫ −

𝛼

𝛽
∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥) =

1

𝛽
𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 +

𝛼

𝛽2
𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 −

𝛼2

𝛽2 ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 . Отримуємо рівняння: ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝛽
𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 +

𝛼

𝛽2
𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 −

𝛼2

𝛽2 ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 . Розв’язавши яке відносно невідомого 

інтегралу:  ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥, та провівши спрощення отримаємо: 

∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 =
𝛼∙𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽∙𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
∙ 𝑒𝑥 + 𝐶   (4) 

Аналогічним чином обчислимо схожий інтеграл: 

 ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑢 = 𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 𝜗 =
1

𝛼
𝑒𝛼𝑥 | =

1

𝛼
𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 −

 
𝛽

𝛼
∫ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 = |

𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑢 = −𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 𝜗 =
1

𝛼
𝑒𝛼𝑥 | =

1

𝛼
𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 −

𝛽

𝛼
∙

(
1

𝛼
𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 − ∫ −

𝛽

𝛼
∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥) =

1

𝛼
𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 −

𝛽

𝛼2
𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 −

𝛽2

𝛼2 ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙

𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 . Отримуємо рівняння: ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝛼
𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 −

𝛽

𝛼2
𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 −

𝛽2

𝛼2 ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 . Розв’язавши яке відносно невідомого інтегралу:  ∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙

𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥, та провівши спрощення отримаємо: 

∫ 𝑒𝛼𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 =
𝛼∙𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛽∙𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
∙ 𝑒𝛼𝑥 + 𝐶   (5) 

 

Використовуючи співвідношення (4) та співвідношення (5), почленно 

додаючи (віднімаючи) ліві і праві частини отримаємо рекурентні співвідношення 

(6) та (7). 
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∫ 𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 + ∫ 𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 =
𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 +

𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + С. 

∫(𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 + 𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥)𝑑𝑥 = (
𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
+

𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2 ) 𝑒𝛼𝑥 + С. 

∫(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 =
𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥+𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + С. 

∫(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 =
(𝛼−𝛽)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+(𝛼+𝛽)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + С.  (6) 

∫ 𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 𝑑𝑥 =
𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 −

𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + С. 

∫(𝑒𝛼𝑥𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 − 𝑒𝛼𝑥𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥)𝑑𝑥 = (
𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
−

𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2 ) 𝑒𝛼𝑥 + С. 

∫(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 =
𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥+𝛽𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥−𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥+𝛽𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + С. 

∫(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) ∙ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 =
(𝛼+𝛽)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥−(𝛼−𝛽)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

𝛼2+𝛽2
𝑒𝛼𝑥 + С.  (7) 

Розглянемо ще один з інтегралів, розв’язок якого приводить до циклічності: 

∫ √𝑥2 + 𝑎2𝑑𝑥. Позбудемось ірраціональності у знаменнику, розіб’ємо його на 

два та візьмемо утворений інтеграл за частинами: 

∫ √𝑥2 + 𝑎2𝑑𝑥 = ∫
𝑥2 + 𝑎2

√𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 = ∫

𝑥2

√𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 + ∫

𝑎2

√𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 = 

= |
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝜗 =
𝑥∙𝑑𝑥

√𝑥2+𝑎2
𝜗 = ∫

𝑥∙𝑑𝑥

√𝑥2+𝑎2
=

1

2
∫(𝑥2 + 𝑎2)−

1

2𝑑(𝑥2 + 𝑎2) = √𝑥2 + 𝑎2| =

       = 𝑥 ∙ √𝑥2 + 𝑎2 − ∫ √𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥 + 𝑎2 ∙ ln|𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2| + 𝐶1. 

В результаті у правій частині отримали інтеграл, який рівний шуканому, 

тобто прийшли до необхідності розв’язку лінійного рівняння відносно 

початкового інтегралу. Розв’яжемо його. 

∫ √𝑥2 + 𝑎2𝑑𝑥 = 𝑥 ∙ √𝑥2 + 𝑎2 − ∫ √𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥 + 𝑎2 ∙ ln|𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2| + 𝐶1. 

2 ∫ √𝑥2 + 𝑎2𝑑𝑥 = 𝑥 ∙ √𝑥2 + 𝑎2 + 𝑎2 ∙ ln|𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2| + 𝐶1. 

∫ √𝑥2 + 𝑎2𝑑𝑥 =
𝑥

2
∙ √𝑥2 + 𝑎2 +

𝑎2

2
∙ ln|𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2| + 𝐶.   (8) 

Аналогічний алгоритм розв’язування і інтегралів: ∫ sin (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥  та 

∫ 𝑐𝑜𝑠 (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥. Розглянемо розв’язок першого з них. 

∫ sin (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 (𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑢 =

cos (𝑙𝑛𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑑𝑥 𝜗 = 𝑥
| = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) −

∫ cos(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥 = |𝑢 = cos(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑢 = −
sin(𝑙𝑛𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑑𝑥 𝑥
| = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) −

(𝑥 ∙ cos(𝑙𝑛𝑥) + ∫ sin(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥) = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) − 𝑥 ∙ cos(𝑙𝑛𝑥) − ∫ sin(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥. 

Розв’язок лінійного рівняння відносно початкового інтегралу дає: 

∫ sin (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) − 𝑥 ∙ cos(𝑙𝑛𝑥) − ∫ sin(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥. 

2 ∫ sin (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) − 𝑥 ∙ cos(𝑙𝑛𝑥) + 𝐶1. 

∫ sin (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
𝑥

2
(𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) − cos(𝑙𝑛𝑥)) + 𝐶.   (9) 

Аналогічний розв’язок і для другого інтегралу: 
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∫ 𝑐𝑜𝑠 (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = |
𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 (𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑢 = −

sin (𝑙𝑛𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑑𝑥 𝜗 = 𝑥
| = 𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) +

∫ sin(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥 = |𝑢 = sin(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑢 =
cos(𝑙𝑛𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝜗 = 𝑑𝑥 𝑥
| = 𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) +

(𝑥 ∙ sin(𝑙𝑛𝑥) − ∫ cos(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥) = 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) + 𝑥 sin(𝑙𝑛𝑥) − ∫ cos(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥. 

Розв’язок лінійного рівняння відносно початкового інтегралу дає: 

∫ cos (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) + 𝑥 sin(𝑙𝑛𝑥) − ∫ cos(𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥. 

2 ∫ cos (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) + 𝑥 sin(𝑙𝑛𝑥) + 𝐶1. 

∫ cos (𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
𝑥

2
(𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) + sin(𝑙𝑛𝑥)) + 𝐶.   (10) 

Висновки. Операція інтегрування значно складніша, за операцію 

диференціювання. В диференціальному численні таблиця похідних і правила 

диференціювання дають можливість знайти похідну довільної диференційованої 

функції. В інтегральному численні таких простих правил і універсальних правил 

не існує. Наприклад, відсутнє загальне правило інтегрування добутку двох 

функцій, навіть якщо первісну кожної з них відомо. Теж саме стосується частки 

двох функцій і складеної функції. В роботі ми з’ясували можливості розвинення 

методів інтегрування на клас функцій, в результаті повторного застосування 

формули інтегрування частинами до яких приводить до лінійних рівнянь 

відносно шуканого інтегралу. Дані інтеграли отримали назву циклічних. 

Розглянуто приклади інтегрування циклічних інтегралів та отримано ряд 

рекурентних формул, що дозволить спростити процес знаходження інтегралів 

даного типу. Зроблено висновок про те, що використання методу інтегрування 

частинами корисний не лише тих випадках, коли інтеграл праворуч від знаку 

дорівнює простіший за інтеграл, який розміщений ліворуч від нього [6],  а й у 

тих коли вони ідентичні. 
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