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ВСТУП 

 

У сучасному інформаційному суспільстві, що характеризується 

безперервним зростанням обсягів даних, які генеруються внаслідок різноманітних 

процесів та систем, виникає необхідність у розробці нових підходів до їх аналізу та 

обробки. Особливо актуальним є дослідження нечітких даних, які, на відміну від 

традиційних бінарних структур, відображають складність і багатогранність 

реального світу, де інформація часто є неповною, суперечливою або нечіткою. В 

цьому контексті інженерія знань постає як важлива галузь, що сприяє 

систематизації, збереженню та використанню знань, необхідних для прийняття 

обґрунтованих рішень у складних умовах. 

Актуальність дослідження обумовлена низкою факторів, що безпосередньо 

впливають на сучасні підходи до обробки інформації та прийняття рішень у 

складних і динамічних умовах. 

По-перше, в умовах стрімкого зростання обсягів даних, що генеруються 

внаслідок діяльності різноманітних систем, від традиційних методів аналізу 

вимагається адаптація до нових реалій, зокрема, до обробки даних, які 

характеризуються невизначеністю, неповнотою та суперечливістю. У цьому 

контексті інтелектуальний аналіз нечітких даних постає як необхідний інструмент, 

здатний виявляти приховані закономірності та структури, що, в свою чергу, 

дозволяє ухвалювати більш обґрунтовані та ефективні рішення в умовах, коли 

традиційні методи виявляються недостатніми. 

По-друге, з огляду на зростаючу потребу в автоматизації процесів прийняття 

рішень у різних сферах, таких як фінансовий сектор, охорона здоров'я, екологія та 

промисловість, стає очевидною важливість застосування нечіткої логіки та 

нечіткого виведення. Ці методи не лише забезпечують формалізацію знань, але й 

дозволяють адаптувати їх до динамічно змінюваних умов, що є критично важливим 

для ефективного управління ризиками та прогнозування. 

По-третє, у світлі глобальних викликів, таких як зміна клімату, економічна 

нестабільність, соціальні кризи та епідемії, виникає нагальна потреба в розробці 
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нових інструментів і технологій, здатних обробляти та аналізувати великі обсяги 

нечітких даних для формування надійних прогнозів і рекомендацій. Інженерія 

знань, як міждисциплінарна галузь, забезпечує систематизацію та структурування 

знань, що є необхідним для ефективного управління інформацією в умовах 

сучасного світу. 

Таким чином, дослідження інтелектуального аналізу нечітких даних та 

нечіткого виведення в інженерії знань є надзвичайно актуальним, оскільки воно не 

лише сприяє розвитку теоретичних основ цієї галузі, але й має практичне значення 

для вирішення реальних проблем, що постають перед суспільством у XXI столітті. 

Результати цього дослідження можуть стати основою для подальших наукових 

розробок і впровадження нових технологій, які підвищать ефективність 

управлінських рішень у різних сферах діяльності, що, в свою чергу, сприятиме 

прогресу в розв'язанні складних соціально-економічних викликів. 

Мета дослідження полягає у всебічному аналізі та систематизації методів 

інтелектуального аналізу нечітких даних і механізмів нечіткого виведення в 

контексті інженерії знань, що, в свою чергу, передбачає не лише розробку новітніх 

алгоритмічних рішень, здатних ефективно обробляти та інтерпретувати нечітку 

інформацію, але й створення теоретичних основ, які зможуть забезпечити 

надійність і точність прийняття рішень у складних і динамічних умовах. 

У процесі реалізації цієї мети передбачається глибоке занурення у вивчення 

теоретичних аспектів нечіткої логіки, що дозволить сформувати цілісне уявлення 

про її значення в сучасних інформаційних системах, а також розробити та 

формалізувати алгоритми, які сприятимуть виявленню прихованих 

закономірностей у даних, що характеризуються невизначеністю. Окрім того, 

важливим аспектом дослідження є моделювання механізмів нечіткого виведення, 

які здатні адаптуватися до специфічних потреб користувачів, що, в свою чергу, 

підвищить ефективність прийняття рішень у різноманітних сферах діяльності. 

Таким чином, результати цього дослідження не лише сприятимуть розвитку 

теоретичних основ інтелектуального аналізу нечітких даних, але й відкриють нові 

горизонти для практичного застосування розроблених методів у таких галузях, як 
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фінансовий аналіз, медична діагностика та екологічні дослідження, що в свою 

чергу стане важливим внеском у вирішення актуальних соціально-економічних 

проблем сучасності. 

Завдання дослідження передбачає вирішення кількох складних аспектів, які 

сприятимуть досягненню основної мети роботи.  

По-перше, необхідно здійснити глибокий аналіз теоретичних основ нечіткої 

логіки, що дозволить не лише зрозуміти її еволюцію та значення в контексті 

сучасних інформаційних технологій, але й виявити ключові аспекти, які можуть 

бути використані для подальшого розвитку інженерії знань. 

Крім того, важливим етапом роботи стане систематизація існуючих методів 

інтелектуального аналізу нечітких даних, що передбачає дослідження їхніх переваг 

і недоліків у різних контекстах, а також виявлення можливостей для 

удосконалення. На основі отриманих результатів планується розробка нових 

алгоритмічних рішень, які забезпечать ефективну обробку та інтерпретацію 

нечіткої інформації, зокрема через адаптацію до специфічних умов, що можуть 

виникати в процесі аналізу даних. 

Наступним важливим завданням стане моделювання механізмів нечіткого 

виведення, що дозволить інтегрувати знання та дані у процеси прийняття рішень, а 

також забезпечити адаптивність цих механізмів до потреб користувачів, що, 

безсумнівно, підвищить їхню ефективність у різних сферах. На завершення, 

результати дослідження будуть впроваджені в практичні сценарії, такі як 

фінансовий аналіз або медична діагностика, що дозволить не лише перевірити 

ефективність запропонованих алгоритмів, але й провести їх порівняльний аналіз з 

традиційними методами, виявивши таким чином їхні переваги та недоліки. 

Таким чином, виконання цих завдань сприятиме розвитку теоретичних і 

практичних аспектів інтелектуального аналізу нечітких даних, а також 

формуванню нових знань, які можуть бути корисними в різних галузях діяльності, 

що в свою чергу відповідає сучасним викликам і потребам суспільства. 

Об’єктом дослідження є система автоматизованого прийняття рішень, яка 

визначається використанням нечітких продукційних моделей та методів нечіткого 
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виведення для обробки багатофакторних даних в умовах невизначеності. 

Дослідження спрямоване на розуміння, розробку та вдосконалення цієї системи з 

метою створення ефективного інструменту для прийняття рішень у таких сферах, 

як медична діагностика, екологічний моніторинг чи управління виробничими 

процесами. 

Предметом дослідження є методи інтелектуального аналізу нечітких даних 

та механізми нечіткого логічного виведення, які визначаються потребою у 

створенні ефективної системи автоматизованого прийняття рішень. Дослідження 

спрямоване на детальний аналіз цих методів, розробку бази правил та визначення 

їх властивостей для підвищення точності та надійності прийняття рішень у 

реальних умовах, таких як медична діагностика, екологічний моніторинг або 

управління виробничими процесами. 

Методи дослідження, які використані для збору та аналізу даних у 

дослідженні. 

1. Теоретичні методи: 

− Аналіз наукової літератури та існуючих підходів для встановлення 

прецедентів і визначення зовнішніх зв’язків між методами інтелектуального 

аналізу нечітких даних і нечіткого виведення. 

− Математичне моделювання для формалізації бази знань у вигляді нечітких 

продукційних моделей. 

− Систематизація та узагальнення теоретичних положень для створення 

концептуальної моделі системи прийняття рішень. 

2. Емпіричні методи: 

− Експериментальне моделювання для впровадження механізму нечіткого 

логічного виведення на основі бази знань. 

− Спостереження за роботою розробленої системи в умовах 

багатофакторного входу. 

− Оцінювання ефективності системи через практичне тестування на 

прикладах із реальних галузей (медична діагностика, екологічний моніторинг 

тощо). 
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− Узагальнення, класифікація та опис отриманих результатів із подальшим 

впровадженням рекомендацій у практичну діяльність. 

Практичне значення дослідження полягає у створенні системи 

автоматизованого прийняття рішень із використанням продукційних моделей і 

нечіткого виведення, яка може бути ефективно застосована в різних сферах. 

Зокрема: 

− У медичній діагностиці – для аналізу багатофакторних даних пацієнтів і 

підтримки лікарів у постановці діагнозів та виборі оптимальних методів лікування. 

− В екологічному моніторингу – для аналізу даних про стан навколишнього 

середовища та підтримки рішень щодо екологічних заходів. 

− В управлінні виробничими процесами – для контролю за параметрами 

виробничих систем, прогнозування можливих відхилень і автоматизації прийняття 

рішень для їх оптимізації. 

Результати дослідження можуть бути використані для розробки програмних 

продуктів, які впроваджують принципи нечіткого виведення в задачах, що 

потребують аналізу великих обсягів даних і прийняття рішень в умовах 

невизначеності. Отримані напрацювання мають потенціал для масштабування та 

адаптації в інших галузях, зокрема в агропромисловості, енергетиці та транспорті. 

Апробація і впровадження результатів дослідження. Основні теоретичні 

та практичні результати дослідження доповідалися та обговорювалися на ІІІ 

Всеукраїнській науково-практичній конференції «ПІДГОТОВКА ПЕДАГОГІВ ДО 

ПРОФЕСІЙНОЇ ДІЯЛЬНОСТІ В УМОВАХ ЗМІШАНОГО НАВЧАННЯ»(м. Рівне, 

28-29 травня 2024 р.). 

Структура роботи. Кваліфікаційна робота складається з 94 сторінок, 2 

рисунків,  37 найменувань у списку використаних джерел.
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РОЗДІЛ 1. ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ ІНТЕЛЕКТУАЛЬНОГО АНАЛІЗУ 

НЕЧІТКИХ ДАНИХ 

 

1.1. Поняття інтелектуального аналізу даних 

 

Інтелектуальний аналіз даних (ІАД) є багатоаспектною дисципліною, яка 

спрямована на виявлення прихованих закономірностей, залежностей і структур у 

великих обсягах інформації. Це процес, що інтегрує методи математики, 

статистики, штучного інтелекту, баз даних і обчислювальної техніки для виявлення 

знань, які можуть бути корисними для прийняття рішень у різних галузях. ІАД 

набуває особливого значення в сучасному інформаційному середовищі, де обсяги 

даних постійно зростають, а їхня складність вимагає використання новітніх 

підходів до обробки. 

Зміст і структура процесу інтелектуального аналізу даних включають кілька 

послідовних етапів. На першому етапі здійснюється збір даних, які можуть бути 

структурованими, напівструктурованими або неструктурованими, наприклад, у 

вигляді тексту, зображень або часових рядів. Після цього виконується їхня 

попередня обробка, що включає очищення від шуму, заповнення відсутніх значень, 

усунення дублювань і нормалізацію. На цьому ж етапі здійснюється трансформація 

даних у форму, яка оптимально підходить для подальшого аналізу. 

Ключовим етапом ІАД є застосування алгоритмів аналізу, спрямованих на 

виявлення нових знань. Ці алгоритми можуть мати різну природу, включаючи 

кластеризацію, класифікацію, асоціативний аналіз або регресійне моделювання. 

Залежно від мети дослідження, результати аналізу можуть бути представлені у 

вигляді моделей, які пояснюють поведінку системи, прогнозів для майбутніх 

станів, або візуалізацій, що полегшують розуміння складної інформації. 

Інтелектуальний аналіз даних має критичне значення в контексті роботи з 

нечіткими даними, які характеризуються невизначеністю або неточністю. Такі дані 

виникають у багатьох реальних ситуаціях, наприклад, під час обробки 

суб’єктивних оцінок, роботи з текстами природної мови або аналізу систем, де є 
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дефіцит інформації. У таких умовах традиційні підходи часто виявляються 

неефективними, що створює потребу у використанні нечіткої логіки та відповідних 

алгоритмів.[24] 

Особливої уваги заслуговує використання ІАД у багатофакторних 

середовищах, де дані не лише нечіткі, але й динамічні. Наприклад, у системах 

прийняття рішень в умовах невизначеності потрібно не лише виявити 

закономірності, але й забезпечити можливість адаптації моделі до змін у 

середовищі. Інтелектуальний аналіз даних у таких умовах забезпечує створення 

гнучких моделей, здатних адаптуватися до нових умов, використовуючи принципи 

нечіткої логіки. 

Отже, ІАД є потужним інструментом для роботи з великими масивами 

інформації, який забезпечує можливість автоматизації аналітичних процесів, 

покращення точності прогнозів і підвищення ефективності прийняття рішень. У 

контексті нечітких даних цей процес надає унікальні можливості для глибокого 

розуміння систем з високим ступенем невизначеності та складності. 

 

1.2. Особливості роботи з нечіткими даними 

 

Робота з нечіткими даними є одним із найважливіших аспектів у розробці 

сучасних інформаційних систем, які функціонують в умовах невизначеності. 

Нечіткі дані характеризуються неточністю, багатозначністю або неповнотою, що 

може виникати з різних причин, зокрема через обмеженість інформації, 

суб'єктивність оцінок, різноманітність джерел даних або особливості формування 

вимірювань. У таких умовах класичні математичні підходи, засновані на чітких 

множинах і детермінованих моделях, часто не забезпечують адекватного опису 

реальності, що вимагає використання спеціалізованих методів і технологій. 

Однією з ключових особливостей роботи з нечіткими даними є необхідність 

адекватної фазифікації інформації, тобто перетворення чітких вхідних значень у 

нечіткі. Цей процес передбачає визначення відповідних лінгвістичних змінних і 

побудову функцій належності, які описують ступінь відповідності кожного 
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елемента множині. Наприклад, для змінної "температура" може бути визначено 

кілька нечітких множин, таких як «низька», «середня» та «висока», кожна з яких 

має свою функцію належності, що характеризує її поведінку. 

Іншою важливою особливістю є інтеграція нечітких правил для моделювання 

взаємозв’язків між змінними. Такі правила зазвичай формулюються у вигляді: 

"Якщо умова, то дія", де як умови, так і дії представлені лінгвістичними термами. 

Наприклад, правило "Якщо температура висока і вологість низька, то необхідно 

збільшити полив" може бути використане в системах автоматизованого 

управління. Формалізація знань у вигляді таких правил дозволяє моделювати 

складні системи з врахуванням невизначеності та суб'єктивних оцінок. 

Аналіз нечітких даних також вимагає врахування їх багатовимірного 

характеру. У більшості реальних задач інформація є багатофакторною, і залежності 

між змінними часто складні та нелінійні. У таких випадках використання 

традиційних методів аналізу є обмеженим, тоді як застосування алгоритмів 

нечіткої кластеризації або регресії забезпечує можливість виявлення прихованих 

закономірностей. Наприклад, нечітка кластеризація дозволяє розподілити дані між 

кількома групами з урахуванням того, що один елемент може частково належати 

до кількох кластерів. 

Додатковою складністю є потреба в дефазифікації, тобто перетворенні 

результатів, представлених у нечіткій формі, у чіткі значення. Цей етап є особливо 

важливим для практичного використання отриманих даних, оскільки більшість 

реальних систем працює з чіткими результатами. Методи дефазифікації, такі як 

метод центру ваги або метод максимального значення, дозволяють отримати 

конкретний числовий вихід на основі нечітких висновків. 

Особливості роботи з нечіткими даними також пов'язані з необхідністю 

забезпечення адаптивності та гнучкості моделей. У динамічних умовах 

середовища, де характеристики вхідних даних можуть змінюватися з часом, моделі 

повинні враховувати ці зміни та автоматично адаптуватися до нових умов. Для 

цього використовуються методи навчання, що дозволяють модифікувати функції 

належності або нечіткі правила на основі нової інформації. 
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Робота з нечіткими даними також потребує врахування проблеми якісної 

інтерпретації результатів. Незважаючи на математичну точність розрахунків, 

отримані висновки повинні бути зрозумілими для користувача. Це вимагає 

розробки інструментів візуалізації, які дозволяють представити результати в 

доступній та інформативній формі. 

Таким чином, особливості роботи з нечіткими даними обумовлені їх 

природною невизначеністю та складністю, що потребує застосування специфічних 

методів і підходів, орієнтованих на моделювання невизначеності. Інтеграція таких 

методів у сучасні інформаційні системи дозволяє значно розширити можливості 

аналізу й обробки даних у складних умовах. 

 

1.3. Інтелектуальний аналіз нечітких даних в інженерії знань 

 

Інженерія знань є ключовою галуззю, що займається формалізацією, 

зберіганням, обробкою та використанням знань для створення інтелектуальних 

систем. Однією з основних проблем, які виникають у цьому контексті, є 

необхідність роботи з даними, що містять невизначеність, неточність або 

неповноту. У таких умовах традиційні підходи, засновані на детермінованій логіці, 

часто є недостатніми, що зумовлює актуальність використання методів 

інтелектуального аналізу нечітких даних. 

Інтелектуальний аналіз нечітких даних об’єднує інструменти теорії нечітких 

множин із сучасними методами машинного навчання, статистики та обробки 

великих даних. Завдяки цьому стає можливим виявлення прихованих 

закономірностей у складних системах, де дані можуть бути представлені в нечіткій 

або неструктурованій формі. У процесі інженерії знань такі методи 

використовуються для автоматизації прийняття рішень, створення експертних 

систем, побудови рекомендаційних моделей і вирішення інших задач, що 

вимагають інтеграції людського досвіду та інтуїції. 

Одним із ключових етапів інтелектуального аналізу нечітких даних в 

інженерії знань є фазифікація, яка передбачає перетворення сирих вхідних даних у 



13 

нечітку форму. Наприклад, замість точного числового значення температури може 

використовуватися її якісний опис, такий як «низька», «помірна» або «висока». Цей 

підхід дозволяє краще враховувати особливості людського сприйняття та 

забезпечує можливість використання нечітких правил для опису складних 

залежностей. 

Наступним важливим кроком є формалізація знань у вигляді нечітких правил. 

Ці правила формуються на основі досвіду експертів або шляхом аналізу доступних 

даних. Вони мають вигляд умовних конструкцій, таких як: «Якщо температура 

висока і вологість низька, то необхідно збільшити інтенсивність поливу». Завдяки 

своїй гнучкості, нечіткі правила дозволяють моделювати навіть ті аспекти системи, 

які неможливо точно формалізувати через відсутність повних даних або складність 

взаємозв’язків. 

У процесі інтелектуального аналізу нечітких даних також використовуються 

алгоритми кластеризації, прогнозування та класифікації, які дозволяють 

структурувати великі обсяги даних, знаходити схожі об’єкти або групи, а також 

прогнозувати майбутні стани системи. Наприклад, нечітка кластеризація може 

бути застосована для ідентифікації типів поведінки користувачів у 

рекомендаційній системі, де дані про користувачів мають нечіткий характер через 

неповноту або неоднозначність їхніх профілів. 

Особливої уваги заслуговує роль нечіткої логіки у створенні експертних 

систем. Такі системи використовуються в медичній діагностиці, технічній 

діагностиці, системах підтримки прийняття рішень у бізнесі, де важливо 

враховувати невизначеність і суб’єктивність оцінок. Наприклад, у системах 

діагностики технічного стану обладнання нечітка логіка дозволяє об’єднувати дані 

сенсорів із лінгвістичними оцінками операторів, створюючи більш точну й надійну 

модель. 

Одним із прикладів успішного використання інтелектуального аналізу 

нечітких даних в інженерії знань є моделювання процесів у системах 

автоматизованого управління. Наприклад, у керуванні технологічними процесами 

в промисловості використання нечітких правил дозволяє адаптуватися до змін у 
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середовищі, таких як коливання параметрів вхідних матеріалів або 

непередбачувані зовнішні впливи. Це забезпечує стабільність і ефективність 

роботи системи навіть за умов високої невизначеності. 

Отже, інтелектуальний аналіз нечітких даних у контексті інженерії знань є 

невід’ємною складовою сучасних інтелектуальних систем, що дозволяє працювати 

з невизначеністю, інтегрувати людський досвід у моделювання складних систем і 

створювати адаптивні, гнучкі та ефективні рішення. Його значення зростає з 

кожним роком, адже все більше задач у різних сферах науки й техніки вимагають 

роботи з нечіткими даними.
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РОЗДІЛ 2. НЕЧІТКІ ЗНАННЯ ТА ЇХ МОДЕЛЮВАННЯ В ІНЖЕНЕРІЇ 

 

2.1 Нечіткість знань  

 

 При розробці інтелектуальних систем знання про конкретну предметну 

область, для якої створюється система, рідко бувають повними й абсолютно 

достовірними. Навіть кількісні дані, отримані шляхом досить точних 

експериментів, мають статистичні оцінки вірогідності, надійності, значимості і т. 

д. Інформація, якою заповнюються експертні системи, отримується у результаті 

опитування експертів, думки яких є суб’єктивними і можуть розходитися. Поряд із 

кількісними характеристиками в базах знань інтелектуальних систем повинні 

зберігатися якісні показники, евристичні правила, текстові знання і т. д. При 

обробці знань із застосуванням твердих механізмів формальної логіки виникає 

протиріччя між нечіткими знаннями і чіткими методами логічного виведення. 

Розв’язати це протиріччя можна шляхом подолання нечіткості знань (коли це 

можливо) або використанням спеціальних методів подання й обробки нечітких 

знань.  

Зміст терміна нечіткість багатозначний та включає такі основні компоненти: 

недетермінованість виведень, багатозначність, ненадійність, неповнота, 

неточність.  

Недетермінованість виведень – це характерна риса більшості систем 

штучного інтелекту. Недетермінованість означає, що заздалегідь шлях вирішення 

конкретної задачі в просторі її станів визначити неможливо. Тому в більшості 

випадків методом проб і помилок вибирається деякий ланцюжок логічних 

висновків, що узгоджуються з наявними знаннями, а у випадку якщо він не 

приводить до успіху, організується перебір з поверненням для пошуку іншого 

ланцюжка і т. д. Такий підхід припускає визначення деякого первісного шляху. Для 

вирішення подібних задач запропоновано багато евристичних методів. 

Недетермінованість виведень варто враховувати при розробці ефективних способів 

подання і збереження знань, а також при побудові методів пошуку й обробки знань, 
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що дозволяють одержати рішення задачі за найменше число кроків. Для побудови 

таких методів звичайно застосовуються евристичні метазнання (знання про 

знання).  

Багатозначність інтерпретації – звичайне явище в задачах розпізнавання. При 

розумінні природної мови серйозними проблемами стають багатозначність змісту 

слів, їхня підпорядкованість, порядок слів у реченні і т. п. Проблеми розуміння 

змісту виникають у будь-якій системі, що взаємодіє з користувачем природною 

мовою. Розпізнавання графічних образів також пов’язано з вирішенням проблеми 

багатозначної інтерпретації. При комп’ютерній обробці знань багатозначність 

необхідно усувати шляхом вибору правильної інтерпретації, для чого розроблено 

спеціальні методи.  

Ненадійність знань і виведень означає, що для оцінки вірогідності знань не 

можна застосувати двобальну шкалу (1 – абсолютно достовірні знання, 0 – 

недостовірні знання). Для більш тонкої оцінки вірогідності знань застосовується 

імовірнісний підхід, заснований на теоремі Байєса, і інші методи (наприклад, метод 

виведення з використанням коефіцієнтів упевненості). Широке застосування на 

практиці одержали нечіткі виведення, які будуються на базі нечіткої логіки, що 

веде своє походження від теорії нечітких множин.  

Неповнота знань і немонотонна логіка. Абсолютно повних знань не буває, 

оскільки процес пізнання нескінченний. У зв’язку з цим стан бази знань повинний 

змінюватися з часом. На відміну від простого додавання інформації, як у базах 

даних, при додаванні нових знань виникає небезпека одержання суперечливих 

виcновків: тобто висновки, отримані з використанням нових знань, можуть 

спростовувати ті, що були отримані раніше. Ще гірше, якщо нові знання будуть 

знаходитися в протиріччі з старими, тоді механізм виведення може стати 

непрацездатним.  

Більшість експертних систем першого покоління були засновані на моделі 

закритого світу, обумовленій застосуванням апарату формальної логіки для 

обробки знань.  
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Модель закритого світу припускає твердий добір знань, що включаються в 

базу, а саме: база знань заповнюється винятково вірними поняттями, а усе, що 

ненадійно або невиразно, свідомо вважається помилковим. Така модель має 

обмежені можливості подання знань і таїть у собі небезпеку одержання протиріч 

при додаванні нової інформації. Недоліки моделі закритого світу пов’язані з тим, 

що формальна логіка виходить з передумови, відповідно до якої набір визначених 

у системі аксіом (знань) є повним (теорія є повною, якщо кожний її факт можна 

довести, виходячи з аксіом цієї теорії). Для повного набору знань справедливість 

раніше отриманих виведень не порушується з додаванням нових фактів. Ця 

властивість логічних виведень називається монотонністю. На жаль, реальні знання, 

що закладаються в експертні системи, украй рідко бувають повними.  

Неточність знань. Відомо, що кількісні дані (знання) можуть бути неточними, 

при цьому існують кількісні оцінки такої неточності (довірчий інтервал, рівень 

значимості, ступінь адекватності і т. д.). Лінгвістичні знання також можуть бути 

неточними. Для врахування неточності лінгвістичних знань використовується 

теорія нечітких множин. Фактично нечіткість може бути ключем до розуміння 

здатності людини справлятися з задачами, що занадто складні для вирішення на 

ЕОМ. Розвиток досліджень в області нечіткої математики призвів до появи нечіткої 

логіки і нечітких виведень, що виконуються з використанням знань, представлених 

нечіткими множинами, нечіткими відношеннями, нечіткими відповідностями і т. д.  

 

2.2. Теорія нечітких множин 

 

 Теорія нечітких множин (fuzzy sets theory) бере свій початок з 1965 року, 

коли професор Лотфі Заде (Lotfi Zadeh) з університету Берклі опублікував основну 

роботу «Fuzzy Sets» у журналі «Information and Control». Прикметник «fuzzy» 

(нечіткий, розмитий), введено в назву нової теорії з метою відокремлення від 

традиційної чіткої математики й аристотелевої логіки, що оперують з чіткими 

поняттями: «належить – не належить», «істина – хибність». Концепція нечіткої 

множини зародилася у Заде «як незадоволеність математичними методами 
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класичної теорії систем, що змушувала домагатися штучної точності, недоречної в 

багатьох системах реального світу, особливо в так званих гуманістичних системах, 

що включають людей».  

Початком практичного застосування теорії нечітких множин можна вважати 

1975 рік, коли Е. Мамдані (E. Mamdani) побудував перший нечіткий контролер. 

Успіх першого промислового контролера, заснованого на нечітких лінгвістичних 

правилах «Якщо – то» привів до сплеску інтересу до теорії нечітких множин серед 

математиків та інженерів.  

Можливість використання нечіткої логіки базується на таких результатах.  

У 1992 р. Коско (B. Kosko) була доведена теорема про нечітку апроксимацію 

(Fuzzy Approximation Theorem), відповідно до якої будь-яка математична система 

може бути апроксимована системою, заснованою на нечіткій логіці. Іншими 

словами, за допомогою природно-мовних висловлень-правил «Якщо – то», з 

подальшою їх формалізацією засобами теорії нечітких множин, можна скільки 

завгодно точно відбити довільний взаємозв’язок «вхід – вихід» без використання 

складного апарата диференціального й інтегрального числень, традиційно 

застосовуваного в керуванні й ідентифікації.  

У 1992 р. Ванг (L. Wang) показав, що нечітка система є універсальним 

апроксиматором, тобто може апроксимувати будь-яку неперервну функцію з 

довільною точністю, якщо використовує набір з n (n → ∞) правил виду «Якщо – 

то», гаусові функції приналежності, композиції у вигляді добутку, імплікації у 

формі Ларсена та центроїдний метод приведення до чіткості.  

У 1995 р. Кастро (J. Castro) показав, що логічний контролер Мамдані також є 

універсальним апроксиматором при симетричних трикутних функціях 

приналежності, композиції з використанням операції мінімум, імплікації у формі 

Мамдани і центроїдного методу приведення до чіткості.  

Основна ідея теорії нечітких множин полягає в тому, що вона дозволяє 

моделювати нечіткі поняття, такі як «високий», «теплий» або «швидкий», які 

характерні для людського мислення. Ступінь належності визначається функцією 

належності 𝜇𝐴(𝑥) ,яка відображає, наскільки об’єкт 𝑥 відповідає заданій нечіткій 
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множині 𝐴. Ця функція може мати різний вигляд залежно від природи даних або 

задачі, що розв’язується, наприклад, бути трикутною, трапецієподібною чи 

гаусівською. 

Однією з ключових особливостей теорії нечітких множин є її здатність 

працювати з лінгвістичними змінними. Лінгвістичні змінні — це змінні, значення 

яких подаються у вигляді слів або фраз природної мови. Наприклад, температура 

може бути описана як «низька», «середня» або «висока». Кожне з цих значень 

відповідає нечіткій множині з певною функцією належності. Використання 

лінгвістичних змінних дозволяє формалізувати знання, що описані неточними або 

суб’єктивними термінами, що є особливо важливим у системах, які імітують 

людське мислення. 

Операції над нечіткими множинами, такі як об’єднання, перетин і 

доповнення, є узагальненням відповідних операцій у класичній теорії множин. 

Наприклад, об’єднання нечітких множин 𝐴 і 𝐵 визначається через максимум 

ступенів належності: 

𝜇𝐴 ∪ 𝐵(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥⁡(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)), 

а перетин — через мінімум: 

𝜇𝐴 ∩ 𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛⁡(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)). 

Доповнення нечіткої множини описується як: 

𝜇¬𝐴(𝑥) = 1 − 𝜇𝐴(𝑥). 

Ці операції забезпечують математичний апарат для моделювання складних 

систем, де використовуються множини з нечітко визначеними межами. 

Теорія нечітких множин також включає концепцію нечітких відношень, які 

дозволяють моделювати залежності між елементами множин. Наприклад, у задачах 

керування або прогнозування такі відношення можуть описувати взаємозв’язок 

між вхідними та вихідними змінними системи. 

Значення теорії нечітких множин важко переоцінити, адже вона дозволяє 

створювати моделі, які враховують невизначеність і неповноту інформації. Це 

особливо актуально в таких галузях, як експертні системи, машинне навчання, 
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управління складними технологічними процесами, де дані часто подаються у 

вигляді неточних або часткових оцінок. 

Системи з нечіткою логікою доцільно застосовувати для складних процесів, 

коли немає простої математичної моделі, а також якщо експертні знання про об’єкт 

або про процес можна сформулювати тільки в лінгвістичній формі.  

Системи, що базуються на нечіткій логіці, застосовувати недоцільно якщо 

необхідний результат може бути отриманий яким-небудь іншим (стандартним) 

шляхом, або якщо для об’єкта або процесу вже знайдена адекватна і легко 

досліджувана математична модель.  

Основні недоліки систем з нечіткою логікою: вихідний набір нечітких 

правил, що постулюються, формулюється експертом-людиною і може виявитися 

неповним або суперечливим; вид і параметри функцій приналежності, що 

описують вхідні і вихідні змінні системи, вибираються суб’єктивно і можуть 

виявитися такими, що цілком не відбивають реальну дійсність.  

Отже, основи теорії нечітких множин закладають фундамент для вирішення 

широкого спектра задач, що потребують моделювання невизначеності. Завдяки 

гнучкому математичному апарату ця теорія забезпечує інструменти для 

формалізації та аналізу нечітких понять, відкриваючи можливості для застосування 

в різних сферах науки й техніки. 

 

2.3. Нечіткі множини та змінні  

 

 Нехай 𝐸 – універсальна множина, 𝑥 – елемент 𝐸⁡, a 𝐺 – деяка властивість. 

Звичайна (чітка) підмножина А універсальної множини Е, елементи якої мають 

властивість G, визначається як множина впорядкованих пар {< 𝜇𝐴(𝑥)|𝑥 >}, де 

𝜇𝐴(𝑥) – характеристична функція приналежності, що приймає значення 1, якщо 𝑥 

має властивість 𝐺, та 0 – у протилежному випадку.  

Нечітка підмножина відрізняється від звичайної тим, що для елементів 𝑥 з Е 

немає однозначної відповіді «ні» або «так» щодо властивості 𝐺. У зв’язку з цим 

нечітка підмножина А універсальної множини Е визначається як множина 
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впорядкованих пар А⁡ = ⁡ {< 𝜇𝐴(х)|х >}, де 𝜇𝐴(х) – характеристична функція 

приналежності (або просто функція приналежності), що приймає значення в 

деякій цілком впорядкованій множині М (наприклад, М⁡ = ⁡ [0; ⁡1]).  

Функція приналежності вказує ступінь приналежності елемента 𝑥 

підмножині А. Множину М називають множиною приналежностей. Якщо М⁡ =

⁡{0, 1}, то нечітка підмножина А може розглядатися як чітка множина.  

Нечітка змінна визначається як < 𝑎, 𝐸, А >, де 𝑎 – найменування змінної, 

𝐸⁡ = ⁡ {𝑥} – область визначення змінної, набір можливих значень 𝑥, А = {<

𝜇𝐴(𝑥)|𝑥 >} – нечітка множина, що описує обмеження на можливі значення змінної 

a (семантику). Нечітка змінна – це теж саме, що і нечітке число, тільки з додаванням 

імені, яким формалізується поняття, що описується цим числом.  

Лінгвістична змінна визначається як < 𝐵, 𝑇, 𝑋, 𝐺,𝑀 >, де 𝐵 – найменування 

змінної, 𝑇 – множина її значень (базова терм-множина), що складається з 

найменувань нечітких змінних, областю визначення кожної з яких є множина 𝑋; 𝐺 

– синтаксична процедура (граматика), що дозволяє оперувати елементами терм-

множини 𝑇, зокрема – генерувати нові осмислені терми; 𝑇′ = 𝑇⁡ ∪ ⁡𝐺(𝑇) задає 

розширену терм-множину ( ∪ – знак об’єднання); 𝑀 – семантична процедура, що 

дозволяє приписати кожному новому значенню лінгвістичної змінної нечітку 

семантику, шляхом формування нової нечіткої множини.  

Лінгвістична змінна – це множина нечітких змінних, вона використовується 

для того, щоб дати словесний опис деякому нечіткому числу, отриманому в 

результаті деяких операцій.  

Терм-множина – це множина всіх можливих значень лінгвістичної змінної.  

Терм – будь-який елемент терм-множини. У теорії нечітких множин терм 

формалізується нечіткою множиною за допомогою функції приналежності.  

Нечіткий терм – це нечітка множина, яка має властивість, якій відповідає 

певне поняття.  
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2.4. Функції приналежності  

 

 Функції приналежності нерозривно пов’язані із нечіткими множинами. Тип 

функції приналежності в значному ступені визначає властивості нечіткої системи.  

Задавання функцій приналежності можна здійснювати у вигляді списку з 

явним перерахуванням усіх елементів та відповідних ним значень функції 

приналежності (наприклад, використовуючи відносні частоти за даними 

експерименту як значення приналежності), або аналітично у вигляді формул 

(наприклад, використовуючи типові форми кривих для завдання функцій 

приналежності (у формі (L-R)-типу) з уточненням їхніх параметрів відповідно до 

даних експерименту).  

Існують прямі та непрямі методи побудови функцій приналежності.  

При використанні прямих методів експерт просто задає для кожного 𝑥 ∈ Е 

значення µ(𝑥). Як правило, прямі методи побудови функції приналежності 

використовуються для вимірних понять, таких як швидкість, час, відстань, тиск, 

температура і т. д., або тоді, коли виділяються полярні значення.  

У багатьох задачах при характеристиці об’єкта можна виділити набір ознак і 

для кожної з них визначити полярні значення, що відповідають значенням функції 

приналежності 0 або 1. Для конкретного об’єкта експерт, виходячи з приведеної 

шкали, задає 𝜇𝐴(𝑥) ∈ [0, 1], формуючи векторну функцію приналежності 

{𝜇𝐴(𝑥1), 𝜇𝐴(𝑥2), . . . , 𝜇𝐴(𝑥𝑛)}.  

Різновидом прямих методів побудови функцій приналежності є прямі групові 

методи, коли, наприклад, групі експертів пред’являють конкретний об’єкт, і кожен 

повинний дати одну з двох відповідей: належить чи не належить цей об’єкт до 

заданої множини. Тоді число позитивних відповідей, поділене на загальне число 

експертів, дає значення функції приналежності об’єкта до даної нечіткої множини.  

Непрямі методи визначення значень функції приналежності 

використовуються у випадках, коли немає вимірних елементарних властивостей, 

через які визначається нечітка множина. Як правило, це методи попарних 

порівнянь. Якщо значення функцій приналежності відомі, наприклад, 𝜇𝐴(𝑥𝑖) ⁡=
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⁡𝑤𝑖 ⁡, 𝑖⁡ = ⁡1, 2, . . . , 𝑛, то попарні порівняння можна подати матрицею відношень 𝐴⁡ =

⁡{𝑎𝑖𝑗}, де⁡𝑎𝑖𝑗 ⁡= ⁡𝑤𝑖/𝑤𝑗 (операція розподілу).  

На практиці експерт сам формує матрицю А, при цьому передбачається, що 

діагональні елементи дорівнюють 1, а для елементів, симетричних щодо головної 

діагоналі, 𝑎𝑖𝑗 ⁡= ⁡1/𝑎𝑗𝑖, тобто якщо один елемент оцінюється як в 𝑎 разів більш 

значущий ніж інший, то цей останній повинний бути в 1/𝑎 разів більш значущим, 

ніж перший. У загальному випадку задача зводиться до пошуку вектора 𝑤, що 

задовольняє рівнянню виду: 𝐴𝑤⁡ = ⁡𝜆𝑚𝑎𝑥𝑤, де 𝜆𝑚𝑎𝑥 – найбільше власне значення 

матриці 𝐴. Оскільки матриця 𝐴 позитивна за побудовою, розв’язок даної задачі 

існує і є позитивним.  

Обмеженням методів попарного порівняння є використання суб’єктивної 

інформації і деяких допущень при перетворенні її в ступені приналежності 

нечітких множин.  

Оптимізаційні методи побудови функцій приналежності засновані на 

параметричній ідентифікації нечітких моделей за експериментальними даними 

«входи – вихід», при якій оптимізують параметри функцій приналежності з метою 

мінімізації відхилення між експериментальними даними і результатами нечіткого 

моделювання. Використання оптимізаційного підходу знімає суб’єктивізм 

побудови функцій приналежності, однак замість цього вимагає навчаючої вибірки 

та нечіткої моделі «входи – вихід». Недоліком даних методів є те, що функції 

приналежності однакових за змістом нечітких множин виходять різними в 

результаті ідентифікації різних залежностей «входи – вихід». Таким чином, 

функція приналежності стає сильно чуттєвою до навчаючої вибірки та структури 

нечіткої моделі.  

Метод побудови функцій приналежності шляхом кластеризації 

експериментальних даних. Будемо вважати, що відомі числові значення певного 

показника: (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑣), де 𝑣 – кількість значень. Розглядаються дві задачі 

побудови функцій приналежності за цими даними.  

Перша задача – синтез нечітких множин (𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝐶), функції 

приналежності яких відповідають скупченням даних (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑣): 
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(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑣) ⁡→ ⁡ (𝜇𝑖𝑗),  𝑖⁡ = ⁡1, 2, … , 𝑣, 𝑗⁡ = ⁡1, 2, … , 𝐶, де 𝜇𝑖𝑗 – ступінь 

приналежності елемента нечіткій множині 𝑌𝑗. Для вирішення даної задачі 

використовують нечітку кластеризацію за методом нечітких c-середніх.  

Друга задача – синтез однієї нечіткої множини 𝑌, функція приналежності якої 

відповідає розподілу даних (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑣), що відповідає відображенню виду: 

(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑣) ⁡→ ⁡ (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑣), 𝑖⁡ = ⁡1, 2, … , 𝑣, 𝑗⁡ = ⁡1, 2, … , 𝐶, де 𝜇𝑖 – ступінь 

приналежності елемента нечіткій множині 𝑌. Для вирішення даної задачі 

використовують потенційну функцію з гірського методу кластеризації.  

Потенціал точки – це число, що показує наскільки щільно в її околиці 

розташовані експериментальні дані. Чим вище потенціал точки, тим ближче вона 

до центра кластера. Потенціал точки 𝑦𝑖 , 𝑖⁡ = ⁡1, 2, … , 𝑣, визначається за формулою:  

𝜑𝑖 =⁡∑ 𝑒−4𝑎
2(𝑦𝑖−𝑦𝑗)

2𝑣
𝑗=1 , 

де 𝛼⁡ > ⁡0 – коефіцієнт, що задає ступінь компактності кластера. Перед 

застосуванням цієї формули експериментальні дані слід відобразити на відрізок 

[0, 1].  

Ступені приналежності нечіткій множині 𝑌 розраховують у такий спосіб:  

𝜇𝑌(𝑦𝑖) =
𝜑𝑖

max
𝑗=1,2,…,𝑣

𝜑𝑗
⁡ 

При необхідності знайдену нечітку множину 𝑌 можна апроксимувати 

придатною параметричною функцією приналежності.  

Візуалізувати функції приналежності нечітких множин можна шляхом 

побудови графіку залежності значення функції приналежності 𝜇 від значення 

елемента нечіткої множини 𝑥.  

Виділяють такі основні типи функцій приналежності: кусочно-лінійні 

функції, 𝑍-образні та 𝑆-образні функції, П-образні функції.  

Розглянемо основні функції приналежності. При цьому визначимо формат 

виклику функцій пакету MATLAB, що реалізують відповідні функції 

приналежності.  

Кусочно-лінійні функції.  
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Трикутна функція:  

𝜇(𝑥) =

{
 
 

 
 

0, 𝑥 ≤ 𝑎,
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

𝑐 − 𝑥

𝑐 − 𝑏
, 𝑏 ≤ 𝑥 < 𝑐,

0, 𝑐 ≤ 𝑥,

 

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐. Ця функція в пакеті Matlab має ім’я trimf, 

порядок її параметрів: [𝑎, 𝑏, 𝑐].  

Трапецієподібна функція:  

𝜇(𝑥) =

{
  
 

  
 

0, 𝑥 < 𝑎,
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏,

1, 𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐,
𝑑 − 𝑥

𝑑 − 𝑐
, 𝑐 < 𝑥 ≤ 𝑑,

0, 𝑑 < 𝑥,

 

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ≤ 𝑑. Ця функція в пакеті Matlab має ім’я 

trapmf, порядок її параметрів: [𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑].  

𝐙-образні та 𝐒-образні функції  

Z-образна крива (сплайн-функція):  

𝜇(𝑥) = {

1, 𝑥 < 𝑎,
1

2
+
1

2
cos (

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝜋) , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

0, 𝑥 > 𝑏

 

де 𝑎, 𝑏 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏.  

Сплайн-функція може бути також задана іншим виразом:  

𝜇(𝑥) =

{
 
 

 
 

1, 𝑥 ≤ 𝑎,

1 − 2 (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)
2

, 𝑎 < 𝑥 ≤
𝑎 + 𝑏

2
,

2 (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)
2

,
𝑎 + 𝑏

2
< 𝑥 < 𝑏,

0, 𝑏 ≤ 𝑥,
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де 𝑎, 𝑏 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏. Ця функція в пакеті Matlab має ім’я zmf, 

порядок її параметрів: [𝑎, 𝑏].  

 

 

Лінійна Z-образна функція:  

𝜇(𝑥) = {

1, 𝑥 < 𝑎,
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

0, 𝑏 ≤ 𝑥,

 

де 𝑎, 𝑏 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏.  

S-образна крива (сплайн-функція):  

𝜇(𝑥) = {

0, 𝑥 < 𝑎,
1

2
+
1

2
cos (

𝑥 − 𝑏

𝑏 − 𝑎
𝜋) , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

1, 𝑥 > 𝑏,

 

де 𝑎, 𝑏 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏.  

Сплайн-функція може бути також задана іншим виразом:  

𝜇(𝑥) = {

0, 𝑥 < 𝑎,

2(𝑥 − 𝑎)2(𝑏 − 𝑎)−2, 𝑎 < 𝑥 ≤ 0,5(𝑎 + 𝑏)

1 − 2(𝑏 − 𝑥)2(𝑏 − 𝑎)−2, 0,5(𝑎 + 𝑏) < 𝑥 < 𝑏,
1, 𝑏 ≤ 𝑥,

 

де 𝑎, 𝑏 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏. Ця функція в пакеті Matlab має ім’я smf, 

порядок її параметрів: [𝑎, 𝑏].  

Лінійна S-образна функція:  

𝜇(𝑥) = {

0, 𝑥 ≤ 𝑎,
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

1, 𝑏 ≤ 𝑥,
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де 𝑎, 𝑏 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏.  

Сигмоїдна (сигмоїдальна) функція може бути віднесена одночасно до  

𝑍-образних і 𝑆-образних функцій: 𝜇(𝑥) =
1

1+𝑒−𝑎(𝑥−𝑏)
 , де 𝑎, 𝑏 – числові 

параметри, що приймають довільні дійсні значення й упорядковані відношенням: 

𝑎⁡ < ⁡𝑏, 𝑒 – основа натуральних логарифмів. При 𝑎⁡ > ⁡0 може бути отримана 𝑆-

образна функція, при 𝑎⁡ < ⁡0 – 𝑍-образна функція. Ця функція в пакеті Matlab має 

ім’я sigmf, порядок її параметрів: [𝑎, 𝑏].  

П-образні функції  

П-образна (пі-образна) функція: 𝜇(𝑥) ⁡= ⁡𝜇𝑆(𝑥)𝜇𝑍(𝑥) , де 𝜇𝑆(𝑥) – 𝑆-образна 

функція, 𝜇𝑍(𝑥) – 𝑍-образна функція. Ця функція в пакеті Matlab має ім’я pimf, 

порядок її параметрів: [𝑎⁡𝑏⁡𝑐⁡𝑑], де [𝑎⁡𝑑] – носій нечіткої множини; [𝑏⁡𝑐] – ядро 

нечіткої множини; [𝑎⁡𝑏] – параметри функції smf, [𝑐⁡𝑑] – параметри функції zmf.  

Добуток двох сигмоїдних функцій: 𝜇(𝑥)
1

1+𝑒−𝑎(𝑥−𝑏)
∙

1

1+𝑒−𝑐(𝑥−𝑑)
, де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – 

числові параметри, що приймають довільні дійсні значення, причому 𝑎⁡ > ⁡0, 𝑐⁡ <

⁡0, і упорядковані відношенням: 𝑎⁡ ≤ ⁡𝑏⁡ < ⁡ |𝑐| ⁡≤ ⁡𝑑, 𝑒 – основа натуральних 

логарифмів. Ця функція в пакеті Matlab має ім’я psigmf, порядок її параметрів: 

[𝑎⁡𝑏⁡𝑐⁡𝑑].  

Різниця між двома сигмоїдними функціями:  

𝜇(𝑥)
1

1 + 𝑒−𝑎(𝑥−𝑏)
−

1

1 + 𝑒−𝑐(𝑥−𝑑)
 

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑, 𝑒 – основа натуральних логарифмів. Ця 

функція в пакеті Matlab має ім’я dsigmf, порядок її параметрів: [𝑎⁡𝑏⁡𝑐⁡𝑑].  

Узагальнена колоколообразна функція:  

𝜇(𝑥) =
1

1+|
𝑥−𝑐

𝑎
|
2𝑏 , 

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 – числові параметри, що приймають довільні дійсні значення й 

упорядковані відношенням: 𝑎⁡ < ⁡𝑏⁡ < ⁡𝑐, при чому 𝑏⁡ > ⁡0. Ця функція в пакеті 

Matlab має ім’я gbellmf, порядок її параметрів: [𝑎⁡𝑏⁡𝑐].  
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Симетрична гаусівська функція щільності нормального розподілу:  

𝜇(𝑥) = 𝑒
−
(𝑥−𝑏)2

2𝑎2  

де 𝑎2 – дисперсія розподілу, 𝑏 – математичне сподівання. Ця функція в пакеті 

Matlab має ім’я gaussmf, порядок її параметрів: [𝑎⁡𝑏].  

Двостороння гаусівська функція приналежності:  

𝜇(𝑥) = 𝑒
−
(𝑥−𝑏)2

2𝑎2 ∙ 𝑒
−
(𝑥−𝑑)2

2𝑐2  

 де 𝑎2, 𝑐2 – дисперсії розподілів, 𝑏, 𝑑 – математичні сподівання. Ця функція 

в пакеті Matlab має ім’я gauss2mf, порядок її параметрів: [𝑎⁡𝑏⁡с⁡𝑑].  

 

2.5. Основні характеристики та властивості нечітких множин  

 

 Нехай 𝐴 – нечітка множина з елементами з універсальної множини 𝐸 та 

множиною приналежностей М⁡ = ⁡ [0; ⁡1].  

Висотою (супремумом) нечіткої множини 𝐴 називається величина 

𝑠𝑢𝑝(𝜇𝐴) ⁡= ⁡max
𝑥𝜖𝐸

𝜇𝐴(𝑥) – це точна верхня грань або максимальне значення 

приналежності, що є у множині.  

Нормальною є нечітка множина 𝐴, якщо її висота дорівнює 1, тобто верхня 

межа її функції приналежності дорівнює 1 (max
𝑥𝜖𝐸

𝜇𝐴(𝑥) = 1).  

Субнормальною називається нечітка множина 𝐴 при max
𝑥𝜖𝐸

𝜇𝐴(𝑥) < 1.  

Порожньою називається нечітка множина 𝐴 (порожня множина позначається 

як ∅), якщо ∀𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ⁡ 𝜇𝐴(𝑥) = ⁡0.  

Унімодальною є нечітка множина 𝐴, якщо 𝜇𝐴(𝑥) = 1 тільки на одному 𝑥 з 𝐸.  

Ядром нечіткої множини 𝐴 називають таку звичайну множину А1, елементи 

якої задовольняють умові: А1 = {⁡𝑥 ∈ 𝐸⁡|⁡𝜇𝐴(𝑥) = 1}.  

Носієм нечіткої множини 𝐴 є звичайна підмножина 𝐵 з властивістю 𝜇𝐴(𝑥) >

0, тобто 𝐵 = {⁡𝑥 ∈ 𝐸⁡|⁡𝜇𝐴(𝑥) > 0}.  

Скінченою є нечітка множина, якщо її носій є скінченою множиною.  

Нескінченою є нечітка множина, якщо її носій є нескінченою множиною.  
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Межами нечіткої множини 𝐴 є такі елементи універсальної множини 𝐸, для 

яких значення функції приналежності 𝜇𝐴(𝑥) відрізняються від 0 та 1:    0 < 𝜇𝐴(𝑥) <

1.  

Точками переходу множини 𝐴 називаються такі елементи 𝑥 ∈ 𝐸, для яких 

𝜇𝐴(𝑥) = 0,5.  

Найближчою чіткою множиною 𝐴1 до нечіткої множини 𝐴 є множина з 

характеристичною функцією:  

𝜇𝐴1(𝑥) = {

0, якщо⁡𝜇𝐴(𝑥) < 0,5,

1, якщо⁡𝜇𝐴(𝑥) < 0,5,

0⁡або⁡1, якщо⁡𝜇𝐴(𝑥) < 0,5.

 

Опуклою називають нечітку множину 𝐴, якщо її функція приналежності 

задовольняє нерівності:𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴(𝑎), 𝜇𝐴(𝑏)}, для будь-яких 𝑥, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸, при 

котрих: 𝑎 < ⁡𝑥⁡ < 𝑏 та 𝑎⁡ ≠ ⁡𝑏.  

Міру нечіткості Ягера нечіткої множини 𝐴 у метриці 𝑝 визначають як:  

𝐹𝑢𝑧𝑝(𝐴) = 1 −
𝐷𝑝(𝐴,�̅�)

𝑛1/𝑝
, 

де 𝐷𝑝(𝐴, �̅�) – міра відстані між множинами 𝐴 та �̅� , що містять 𝑛 елементів.  

Значення 𝑝⁡ = ⁡1 відповідає метриці Хеммінга: 𝐷1(𝐴, �̅�) ⁡= ∑ |2𝜇𝐴(𝑥𝑖) − 1|
𝑛
𝑖=1 ,  

а 𝑝 = ⁡2 – метриці Евкліда: 𝐷2(𝐴, �̅�) = ⁡√∑ (2𝜇𝐴(𝑥𝑖) − 1)
2𝑛

𝑖=1 ⁡.  

Лінійний індекс нечіткості визначається за формулою:  

𝑣(𝐴) =
2

𝑛
∑𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴(𝑥𝑖), 1 − 𝜇𝐴(𝑥𝑖)}

𝑛

𝑖=1

 

Квадратичний індекс нечіткості визначається за формулою:  

𝜂(𝐴) =
2

√𝑛
√∑𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴

2(𝑥𝑖), 1 − 𝜇𝐴(𝑥𝑖)}

𝑛

𝑖=1

 

Ентропія нечіткої множини 𝐴 визначається за формулою:  

𝐻(𝐴) = −
1

ln𝑛
∑(𝜋𝐴(𝑥𝑖) ln 𝜋𝐴(𝑥𝑖))

𝑛

𝑖=1

, 𝜋𝐴(𝑥𝑖) =
𝜇𝐴(𝑥𝑖)

∑ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1

 

Міру нечіткості Коско (ентропійну) визначають як:  
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𝐹𝑢𝑧(𝐴) ⁡= ⁡
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴 ∩⁡�̅�)

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴 ∪ �̅�)
⁡,⁡ 

 де 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐹) – кардинальне число множини 𝐹.  

Кардинальне число чіткої скінченої множини 𝐹1, що складається з 𝑛 

елементів, визначається за формулою: 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐹1) ⁡= ⁡𝑛.  

Кардинальне число нечіткої множини 𝐹 визначається за формулою:  

𝑐𝑎𝑟𝑑(⁡𝐹) ⁡= ⁡∑ 𝜇𝐴(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  .  

Чітка множина α-рівня (альфа-зріз) 𝐴𝛼 нечіткої множини 𝐴 універсальної 

множини 𝐸 – елементи, приналежність яких вище або дорівнює заданому порогу: 

𝐴𝛼 =⁡ {х|⁡𝜇𝐴(х) ⁡≥ ⁡𝛼}, де 𝛼 – поріг: 𝛼⁡ ≤ ⁡1, (поріг, що дорівнює 1/2, називають 

точкою переходу). Властивість множини α-рівня: якщо 𝛼1 ⁡≥ ⁡𝛼2, то⁡𝐴𝛼1 ⁡≤ 𝐴𝛼2 .  

 

2.6. Операції над нечіткими множинами  

 

 Логічні операції  

Нехай 𝐴 та 𝐵 – нечіткі множини на універсальній множині 𝐸.  

Доповнення (заперечення множини) �̅�: інвертується приналежність кожного 

елемента: ∀⁡𝑥⁡ ∈ ⁡Е, М⁡ = ⁡ [0, 1]:⁡𝜇�̅�(𝑥) = ⁡1– 𝜇𝐴(𝑥). Тут доповнення визначене для 

М⁡ = ⁡ [0, 1], але очевидно, що його можна визначити для будь-якого 

упорядкованого 𝑀).  

Інволюція – подвійне доповнення: (𝐴)̿̿ ̿̿̿ = 𝐴 .  

Включення (підмножина, домінування) 𝐴 ⊆ ⁡𝐵: 𝐴 міститься в 𝐵 (𝐵 домінує 

над 𝐴), якщо ∀⁡𝑥⁡ ∈ ⁡𝐸:⁡𝜇𝐴(𝑥) ≤ 𝜇𝐵(𝑥).  

Непорівненими є нечіткі множини 𝐴 та 𝐵, задані на 𝐸, якщо для них не 

виконуються ані А ⊆ ⁡В, ані В ⊆ ⁡А.  

Рівність 𝐴⁡ = ⁡𝐵: 𝐴 та 𝐵 рівні, якщо ∀⁡𝑥⁡ ∈ ⁡𝐸:⁡𝜇𝐴(𝑥) = 𝜇𝐵(𝑥).  

Власною нечіткою підмножиною 𝐴 нечіткої множини 𝐵 (𝐴 ⊂ 𝐵) називають, 

якщо ∀⁡𝑥⁡ ∈ ⁡𝐸:⁡𝜇𝐴(𝑥) = 𝜇𝐵(𝑥).  

Об’єднання (логічна сума множин): 𝐴 ∪ 𝐵 – найменша нечітка підмножина, 

що містить як 𝐴, так і 𝐵, з функцією приналежності: 𝜇𝐴∪𝐵(𝑥) ⁡= ⁡𝑚𝑖𝑛(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)) 
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– створюється нова множина з елементів вихідних множин, причому для однакових 

елементів приналежність береться максимальною. Операція об’єднання моделює 

логічне зв’язування «АБО».  

Перетинання (логічний добуток множин): 𝐴 ∩ 𝐵 – найбільша нечітка 

підмножина, що міститься одночасно в 𝐴 та 𝐵: 𝜇𝐴∩𝐵(𝑥) ⁡= ⁡𝑚𝑖𝑛(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)) – 

створюється нова множина з однакових елементів вихідних множин, 

приналежність яких береться мінімальною. Операція перетинання моделює логічне 

зв’язування «ТА».  

Властивості операцій об’єднання і перетинання. Нехай 𝐴, 𝐵, 𝐶 – нечіткі 

множини, тоді виконуються наступні властивості:  

− комутативність: 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴 ;  

− асоціативність: (А ∪ В) ∪ С = А ∪ (В ∪ С), (А ∩ В) ∩ С = А ∩ (В ∩ С);  

− ідемпотентність: А ∪ А = А, А ∩ А = А;  

− дистрибутивність: 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶), 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪

𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶);  

− поглинання: 𝐴 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵⁡ = 𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴;  

− універсальні верхня та нижня межі: 𝐴 ∪ ∅ = 𝐴, 𝐴 ∩ ∅ = ∅⁡, 𝐴 ∩ 𝐸 = ⁡𝐴,

𝐴 ∪ 𝐸 = 𝐸;  

− закони де Моргана: 𝐴⁡ ∪ ⁡𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⁡= ⁡ �̅� ⁡∩ ⁡ �̅�⁡, ⁡𝐴⁡ ∩ ⁡𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⁡= ⁡ �̅� ⁡∪ ⁡ �̅� .  

На відміну від чітких множин, для нечітких множин у загальному випадку не 

виконуються закон виключення третього і закон тотожності, тобто: 𝐴 ∩ �̅� ≠ ∅ та 

𝐴 ∪ �̅� ≠ 𝐸.  

Різниця 𝐴\𝐵 або 𝐴–𝐵:𝜇𝐴
𝐵

(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝜇𝐴(𝑥) − 𝜇𝐵(𝑥), 0}. Зауважимо, що 

𝐴\𝐵⁡ ≠ ⁡𝐵\𝐴.  

Симетрична різниця: 𝐴𝜃𝐵 =⁡ (𝐴\𝐵) ∪ (𝐵⁡\⁡𝐴)⁡, 𝐴𝜃𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (�̅� ∪ �̅�):⁡ 

𝜇𝐴𝜃𝐵(𝑥) ⁡= |𝜇𝐴(𝑥) − 𝜇𝐵(𝑥)|.  

Диз’юнктивна сума: 𝐴⊕𝐵 = (𝐴 ∩ �̅�) ∪ (�̅� ∩ 𝐵) з функцією приналежності:  

𝜇𝐴⨁𝐵(𝑥) ⁡= ⁡𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑖𝑛(𝜇𝐴(𝑥),1 − 𝜇𝐵(𝑥)),𝑚𝑖𝑛(1 − 𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥))).  

Алгебраїчні операції над нечіткими множинами  
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Алгебраїчний добуток (алгебраїчне перетинання) �ּ� ∙ 𝐵:⁡∀⁡𝑥 ∈ 𝐸:⁡𝜇𝐴𝐵(𝑥) ⁡=

⁡𝜇𝐴(𝑥)𝜇𝐵(𝑥).  

Алгебраїчна сума (алгебраїчне об’єднання) А+̆В:  

∀𝑥 ∈ 𝐸:⁡𝜇𝐴+̆𝐵(𝑥) = 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐵(𝑥) − 𝜇𝐴(𝑥) ⋅ 𝜇𝐵(𝑥).  

Властивості операцій алгебраїчної суми й алгебраїчного добутку:  

− комутативність: 𝐴 ⋅ 𝐵 = 𝐵 ⋅ 𝐴, 𝐴+̆𝐵 = 𝐵+̆𝐴;  

− асоціативність: (А ⋅ ⁡В) ⋅ С = А ⋅ (В ⋅ С), (А+̆В)+̆С⁡ = ⁡А+̆(В+̆С) ;  

− універсальні верхня та нижня межі: 𝐴+̆∅ = 𝐴⁡, 𝐴 ⋅ ∅ = ∅, 𝐴 ⋅ 𝐸⁡ = ⁡𝐴,

𝐴+̆⁡𝐸 = 𝐸 ;  

− закони де Моргана: 𝐴+̆⁡𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� ⋅ �̅�, 𝐴 ⋅ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅�+̆⁡�̅�.  

Не виконуються:  

− ідемпотентність, тобто: А+̆А ≠ А, А⁡ ⋅ ⁡А⁡ ≠ ⁡А;  

− дистрибутивність, тобто: 𝐴 ⋅ (𝐵+̆𝐶) ≠ (𝐴 ⋅ ⁡𝐵)+̆(𝐴 ⋅ 𝐶), 𝐴+̆(𝐵⁡ ⋅ 𝐶) ≠

(𝐴+̆𝐵) ⋅ (𝐴+̆𝐶);  

− поглинання, тобто: 𝐴 ⋅ (𝐴+̆𝐵 ≠ 𝐴, 𝐴+̆(𝐴 ⋅ 𝐵) ≠ 𝐴;  

− закон  виключення  третього  і  закон  тотожності, 

 тобто: 𝐴 ⋅ �̅� ≠ ∅, 𝐴+̆�̅� ≠ 𝐸.  

При спільному використанні операцій {∪,∩, +̆,⋅⁡} справедливі властивості:  

𝐴 ⋅ (𝐵⁡ ∪ 𝐶) ⁡= ⁡ (𝐴 ⋅ ⁡𝐵) ∪ (𝐴 ⋅ 𝐶),𝐴 ⋅ (𝐵 ∩ 𝐶) ⁡= ⁡ (𝐴 ⋅ 𝐵) ∩ (𝐴 ⋅ 𝐶), 𝐴+̆(𝐵 ∪

𝐶) = (𝐴+̆𝐵) ∪ (𝐴+̆𝐶), 𝐴+̆(𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴+̆𝐵) ∩ (𝐴+̆𝐶) .  

Обмежена сума (граничне об’єднання) 𝐴| + |𝐵:  

𝜇𝐴|+|𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛⁡{1, 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐵(𝑥)}. 

Обмежена різниця 𝐴|– |𝐵: 𝜇𝐴|−|𝐵 = 𝑚𝑎𝑥⁡{0, 𝜇𝐴(𝑥) − 𝜇𝐵(𝑥)}.  

Обмежений добуток (граничне перетинання) 𝐴| · |𝐵:  

𝜇𝐴|∙|𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛⁡{0, 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐵(𝑥) − 1}. 

Драстичне перетинання (від англ . drastic – радикальний) 𝐴𝛥𝐵:  

𝜇𝐴𝛥𝐵(𝑥) = {
𝜇𝐵(𝑥), якщо⁡𝜇𝐴(𝑥) = 1,

𝜇𝐴(𝑥), якщо⁡𝜇𝐵(𝑥) = 1,
0, інакше.

 

Драстичне об’єднання 𝐴𝛻𝐵:     
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𝜇𝐴𝛻𝐵(𝑥) = {
𝜇𝐵(𝑥), якщо⁡𝜇𝐴(𝑥) = 0,

𝜇𝐴(𝑥), якщо⁡𝜇𝐵(𝑥) = 0,
1, інакше.

 

Операція 𝜆-суми А+𝜆𝐵:⁡𝜇𝐴+𝜆𝐵
(𝑥) = 𝜆𝜇𝐴(𝑥) + (1–𝜆)𝜇𝐵(𝑥), де 𝜆 ∈ [0, 1].  

  

Операція зведення в ступінь 𝑎 нечіткої множини 𝐴 записується як А𝑎, де 𝑎 – 

позитивне число, і визначена на основі операції алгебраїчного добутку: 𝜇𝐴𝑎(𝑥) ⁡=

⁡𝜇𝐴
𝑎(𝑥). Окремими випадками зведення в ступінь є:  

− СО𝑁(𝐴) = А2 – операція концентрування (концентрації, ущільнення – 

сoncentration) зменшує ступінь нечіткості, її лінгвістичне значення – «дуже»;  

− 𝐷𝐼𝐿(𝐴) ⁡= ⁡А0,5 – операція розтягання (dilation) – збільшує ступінь 

нечіткості, її лінгвістичне значення – «приблизно».  

Операція інтенсифікації:   

𝜇𝐼𝑁𝑇(𝐴)(𝑥) = {
2(𝜇𝐴(𝑥))

2, 0 ≤ 𝜇𝐴(𝑥) ≤ 0,5;

1 − 2(1 − 𝜇𝐴(𝑥))
2
, 0,5 ≤ 𝜇𝐴(𝑥) ≤ 1.

 

Множення на число 𝑎: приналежності елементів помножаються на число: 

𝜇𝑎𝐴(𝑥) = а𝜇𝐴(𝑥), де 𝑎 – позитивне число, таке, що max
𝑥∈𝐴

𝜇𝐴(𝑥) ≤ 1⁡.  

Опукла комбінація нечітких множин А1, А2, . . . , А𝑛 є узагальненням операції 

𝜆-суми:⁡𝜇𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⁡= ⁡ 𝜆1⁡𝜇𝐴1(𝑥) ⁡+⁡𝜆2⁡𝜇𝐴2(𝑥)⁡+⁡. . . +⁡𝜆𝑛⁡𝜇𝐴𝑛(𝑥), де 

А1, А2, . . . , А𝑛 – нечіткі множини універсальної множини 𝐸, ∀𝑥 ∈ 𝐸 , а 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 

– ненегативні числа, сума яких дорівнює 1.  

Декартовий (прямий) добуток нечітких множин 𝐴 = А1 × А2 ×. . .× А𝑛 , є 

нечіткою підмножиною множини 𝐸 = 𝐸1 × 𝐸2 ×. . .× 𝐸𝑛 з функцією приналежності: 

𝜇𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⁡= ⁡𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴1(𝑥1), 𝜇𝐴2(𝑥2), . . . , 𝜇𝐴𝑛(𝑥𝑛)}, де А1, А2, . . . , А𝑛 – нечіткі 

підмножини універсальних множин 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑛 відповідно.  

Нормалізація непорожньої субнормальної множини: перераховують 

приналежності елементів за формулою:   

𝜇𝐴(𝑥) =
𝜇𝐴(𝑥)

max
𝑥∈𝐸

𝜇𝐴(𝑥)
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Нечітка імплікація A→B визначає причинно-наслідкове відношення між 

умовами та наслідками правил. Операції нечіткої імплікації можна розділити на три 

основні класи:  

S-імплікація: µА→𝐵(𝑥) = 𝑆{1–𝜇𝐴(𝑥), 1– 𝜇𝐵(𝑥)}, де S – оператор S-норми;  

R-імплікація: µА→𝐵(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{𝑧 ∈ ⁡ [0, 1]|⁡𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝑧) ≤ 𝜇𝐵(𝑥)},  

T-імплікація: µА→𝐵(𝑥) = 𝑇{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)}, де Т – оператор Т-норми.  

Окремо виділяють нечіткі імплікації, які визначаються:  

за Заде: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)}, (1–𝜇𝐴(𝑥))},  

за Кліне-Дайєнісом: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{(1– 𝜇𝐴(𝑥)), 𝜇𝐵(𝑥)},  

за Мамдані: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)},  

за Лукасевичем:   

µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{1, 1– 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐵(𝑥)}⁡ або µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{0, 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐵(𝑥) − 1},  

за Гогуеном: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝜇𝐵(𝑥)/𝜇𝐴(𝑥)}, 𝜇𝐴(𝑥) > 0,  

за граничною сумою: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐵(𝑥)}, 

за Ларсеном: µА→𝐵(𝑥) = 𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥),  

за Віллмоттом: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝑚𝑎𝑥{1–𝜇𝐴(𝑥)), 𝜇𝐵(𝑥)},𝑚𝑎𝑥{𝜇𝐴(𝑥), 1– 𝜇𝐵(𝑥), 

𝑚𝑖𝑛{1– 𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)}}},  

за Кліне-Дайєнісом-Лукасевичем-Рейхенбахом:   

µА→𝐵(𝑥) = 1⁡–⁡𝜇𝐴(𝑥) + 𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥), 

за Ваді: µА→𝐵(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥), 1⁡–⁡𝜇𝐴(𝑥)},  

за Ягером:µА→𝐵(𝑥) = 𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥),  

за Гейнсом: µА→𝐵(𝑥) = {
1, якщо⁡𝜇𝐴(𝑥),≤ ⁡ 𝜇𝐵(𝑥),

𝜇𝐵(𝑥)/𝜇𝐴(𝑥), інакше,
 

за Гьоделем: µА→𝐵(𝑥) = {
1, якщо⁡𝜇𝐴(𝑥),≤ ⁡ 𝜇𝐵(𝑥),

𝜇𝐵(𝑥), інакше,
 

за Шарпом (стандартною логікою послідовностей R-SEQ):  

µА→𝐵(𝑥) = {
1, якщо⁡𝜇𝐴(𝑥), ≤ ⁡ 𝜇𝐵(𝑥),

0, інакше,
 

Нечітке включення: ступінь включення нечіткої множини:  

𝑉(𝐴, В) = (𝜇𝐴(𝑥0) → 𝜇𝐵⁡(𝑥0)) ∩ (𝜇𝐴(𝑥1) → 𝜇𝐵(𝑥1)) ∩ …⁡ 

Нечітка еквівалентність 𝐴 ≡ 𝐵 визначається за формулою:  
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µА≡𝐵(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝑚𝑎𝑥{1–𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)},𝑚𝑎𝑥{𝜇𝐴(𝑥), 1– 𝜇𝐵(𝑥)}}.  

Оператор збільшення нечіткості використовується для перетворення чітких 

множин у нечіткі та для збільшення нечіткості нечіткої множини. Нехай 𝐴 – нечітка 

множина, 𝐸 – універсальна множина і для всіх 𝑥 ∈ 𝐸 визначені нечіткі множини 

𝐾(𝑥). Сукупність усіх 𝐾(𝑥) називається ядром оператора збільшення нечіткості 𝐻. 

Результатом дії оператора 𝐻 на нечітку множину 𝐴 є нечітка множина виду: 

𝐻(𝐴,𝐾) = ⋃ 𝜇𝐴(𝑥)𝑥∈𝐸 𝐾(𝑥) , де 𝜇𝐴(𝑥)𝐾(х) – добуток числа на нечітку множину. 

Узагальнення нечітких операцій.  

Уведені вище операції над нечіткими множинами засновані на використанні 

операцій max і min. У теорії нечітких множин розглянуті питання побудови 

узагальнених, параметризованих операцій перетинання, об’єднання і доповнення, 

що дозволяють врахувати різноманітні значеннєві відтінки відповідних їм 

зв’язувань «ТА», «АБО», «НЕ».  

Один з підходів до узагальнення операцій перетинання й об’єднання полягає 

в їхньому визначенні в класі трикутних норм і конорм.  

Трикутною нормою (t-нормою) називається двомісна дійсна функція 𝑇:  

[0, 1] × [0, 1] → [0, 1], що задовольняє таким умовам:  

1) Т(0, 0) = 0; ⁡Т(𝜇𝐴, 1) = 𝜇𝐴; ⁡Т(1, 𝜇𝐴) = 𝜇𝐴 – обмеженість;  

2) 𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) ≤ Т(𝜇𝐶 , 𝜇𝐷), якщо⁡𝜇𝐴 < 𝜇𝐶 , 𝜇𝐵 < 𝜇𝐷 – монотонність;  

3) 𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = 𝑇(𝜇𝐵, 𝜇𝐴) – комутативність;  

4) 𝑇(𝜇𝐴, Т(𝜇𝐵, 𝜇𝐶)) = 𝑇(𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵), 𝜇𝐶) – асоціативність;  

Трикутною конормою (t-конормою) називається двомісна дійсна функція 

𝑆: [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], із властивостями:  

1) 𝑆(1, 1) = 1; ⁡𝑆(𝜇𝐴, 0) = 𝜇𝐴; ⁡𝑆(0, 𝜇𝐴) = 𝜇𝐴 – обмеженість;  

2) 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) ⁡≥ ⁡𝑆(𝜇𝐶 , 𝜇𝐷), якщо 𝜇𝐴 > 𝜇𝐶 , 𝜇𝐵 > 𝜇𝐷 – монотонність;  

3) 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) ⁡= ⁡𝑆(𝜇𝐵, 𝜇𝐴) – комутативність;  

4) 𝑆(𝜇𝐴, Т(𝜇𝐵, 𝜇𝐶)) ⁡= ⁡𝑆(𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵), 𝜇𝐶) – асоціативність.  

Відомі різні визначення нечітких операторів:  

за Заде: 𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) ⁡= ⁡𝑚𝑖𝑛(𝜇𝐴, 𝜇𝐵), 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) ⁡= ⁡𝑚𝑎𝑥(𝜇𝐴, 𝜇𝐵);  

імовірнісні: 𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = 𝜇𝐴 ∙ 𝜇𝐵 , 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = 𝜇𝐴 + 𝜇𝐵– 𝜇𝐴 · 𝜇𝐵;  
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𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) =
𝜇𝐴⁡𝜇𝐵

max(𝜇𝐴,𝜇𝐵,𝛼)
, 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) =

𝜇𝐴+𝜇𝐵–𝜇𝐴𝜇𝐵−𝑚𝑖𝑛(𝜇𝐴,𝜇𝐵,1−𝛼)

max(1−𝜇𝐴,1−𝜇𝐵,𝛼)
, 𝛼 ∈ [0,1]; 

𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) =
𝜇𝐴⁡𝜇𝐵

α+(1−𝛼)(𝜇𝐴+𝜇𝐵−𝜇𝐴𝜇𝐵)
, 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) =

𝜇𝐴+𝜇𝐵–(2−𝛼)𝜇𝐴𝜇𝐵

1−(1−α)𝜇𝐴𝜇𝐵
, 𝛼 > 0; 

за Лукасевичем: 𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = 𝑚𝑎𝑥(0, 𝜇𝐴 + 𝜇𝐵– 1), 𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = 𝑚𝑖𝑛(1, 𝜇𝐴 +

𝜇𝐵); 

𝑇(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝜇𝐴 + 𝜇𝐵 − 1 + 𝛼𝜇𝐴𝜇𝐵

1𝛼
, 0), 

𝑆(𝜇𝐴, 𝜇𝐵) = min(1, 𝜇𝐴 + 𝜇𝐵 + 1 + 𝛼𝜇𝐴𝜇𝐵) , 𝛼 ≥ −1; 
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РОЗДІЛ 3. АСОЦІАТИВНІ ПРАВИЛА В СИСТЕМАХ АНАЛІЗУ НЕЧІТКИХ 

ДАНИХ 

 

3.1. Основи асоціативних правил для обробки нечітких даних. 

 

Асоціативні правила дозволяють виявляти закономірності між пов’язаними 

подіями і є одним з інструментів видобування знань з масивів даних. 

Нехай 𝐼⁡ = ⁡ {𝑖1, 𝑖2, . . .⁡⁡ , 𝑖𝑚⁡} – множина елементів, D – множина транзакцій, де 

кожна транзакція T – це набір елементів з 𝐼, 𝑇⁡ ⊆ ⁡𝐼. Кожна транзакція – це множина 

елементів (подій), що відбулися одночасно, і являє собою бінарний вектор, де 

𝑡[𝑘] = 1, якщо 𝑖𝑘 елемент присутній у транзакції, інакше 𝑡[𝑘] = 0. Транзакція T 

містить X, певний набір елементів з I, якщо 𝑋⁡ ⊆ 𝑇. 

Розширеною транзакцією називається транзакція, розширена предками всіх 

елементів, що входять у цю транзакцію. 

Асоціативним правилом (association rule) називається імплікація 𝑋⁡ → ⁡𝑌, де 

𝑋 ⊂ ⁡𝐼, 𝑌 ⊂ ⁡𝐼 та 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅. 

Підтримкою  (support)  правила 𝑋 → ⁡𝑌 називається  частка s, якщо s % 

транзакцій з D, містять 𝑋 ∪ 𝑌, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋 → ⁡𝑌) ⁡= ⁡𝑠𝑢𝑝𝑝⁡(𝑋 ∪ 𝑌). 

Вірогідність правила показує яка імовірність того, що з X випливає Y. 

Правило 𝑋 → ⁡𝑌 є справедливим з вірогідністю (confidence) c, якщо c % транзакцій 

з D, що містять X, також містять Y, 𝑐𝑜𝑛𝑓(𝑋 → ⁡𝑌) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋 → ⁡𝑌)/𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋). 

Іншими  словами,  метою  аналізу  є  встановлення  таких  залежностей: якщо 

в транзакції зустрівся деякий набір елементів X, то на підставі цього можна зробити 

висновок про те, що інший набір елементів Y також повинний з’явитися в цій 

транзакції. Установлення таких залежностей дає нам можливість знаходити дуже 

прості й інтуїтивно зрозумілі правила. 

Методи пошуку асоціативних правил призначені для знаходження всіх 

правил 𝑋 → ⁡𝑌, причому підтримка і вірогідність цих правил повинні бути ви- ще 
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деяких  наперед  визначених порогів, називаних  відповідно мінімальною 

підтримкою (minsupport) і мінімальною вірогідністю (minconfidence). 

Перший метод пошуку асоціативних правил, що називався AIS був 

розроблений у 1993 році співробітниками дослідницького центра IBM Almaden. 

Задача знаходження асоціативних правил розбивається на дві підзадачі. 

1. Знаходження  всіх  наборів  елементів,  що  задовольняють  порогові 

minsupport. Такі набори елементів називаються такими, що часто зустрічаються. 

2. Генерація правил зі знайдених наборів елементів з вірогідністю, що 

задовольняє порогові minconfidence. 

Один з перших методів, що ефективно вирішують подібний клас задач, – це 

метод APriori. Крім цього методу останнім часом був розроблений ряд інших 

методів: DHP, Partition, DIC та інші. 

Значення для параметрів minsupport та minconfidence вибираються таким 

чином, щоб обмежити кількість знайдених правил. Якщо підтримка має велике 

значення, то методи будуть знаходити правила, добре відомі аналітикам або 

настільки очевидні, що немає ніякого сенсу проводити такий аналіз. З іншого боку, 

низьке значення підтримки веде до генерації величезної кількості правил, що, 

звичайно, вимагає істотних обчислювальних ресурсів. Проте, більшість цікавих 

правил знаходиться саме при низькому значенні порога підтримки. Хоча занадто 

низьке значення підтримки веде до генерації статистично необґрунтованих правил. 

Пошук асоціативних правил – це зовсім не тривіальна задача, як може 

показатися на перший погляд. Одна з проблем – алгоритмічна складність при 

знаходженні наборів елементів, що часто зустрічаються, оскільки з ростом числа 

елементів I експоненційно росте число потенційних наборів елементів. 

Узагальненим асоціативним правилом (generalized association rule) 

називається імплікація 𝑋 → ⁡𝑌, де 𝑋 ⊂ 𝐼, 𝑌 ⊂ 𝐼 та 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅ і де жоден з елементів, 

що входять у набір Y, не є предком жодного елемента, що входить у X. Підтримка 

і вірогідність підраховуються так само, як і у випадку асоціативних правил. Ми 

називаємо правило 𝑋 → ⁡𝑌 узагальненим, тому що елементи, які входять у нього 



39 

можуть знаходитися на будь-якому рівні таксономії. Також будемо називати x 

предком x та x нащадком x. 

Основною відмінністю узагальнених асоціативних правил від асоціативних 

правил є те, що одержувані правила включають елементи, що є предками елементів, 

які входять у множину транзакцій. 

Ієрархією (таксономією) елементів називається ліс спрямованих ациклічних 

дерев, листами яких є елементи транзакцій, а внутрішніми вузлами – групи 

елементів. 

Уведення додаткової інформації про групування елементів у виді ієрархії 

допомагає установити асоціативні правила не тільки між окремими елементами, 

але і між різними рівнями ієрархії (групами). 

Окремі  елементи  можуть  мати  недостатню  підтримку,  але  в  цілому група 

може задовольняти порогові minsupport. Це приводить до того, що ра- ніше не 

виявлене потенційно цікаве правило, побудоване на елементах нижнього рівня 

ієрархії, може бути отримано, але його елементами будуть або елементи транзакції, 

або предки цих елементів. 

Введення інформації про групування елементів може використовуватися для 

відсікання «нецікавих» правил. 

Для знаходження таких правил можна використовувати кожний з 

вищезгаданих методів. Для цього кожну транзакцію потрібно доповнити всіма 

предками кожного елемента, що входить у транзакцію. Однак, пряме застосування 

цих методів неминуче приведе до таких проблем. 

− Елементи на верхніх рівнях ієрархії прагнуть до значно більших 

значень підтримки в порівнянні з елементами на нижніх рівнях. 

− З  додаванням  у  транзакції  груп  збільшується  кількість  атрибутів і, 

відповідно, розмірність вхідного простору. Це ускладнює задачу, а також веде до 

генерації більшої кількості правил. 

− Поява надлишкових правил, що суперечать визначенню узагальненого 

асоціативного правила. Отже, потрібні спеціальні оператори, що видаляють подібні 

надлишкові правила. 
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3.2. Виявлення узагальнених асоціативних правил. 

 

Нехай I – ліс спрямованих дерев. Дуги в I – це залежності між елементами. 

Нехай елементи, що належать I, розташовані в деякій ієрархії. Якщо є дуга від a до 

b, то говорять, що a – предок b та b – нащадок a (a – це узагальнення b). 

Необхідно знайти закономірності, що є узагальненими асоціативними 

правилами виду 𝑋 → 𝑌, причому 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋 → 𝑌) ≥ minsupport та 𝑐𝑜𝑛𝑓(𝑋 → 𝑌) ≥ 

minconfidence. 

Це визначення задачі має одну проблему. Справа в тому, що при такому 

визначенні задачі, будуть знайдені «зайві» узагальнені асоціативні правила. Для 

вирішення цієї проблеми розглянемо такий параметр правила як рівень інтересу. 

Визначення «цікавих» правил. 

Нехай 𝑍 – це предок Z, де Z та 𝑍– множини  елементів, що входять в ієрархію 

(𝑍, 𝑍 ⊆ ⁡𝐼). 𝑍 є предком Z, тільки в тому випадку, якщо 𝑍 можна одержати з Z 

шляхом підміни одного чи декількох елементів їхніми предками. Будемо називати 

правила 𝑋 → ⁡𝑌, 𝑋 →⁡𝑌, 𝑋 →⁡𝑌 предками правила 𝑋 → ⁡𝑌. 

Правило 𝑋 → 𝑌 є найближчим предком правила 𝑋 → ⁡𝑌, якщо не існує такого 

правила 𝑋′ → 𝑌′, що 𝑋′ → 𝑌′ – це предок⁡𝑋 → ⁡𝑌 та 𝑋 →⁡𝑌 – це предок⁡𝑋′ → 𝑌′. 

Подібні визначення можна дати і для правил: 𝑋 → ⁡𝑌, 𝑋 →⁡𝑌. 

Нехай Pr(X) – це імовірність того, що всі елементи з X містяться в одній 

розширеній  транзакції.  Тоді  𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋 ∪ 𝑌) = 𝑃𝑟(𝑋 ∪ 𝑌)  та  𝑐𝑜𝑛𝑓(𝑋 → ⁡𝑌) =

𝑃𝑟(𝑌|𝑋).  Якщо підтримка  {x,y} більше значення мінімальної підтримки, то і 

підтримка  {𝑥, 𝑦}, і підтримка {𝑥, 𝑦}, і підтримка {𝑥, 𝑦} будуть більше порога 

мінімальної підтримки. Однак якщо вірогідність правила 𝑋 → ⁡𝑌 більше 

мінімальної вірогідності, тільки правило 𝑋 →⁡𝑌 гарантовано буде мати вірогідність 

більшу ніж мінімальна. Підтримка елемента, узятого з внутрішнього рівня ієрархії, 

не дорівнює сумі підтримок елементів, що є безпосередніми нащадками цього 

елемента. 
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Розглянемо      правило     𝑋 → ⁡𝑌.      Нехай     𝑍 = 𝑋 ∪ 𝑌.      Помітимо,      що 

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋 → ⁡𝑌) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑍). Назвемо 𝐸𝑧[𝑃𝑟(𝑍)] очікуваним значенням Pr(Z) відносно 

𝑍. Нехай 𝑍 = {𝑧1, . . .⁡⁡ , 𝑧𝑛}, 𝑍 = {𝑧1, . ..⁡⁡, 𝑧𝑗 , 𝑧𝑗+1, . . .⁡⁡ , 𝑧𝑛⁡}, 1⁡ ≤ ⁡𝑗⁡ ≤ ⁡𝑛. Тоді можна 

визначити: 

𝐸𝑧[Pr(𝑍)] =
Pr⁡(𝑧1)

Pr⁡(𝑧1)
⁡× …×

Pr(𝑧𝑗)

Pr(𝑧𝑗)
× Pr⁡(𝑍). 

Аналогічно 𝐸𝑍→𝑌[𝑃𝑟(𝑌|𝑋)] визначимо як очікуване значення вірогідності 

правила 𝑋 → ⁡𝑌 відносно 𝑋 → ⁡𝑌. Нехай 𝑌 = {𝑦1, . . .⁡⁡ , 𝑦𝑛⁡}, 𝑌 =

{𝑦1, . . .⁡⁡ , 𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1, . . .⁡⁡ , 𝑦𝑛⁡}, 1⁡ ≤ ⁡𝑗⁡ ≤ ⁡𝑛. Тоді можна визначити: 

𝐸𝑋→𝑌[Pr(𝑌|𝑋)] =
Pr⁡(𝑦1)

Pr⁡(𝑦1)
⁡× …⁡×

Pr(𝑦𝑗)

Pr (𝑦𝑗)
× Pr⁡(𝑌|𝑋) 

Правило 𝑋 → ⁡𝑌 називається R-цікавим щодо правила-предка, якщо 

підтримка правила 𝑋⁡ → ⁡𝑌 у R разів більше очікуваної підтримки правила 𝑋 → ⁡𝑌 

щодо предка або якщо вірогідність правила 𝑋 → ⁡𝑌 у R разів більше очікуваної 

вірогідності правила X→ Y щодо правила-предка. 

Цікавим називається правило, якщо в нього немає предків або воно є R-

цікавим щодо усіх своїх найближчих предків. 

Частково  цікавим  називається  правило, якщо  в  нього  немає  предків або 

воно є R-цікавим щодо будь -якого свого найближчого предка. 

Тепер задачу виділення узагальнених асоціативних правил можна 

сформулювати по новому: необхідно знайти закономірності, що є узагальненими 

асоціативними правилами виду X→ Y, причому підтримка правила X→ Y більше 

або дорівнює деякому наперед заданому значенню мінімальної підтримки  і  

вірогідність  більше  або  дорівнює  значенню  мінімальної  вірогідності і правила 

X→ Y є цікавими або частково цікавими. 

Метод обчислення узагальнених асоціативних правил можна розбити на 

кілька етапів. 

Етап  1. Пошук множин елементів, що часто зустрічаються, підтримка яких 

більше ніж заданий поріг підтримки (мінімальна підтримка). 



42 

Етап 2. Обчислення правил на основі знайдених на попередньому етапі 

множин елементів, що часто зустрічаються. Основна ідея обчислення правил на 

основі множин, що часто зустрічаються, полягає в такому: якщо ABCD – це 

множина елементів, що часто зустрічається, то на основі цієї множини можна 

побудувати  правила 𝑋 → ⁡𝑌 (наприклад, 𝐴𝐵 → 𝐶𝐷),  причому 𝑋 ∪ 𝑌 = 𝐴𝐵𝐶𝐷.  

Підтримка правила дорівнює підтримці множини, що часто зустрічається. 

Вірогідність  правила  обчислюється  за  формулою  𝑐𝑜𝑛𝑓(𝑋 → ⁡𝑌) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋 →

⁡𝑌)/𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋). Правило додається до результуючого списку правил, якщо 

вірогідність цього правила більше порога minconf. 

Етап 3. З результуючого списку правил видаляються всі «нецікаві» правила. 

Базовий метод пошуку множин, що часто зустрічаються. 

На першому кроці методу підраховуються 1-елементні набори, що часто 

зустрічаються. При цьому елементи можуть знаходитися на  будь-якому рівні 

таксономії. Для цього необхідно переглянути весь набір даних і підрахувати для 

них підтримку, тобто скільки разів зустрічаються в базі. 

Наступні кроки будуть складатися з двох частин: генерації потенційних 

наборів елементів, що часто зустрічаються, (їх називають кандидатами) і 

підрахунку підтримки для кандидатів. 

Даний метод можна записати як послідовність кроків. 

Крок 1. Виділити і занести в 𝐿1  множини елементів і груп елементів, що часто 

зустрічаються. Установити: k = 2. 

Крок 2. Якщо⁡𝐿𝑘−1 ⁡⁡≠ ⁡∅, тоді перейти до кроку 3, у протилежному випадку 

– перейти до кроку 7. 

Крок 3. Згенерувати 𝐶𝑘 – множину кандидатів потужністю k на основі 𝐿𝑘−1. 

 Крок 4. Для всіх транзакцій 𝑡 ∈ 𝐷 виконати кроки 4.1–4.3. 

Крок 4.1 Розширити транзакцію t предками всіх елементів, що входять у 

транзакцію. 

Крок 4.2 Видалити дублікати з транзакції t. 

Крок 4.3 Для всіх кандидатів с ∈ 𝐶𝑘  виконати: якщо с⁡ ⊆ ⁡𝑡, то установити: 

𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡⁡ = ⁡𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 + 1. 
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Крок 5. Зробити відбір кандидатів: 𝐿𝑘 ⁡= ⁡ {с ∈ 𝐶𝑘⁡⁡|⁡𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 ≥ 𝑚𝑖𝑛𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡}. 

Крок 6. Установити: 𝑘⁡ = ⁡𝑘 + 1. Перейти до кроку 3. 

Крок 7. Зупинення. Повернути як результат ∪ 𝐿𝑘. 

Функція генерації кандидатів. Для того щоб одержати k-елементні на- бори, 

скористаємося (𝑘–1)-елементними наборами, які були визначені на по - 

передньому кроці і є такими, що часто зустрічаються. 

Метод генерації кандидатів буде складатися з двох кроків. 

Крок 1. Об’єднання. Кожний кандидат  𝐶𝑘  буде  формуватися шляхом 

розширення набору, що часто зустрічається, розміром (𝑘–1) додаванням елемента 

з іншого (𝑘– 1)-елементного набору: включити до 𝐶𝑘 ті елементи 𝑎1,

𝑎2, . . .⁡⁡ , 𝑎𝑘−1, 𝑏𝑘−1 з 𝐿𝑘−1 ∶ ⁡𝑎, b⁡ ∈ 𝐿𝑘−1, для яких: 𝑎1 ⁡= ⁡ 𝑏1, 𝑎2 ⁡= ⁡ 𝑏2, . . .⁡⁡ , 𝑎𝑘−2 ⁡=

⁡𝑏𝑘−2, 𝑎𝑘−1 ⁡< ⁡ 𝑏𝑘−1. 

Крок 2. Видалення надлишкових правил. На підставі властивості анти- 

монотонності, варто видалити всі набори з 𝐶𝑘, якщо хоча б одна з його (𝑘– 1) 

підмножин не є такою, що часто зустрічається. 

Ґеш-дерево можна використовувати для ефективного підрахунку підтримки 

кандидатів. 

Ґеш-дерево будується щоразу, коли формуються кандидати. Первісне де- 

рево складається тільки з кореня, що є листом, і не містить ніяких кандидатів- 

наборів. Щоразу, коли формується новий кандидат, він заноситься в корінь дере- 

ва і так доти, поки кількість кандидатів у корні-листі не перевищить деякий по- ріг. 

Як тільки  кількість  кандидатів  стає  більше  порога,  корінь  перетвориться в ґеш-

таблицю, тобто стає внутрішнім вузлом, і для нього створюються нащадки-листи. 

І всі приклади розподіляються по вузлах-нащадках відповідно до ґеш-значення 

елементів, що входять у набір, і т. д. Кожний новий кандидат ґешується на 

внутрішніх вузлах, поки він не досягне першого вузла-листа, де він і буде 

зберігатися, поки кількість наборів знову ж не перевищить порога. 
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3.3. Поліпшений метод пошуку множин, що часто зустрічаються 

 

До базового методу можна додати кілька оптимізацій, що збільшать 

швидкість роботи базового методу. 

Доцільно один раз обчислити множини предків для кожного елемента 

ієрархії як для елемента нижнього рівня таксономії (лист дерева), так і для елемента 

внутрішнього рівня. 

Необхідно видаляти кандидати, що містять елемент і його предка. 

Підтримка множини X, що містить і елемент x і його предка x, обчислюється 

за формулою : 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥– 𝑥). Беручи це до уваги, будемо видаляти 

кандидати, що містять і елемент і його предка зі списку кандидатів до початку 

процесу підрахунку підтримки. 

Якщо 𝐿𝑘 – це список множин, що часто зустрічаються, який не містить 

множини, що включають і елемент і його предка в одній множині, то  𝐶𝑘+1 (список 

кандидатів, одержуваних з 𝐿𝑘) також не буде містити множини, що включають і 

елемент і його предка. З огляду на це, будемо видаляти кандидатів, що включають 

і елемент і його предка, зі списку кандидатів тільки на першій ітерації зовнішнього 

циклу. 

Немає необхідності в додаванні всіх предків всіх елементів, що входять у 

транзакцію. Якщо який-небудь елемент, у якого є предок, не знаходиться в списку 

кандидатів, то в списку елементів із предками він позначається як вилучений. Отже, 

із транзакції видаляються елементи, позначені як вилучені, або здійснюється заміна 

цих елементів на їхніх предків. До транзакції додаються тільки невилучені предки. 

Не  будемо  пропускати  транзакцію  через  ґеш-дерево,  якщо  її  потужність 

менше ніж потужність елементів, розташованих у ґеш-дереві. 

Доцільно позначати транзакції як вилучені і не використовувати їх при 

підрахунку підтримки на наступних ітераціях, якщо на поточній ітерації в цю 

транзакцію не ввійшов жоден кандидат. 

З огляду на написане вище, одержуємо такий метод. 
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Крок 1. Обчислити 𝐼 ∗  – множини предків елементів для кожного елемента. 

Виділити і занести в 𝐿1  множини елементів і груп елементів, що часто 

зустрічаються. Установити: 𝑘⁡ = ⁡2. 

Крок 2. Якщо 𝐿𝑘−1 ≠ ⁡∅, тоді перейти до кроку 3, у протилежному випадку – 

перейти до кроку 9. 

Крок 3. Згенерувати 𝐶𝑘 – множину кандидатів потужністю k на основі 𝐿𝑘−1. 

Крок 4. Якщо 𝑘⁡ = ⁡2, то видалити ті кандидати з 𝐶𝑘, що містять елемент і 

його предка. 

Крок 5. Позначити як вилучені множини предків елемента, що не міститься в 

списку кандидатів. 

Крок 6. Для всіх транзакцій 𝑡 ∈ 𝐷 виконати кроки 6.1–6.3. 

Крок 6.1 Для кожного елемента х ∈ 𝑡: додати всіх предків х з 𝐼 ∗ до 𝑡. 

Крок 6.2 Видалити дублікати з транзакції 𝑡. 

Крок 6.3 Якщо транзакція t не позначена як вилучена та |𝑡| ⁡≥ ⁡𝑘, то виконати 

кроки 6.3.1–6.3.2. 

Крок 6.3.1 Для   всіх   кандидатів   с ∈ 𝐶𝑘:   якщо   с ∈ 𝐶𝑘,   то   установити 

𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡⁡ = ⁡𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 + 1. 

Крок 6.3.2 Якщо в транзакцію t не ввійшов жоден кандидат, то позначити цю 

транзакцію як вилучену. 

Крок 7. Виконати відбір кандидатів: 𝐿𝑘 ⁡= ⁡ {с ≥ ⁡𝐶𝑘⁡⁡|⁡𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡⁡ ≥

⁡𝑚𝑖𝑛𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡}.  

Крок 8. Установити: 𝑘⁡ = ⁡𝑘⁡ + ⁡1. Перейти до кроку 2. 

Крок 9. Зупинення. Повернути як результат ∪ 𝐿𝑘. 

 

3.4. Масштабувальний метод пошуку асоціативних правил Apriori 

 

Для  того,  щоб  було  можливо  застосувати  метод  Apriori,  необхідно 

провести передобробку даних: по-перше, привести всі дані до бінарного виду; по-

друге, змінити структуру даних – подати їх у виді таблиці. Кількість стовпців у 

таблиці дорівнює кількості елементів, що є присутніми у множині транзакцій D. 
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Кожний запис відповідає транзакції, де у відповідному стовпці стоїть 1, якщо 

елемент присутній у транзакції, і 0 – у протилежному випадку. Всі елементи 

повинні бути упорядковані за абеткою  (якщо це числа, вони повинні бути 

упорядковані в числовому порядку). 

На першому кроці методу необхідно знайти набори елементів, що час - то 

зустрічаються, а потім, на другому кроці, витягти з них правила. Кількість 

елементів у наборі будемо називати розміром набору, а набір, що складається з k 

елементів, – k-елементним набором. 

Виявлення наборів елементів, що часто зустрічаються, – операція, що 

вимагає  багато  обчислювальних  ресурсів  і,  відповідно ,  часу.  Примітивний 

підхід до вирішення даної задачі – простий перебір усіх можливих наборів 

елементів. Це вимагає 𝑂(2|𝐼|) операцій, де |𝐼| – кількість елементів. 

Властивість  антимонотонності  використовується  в  методі  Apriori і 

слугує для зниження розмірності простору пошуку: підтримка  будь-якого набору 

елементів не може перевищувати мінімальної підтримки кожної з йо- го 

підмножин. Властивості антимонотонності можна дати й інше формулювання: з 

ростом розміру набору елементів підтримка зменшується, або залишається такою 

ж. З усього вищесказаного випливає, що будь -який k-елемент- ний набір буде 

таким, що часто зустрічається, тоді і тільки тоді, коли всі його (𝑘– 1)-елементні 

підмножини будуть такими, що часто зустрічаються. 

Усі можливі набори елементів з I можна уявити у вигляді ґрат, що 

починаються з порожньої множини, потім на  1-му рівні – 1-елементні набори, на  

2-му –  2-елементні  і  т.  д.  На  k-му  рівні  подані  k-елементні  набори, пов’язані 

з усіма своїми (𝑘– 1)-елементними підмножинами. 

На першому кроці методу підраховуються одноелементні набори, що час- то 

зустрічаються. Для цього необхідно пройтися по всьому набору даних і 

підрахувати для них підтримку, тобто скільки разів зустрічаються в базі. 

Наступні кроки будуть складатися з двох частин: генерації потенцій- них 

наборів елементів, що часто зустрічаються, (їх називають кандидатами) і 

підрахунку підтримки для кандидатів. 
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Даний метод можна записати як таку послідовність кроків. 

Крок 1. Задати 𝐹1  – множину одноелементних наборів , що часто 

зустрічаються. 

Крок 2. Установити: 𝑘⁡ = ⁡2. 

Крок 3. Якщо 𝐹𝑘−1 ≠ ∅, тоді перейти до кроку 4, у протилежному випадку – 

до кроку 8. 

Крок 4. Виконати генерацію кандидатів 𝐶𝑘 на основі 𝐹𝑘−1. 

Крок 5. Для всіх транзакцій 𝑡 ∈ 𝐷 виконати кроки 5.1–5.2. 

Крок 5.1  Виконати  видалення  надлишкових правил з  𝐶𝑘,  одержавши 

множини 𝐶𝑡 ⊆ 𝐶𝑘. 

Крок 5.2. Для всіх кандидатів 𝑐 ∈ 𝐶𝑡: установити 𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡⁡ = ⁡𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡⁡ + 1. 

Крок 6. Виконати відбір кандидатів: 𝐹𝑘 = {𝑐 ∈ 𝐶𝑘 ⁡⁡|⁡𝑐. 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 ≥ ⁡𝑚𝑖𝑛𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡}. 

Крок 7. Установити: 𝑘⁡ = ⁡𝑘 + 1. Перейти до кроку 3. 

Крок 8. Зупинення. Повернути як результат ∪ 𝐹𝑘. 

Функція генерації кандидатів. У даному випадку немає ніякої необхідності 

знову звертатися до бази даних. Для того, щоб одержати k-елементні набори, 

скористаємося  (k–1)-елементними наборами, що  були визначені на попередньому 

кроці і є такими, що часто зустрічаються. 

Відзначимо,  що  вихідний  набір  зберігається  в  упорядкованому  виді. 

Генерація кандидатів також буде складатися з двох кроків. 

Крок 1.  Об’єднання.  Кожен  кандидат  𝐶𝑘   буде  формуватися  шляхом 

розширення набору, що часто зустрічається, розміром (k–1) додаванням елемента з 

іншого (k–1)-елементного набору: включити в 𝐶𝑘 ті елементи 𝑝1, 𝑝2, . . .⁡⁡ , 𝑝𝑘−1,

𝑞𝑘−1⁡з⁡𝐹𝑘−1 ∶ ⁡𝑝, 𝑞⁡ ∈ ⁡𝐹𝑘−1, для яких 𝑝1 = 𝑞1, 𝑝2 ⁡= ⁡ 𝑞2, . . .⁡⁡ , 𝑝𝑘−2 ⁡= ⁡ 𝑞𝑘−2, 𝑝𝑘−1 ⁡<

⁡𝑞𝑘−1. 

Крок 2. Видалення надлишкових правил. На підставі властивості 

антимонотонності, варто видалити всі набори 𝑐 ∈ 𝐶𝑘, якщо хоча б одна з його (𝑘– 1) 

підмножин не є такою, що часто зустрічається. 

Після генерації кандидатів наступною задачею є підрахунок підтримки для 

кожного кандидата. Очевидно, що кількість кандидатів може бути дуже великою і 
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потрібний ефективний спосіб підрахунку. Самий тривіальний спосіб – порівняти 

кожну транзакцію з кожним кандидатом. Але це далеко не краще  рішення.  

Набагато  швидше  й  ефективніше  використовувати  підхід, заснований на 

збереженні кандидатів у ґеш-дереві. Внутрішні вузли дерева містять ґеш-таблиці з 

покажчиками на нащадків, а листи – на кандидатів. 

Підтримку для кожного кандидата легко підрахувати використовуючи ґеш-

дерево. Для цього потрібно пропустити кожну транзакцію через дерево і збільшити 

лічильники для тих кандидатів, чиї елементи також містяться й у транзакції, тобто 

𝐶𝑘 ∩ 𝑇𝑖 = 𝐶𝑘. На кореневому рівні ґеш-функція застосовується до кожного 

елемента з транзакції. Далі, на другому рівні, ґеш-функція застосовується до других 

елементів і т. д. На k-рівні ґешується k-й елемент. І так доти, поки не досягнемо 

листа. Якщо кандидат, що зберігається в листі, є підмножиною розглянутої 

транзакції, тоді збільшуємо лічильник підтримки цього кандидата на одиницю. 
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РОЗДІЛ 4. РОЗРОБКА ПРОДУКЦІЙНИХ МОДЕЛЕЙ НА ОСНОВІ 

НЕЧІТКИХ ЗНАНЬ 

 

4.1. Продукційні моделі: визначення та види. 

 

Продукцією (продукційним правилом) називають вираз виду: 

(𝑖); ⁡𝑄; ⁡𝑃;⁡𝐴1, 𝐴2, …⁡ , 𝐴𝑛 ⁡⁡→ ⁡𝐵1, 𝐵2, . . .⁡⁡ , 𝐵𝑘; ⁡𝑁, 

де i – ім’я   продукції, у якості котрого може виступати деяка лексема, 

що відбиває суть даної продукції або її порядковий номер, Q – елемент, що 

характеризує сферу застосування продукції, 𝐴1, 𝐴2, …⁡ , 𝐴𝑛 ⁡⁡→ ⁡𝐵1, 𝐵2, . . .⁡⁡ , 𝐵𝑘 

– ядро продукції, «→» – знак секвенції, 𝐴𝑖 – i-та передумова (умова) правила, 

𝐵𝑗 – j-ий висновок (наслідок, дія) правила, Р – умова застосовності ядра 

продукції, N – постумови продукції. 

Продукційні правила читаються в такий спосіб : якщо передумови 

𝐴1⁡та⁡𝐴2⁡та⁡⁡ … ⁡та⁡𝐴𝑛⁡⁡ є вірними, то виконати дії 𝐵1⁡та⁡𝐵2⁡та⁡⁡ … ⁡та⁡𝐵𝑘. 

Сфера застосування – визначає для яких випадків може бути 

застосована продукція, тобто задає множину елементів для якої продукція є 

застосовною. Поділ знань на окремі сфери дозволяє заощаджувати час на 

пошук потрібних знань. 

Ядро продукції складається з двох частин: 

− антецедент (передумова, умови правила) – являє собою комбінацію 

умов правила (припущень про наявність деяких властивостей, що приймають 

значення істина або хибність з визначеним ступенем вірогідності), з’єднаних 

логічними зв’язуваннями (ТА, АБО і т . д.), призначену для розпізнання 

ситуації, коли це правило повинне спрацювати: правило спрацьовує, якщо 

факти з робочої  пам’яті  задовольняють  умовам  передумови  правила,  після  

цього правило вважається відпрацьованим . Передумови звичайно  бувають 

подані у формі  вектора  об’єкт –  атрибут – значення.  Впевненість  у 
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вірогідності передумови залежить від того, наскільки достовірною є оцінка 

умов; 

− консеквент (висновок, наслідки правила) – містить опис дій, що 

повинні бути виконані над робочою пам’яттю у випадку виконання 

відповідних умов. 

Іноді використовується й інша термінологія, відповідно до якої 

передумови називаються лівою частиною правила, а дії – правою. 

Умова застосовності ядра продукції – визначає при якій умові 

продукція може  бути виконана. Звичайна умова застосовності ядра являє  

собою логічний вираз . Коли вона приймає значення «істина», ядро продукції 

може бути активізовано. Якщо умова є хибною, то ядро продукції не може 

бути використано. 

Постумови продукції – описують дії і процедури, які необхідно виконати 

після реалізації наслідків продукції й актуалізуються тільки в тому випадку, 

якщо ядро продукції реалізувалося. 

Факти і правила не завжди бувають тільки істинні або тільки хибні . Іноді 

існує деякий ступінь непевності у вірогідності факту або точності правила, що 

явно виражається у вигляді коефіцієнта впевненості (див . п. 1.5.3). 

Продукційна  система  (production  system)  складається  з  продукційної 

пам’яті  (production memory) –  бази знань  у вигляді  продукційних  правил, 

машини логічного виведення, що послідовно визначає, які продукції можуть 

бути активовані в залежності від умов, у них що містяться, вибирає одне з 

застосовних у даній ситуації правил продукцій і виконує дії для обраного 

правила, а також робочої пам’яті, що містить дані (факти), опис мети і 

проміжні результати, що у сукупності визначають поточний стан проблеми. 

Опис поточного стану проблеми, поданий фактами робочої пам’яті, є 

зразком, що зіставляється з умовною частиною продукцій з метою вибору 

відповідних дій при вирішенні задачі. 

Керування системою продукцій (механізм виведення) здійснюється за 

допомогою машини логічного виведення, що виконує дві функції: 
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− перегляд  існуючих  фактів з робочої  пам’яті  і  правил з  бази знань і 

додавання (у міру можливості) у робочу пам’ять нових фактів; 

− визначення порядку перегляду і застосування правил. 

Керування пошуком у продукційній системі здійснюють: 

− за допомогою структури правил, що у продукційній системі, 

включаючи розходження між умовою і дією, а також порядок перевірки 

умов, визначає метод дослідження простору рішень. Оскільки продукційна 

система перевіряє правила у визначеному порядку, програміст може керувати 

пошуком через структуру і порядок проходження правил у продукційному 

наборі; 

− на основі зразків (pattern-directed search): зразок – опис задачі, що 

подає поточний стан світу, визначає конфліктну множину і, отже, 

конкретний шлях пошуку і рішення задачі. 

Типи виконання систем продукцій виділяють: 

− прямий (висхідний): пошук йде від лівих частин продукцій, тобто 

перевіряються умови й актуалізуються ті продукції, для яких умови 

виконуються; 

− зворотний (спадний): пошук йде від початково заданих висновків, за 

якими визначаються необхідні для висновків значення умов, що, у свою 

чергу, ототожнюються з правими частинами ядер продукцій у системі . 

Чиста продукційна модель не має ніякого механізму виходу з тупикових  

станів  у процесі  пошуку;  вона  просто  продовжує  працювати  доти, поки не 

будуть вичерпані всі припустимі продукції. Багато практичних реалізацій  

продукційних  систем  містять  механізми  повернення  в  попередній стан 

робочої пам’яті. 

Машина логічного виведення працює в режимі здійснення циклів 

«розпізнавання – дія» (цикл «вибрання – виконання», цикл «ситуація – відгук», 

цикл «ситуація – дія»): вона послідовно в циклі виконує деякі групи задач до 

виявлення визначених критеріїв, що викликають припинення виконання, при 

цьому в одному циклі може спрацювати тільки одне правило (див . рис. 4.1). 
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Рисунок 4.1 – Схема циклу роботи механізму виведення 

Метод роботи машини логічного виведення містить такі кроки. 

1. Ініціалізація: робоча пам’ять  ініціалізується зразком – початковим 

описом задачі в у робочій пам’яті. 

2. Цикл «розпізнавання – дія». 

2.1. Ідентифікація (зіставлення, узгодження, розпізнавання) – 

порівняння умов з лівих частин продукцій з фактами робочої пам’яті, що 

призводить до конкретизації й активізації правил. 

Конкретизація правила – сукупність узагальненого формулювання 

правила і значень використовуваних у ньому змінних. 

Активізоване (реалізоване) – правило, всі умови якого задоволено. Всі 

активізовані правила заносяться до робочого списку правил. 

Конфлікти правил виникають у робочому списку правил, якщо 

одночасно активізується кілька правил. 

Конфліктний набір правил (конфліктна множина, conflict set) – набір 

конкретизованих правил, які активізовані протягом одного циклу обчислень. 

Припустимі продукції – продукції, що містяться в конфліктній множині. 

2.2. Вирішення конфліктів правил (conflict resolution) – вибір зі 

сформованого списку заявок (конфліктної множини) єдиного правила, яке має 

бути виконане  в  поточній  ситуації. Не маючи механізму вирішення  

конфліктів, продукційна система буде не в змозі ефективно справлятися з 

Співставлення 

Робоча пам’ять 

(факти) 

Дія 

База знань 

(правила) 

Конфліктний 

набір  

Спрацьовування 

Вирішення 

конфлікту  

Критерій 

вибору правила 



53 

 

відсутністю детермінізму в наборі правил, обробкою виключень і 

переключенням уваги на визначений стиль розмірковувань. Іншими словами, 

подання буде страждати відсутністю евристичних здібностей, а керувати 

функціонуванням такої системи буде досить важко, навіть якщо знання подано 

цілком коректно. 

2.3. Дія (запуск правил) – зміна вмісту робочої пам’яті за допомогою 

послідовного виконання дій, зазначених у правій частині активізованого 

правила, обраного з робочого списку правил. Після виконання дії, відповідне 

правило видаляється з робочого списку правил або виконується його 

релаксація. 

Терміну запуск у нейрофізіології (науці про те, як працює нервова 

система) відповідає термін збудження. У результаті стимуляції окрема нервова 

клітина випускає електричний сигнал. Подальша стимуляція, наскільки 

сильною вона б ні була, не може змусити нейрон знову збудитися, поки не 

пройде якийсь короткий період часу. Цей феномен називається релаксацією. 

Експертні системи, засновані на правилах, створюються з використанням 

релаксації з метою запобігання тривіальних циклів. Для забезпечення 

релаксації розроблено різні методи. Наприклад, кожному факту після його 

введення в робочу пам’ять присвоюється унікальний ідентифікатор, 

називаний часовою оцінкою (timetag). Слідом за тим, як деяке правило 

запускається під впливом деякого факту, машина логічного виведення не 

запускає його знову під впливом того ж самого факту, якщо з моменту 

застосування його часової оцінки пройшло занадто мало часу. 

2.4. Перевірка умов зупинення. Якщо хоча б одна з умов зупинення 

задовольняється, тоді закінчити роботу і повернути рішення, якщо воно 

знайдено, у противному випадку – повторити кроки 2.1–2.4. 

Умови зупинення виділяють такі: 

− переривання роботи користувачем; 

− вичерпання всіх правил із продукційної пам’яті; 
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− виконання деякої умови, якій задовольняє вміст робочої пам’яті 

(наприклад, поява в ній якогось факту); 

− невідповідність вмісту робочої пам’яті ніяким умовам. 

Протягом кожного циклу можуть бути активізовані і поміщені в робочий 

список правил багато правил. Крім того, у робочому списку правил 

залишаються результати активізації правил від попередніх циклів, якщо не 

відбувається деактивізація цих правил у зв’язку з тим, що їхні ліві частини 

більше не виконуються. У такий спосіб у ході виконання програми кількість 

активізованих правил у робочому списку правил змінюється. У залежності від 

програми раніше  активізовані правила можуть завжди залишатися в робочому 

списку правил, але ніколи не вибиратися для запуску. Аналогічним чином 

деякі правила можуть ніколи не ставати  активізованими. У подібних випадках 

варто повторно перевіряти призначення цих правил, оскільки або такі правила 

взагалі не потрібні, або їхні антецеденти неправильно спроектовано. 

Використання різних стратегій перебору наявних знань, як правило, 

досить істотно впливає на характеристики ефективності програми. Ці стратегії 

визначають, яким чином програма відшукує рішення проблеми в деякому 

просторі альтернатив. Як правило, не буває так, щоб дані, які має програма 

роботи з базою знань, дозволяли точно визначити ту область у цьому просторі, 

де є сенс шукати відповідь. Оскільки стратегія вирішення конфліктів впливає 

на продуктивність системи в цілому, у більшості програмних систем 

передбачаються визначені опції для підстроювання цього механізму. 

Стратегії вирішення конфліктів правил виділяють такі. 

− Розмаїтість (рефракція – refraction): після активізації правила воно 

не може бути запущене знову, поки не зміняться елементи робочої пам’яті, що 

відповідають його умовам. Найпростіший варіант реалізації цього механізму 

– видаляти зі списку заявок застосоване раніше правило. Іноді 

використовується інший варіант: зі списку видаляється правило, активізоване 

в попередньому циклі, що запобігає зацикленню, але якщо бажано саме 

повторювати процедуру, то в розпорядження програміста надається функція 
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відновлення, що дозволяє тимчасово придушити механізм, який діє за 

замовчуванням. 

− Новизна (recency) – віддає перевагу правилам, умови яких 

відповідають фактам, доданим у робочу пам’ять останніми . Це дозволяє 

зосередити пошук на одній лінії суджень. Елементи в робочій пам’яті в таких 

системах позначаються спеціальним атрибутом часу породження. Це дозволяє 

системі ранжирувати елементи в списку заявок відповідно до того, як давно 

введені в робочу пам’ять дані, що використовувалися при зіставленні, а потім 

пріоритет віддається правилам, що реагують на більш свіжі дані. Ідея полягає 

в тому, щоб випливати за поточною хвилею і менше уваги приділяти тим 

даним, що були давно сформовані. До них можна буде повернутися надалі, 

якщо поточний ланцюжок розсудів наштовхнеться на яку-небудь перешкоду. 

− Новизна правил: найбільш нові правила, введені в систему в останню 

чергу, здобувають за замовчуванням найвищий пріоритет. 

− Старовина правил: найбільш старі правила, введені в систему в першу 

чергу, здобувають за замовчуванням найвищий пріоритет. 

− Стратегія глибини – утілення стратегії новизни даних стосовно 

правил, що мають однаковий клас опуклості. Правила, обрані в список заявок 

на підставі даних, що були включені в робочу пам’ять порівняно недавно, 

розташовуються  в  цьому списку раніше  правил,  при виборі яких використані 

більш старі дані. Таким чином, перевага віддається принципу пошуку в 

глибину в просторі станів проблеми, тобто правила, що є наслідком більш 

пізніх змін стану системи, мають визначений пріоритет. 

− Стратегія ширини – протилежна стратегії глибини і призначається 

для реалізації пошуку в ширину в просторі станів проблеми . Правила, обрані 

в список заявок на підставі даних, що були включені в робочу пам’ять 

порівняно давно, розташовуються в цьому списку раніше правил, при виборі 

яких використані більш свіжі дані. 

− Стратегія складності (специфічність – specifity, принцип найбільш 

довгої умови) – спирається на розуміння «здорового глузду», що частки 
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правила, які відносяться до вузького класу ситуацій, є важливішими загальних 

правил, що відносяться до широкого класу ситуацій, оскільки частки правила 

враховують  більше  інформації  про  ситуацію,  ніж  загальні,  і  полягає  у  

виборі з фронту готових продукцій тієї, у якої складність більше. Складність 

правила визначається кількістю операцій перевірки, які потрібно виконати при 

аналізі умов даного правила. Одне правило є більш специфічним (складним, 

конкретним) ніж інше, якщо воно містить більше умов, і відповідно складніше 

задовольняється, а виходить, відповідає меншій кількості правил у робочій 

пам’яті і має пріоритет перед більш загальними правилами. Цю стратегію 

можна ефективно використовувати при роботі з виключеннями з загальних 

правил, коли знання і самі продукції добре структуровані прив’язкою до 

типових ситуацій, на яких задане відношення типу «часткове – загальне». 

Труднощі використання даного принципу полягає в тому, що треба заздалегідь 

упорядкувати умови за входженням одна до одної за відношенням «часткове 

– загальне». 

− Стратегія простоти – протилежна стратегії складності: більш 

верхнє положення (більший пріоритет) у списку заявок при реалізації цієї 

стратегії віддається тим правилам, складність яких нижче. 

− LEX-стратегія – припускає спочатку видалення зі списку заявок усіх 

правил, що вже були раніше використані. Правила, що залишилися з рівним 

значенням опуклості, потім впорядковуються за новизною використовуваних 

даних. Якщо виявиться, що два правила використовують дані однакової 

новизни, то перевага віддається тому правилу, що втягує в аналіз передумов 

більше даних. Метод LEX практично ідентичний методу МЕА за одним 

виключенням – у ньому відсутній крок 2, а на кроці 3 порівнюються всі 

елементи умов конкретизованих правил і зв’язаних з ними елементів робочої 

пам’яті (перші елементи умов конкретизованих правил, є, як правило, 

лексемами задач у робочій пам’яті). 

− МЕА-стратегія (Mean-Ends Analysis) багато в чому аналогічна LEX 

стратегії, але при аналізі новизни беруться до уваги тільки перші умови в 
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передумовах правил. Якщо виявиться, що в списку заявок виявилися два 

претенденти з рівними показниками, то для вибору між ними застосовується 

механізм LEX-стратегії. Метод МЕА включає п’ять кроків. 

Крок 1. Виключити з конфліктної множини правил ті правила, що вже 

були  застосовані  в  попередньому  циклі. Якщо  після  цього  множина  стала 

порожньою, припинити процес. 

Крок 2. Порівняти новизну елементів у робочій пам’яті, що відповідають  

першим  елементам  умов  у  конкретизованих  правилах,  які  залишилися в 

конфліктній множині. Пріоритет віддається тим правилам, що звертаються до 

найновіших елементів робочої пам’яті, – ці правила домінують над іншими. 

Якщо існує єдине таке правило, то воно вибирається для застосування, після 

чого процес повинний бути припинений. У противному випадку, якщо є кілька 

домінуючих  правил з рівним  пріоритетом,  вони зберігаються  в  конфліктній 

множині, а інші з неї видаляються. Далі виконується перехід до кроку 3. 

Крок 3.  Упорядкувати  конкретизовані  правила  за  новизною  інших 

елементів умов у правилах. Якщо домінує одне правило, воно застосовується 

і потім процес припиняється. Якщо ж домінують два чи кілька правил, то вони 

залишаються в конфліктуючій множині, а інші видаляються з неї. Потім 

виконується перехід до кроку 4. 

Крок 4. Якщо за критерієм новизни елементів умов відібрано  кілька 

правил з рівними  показниками, то порівнюється  інший показник  правил – 

показник специфіки. Перевага віддається тому правилу, застосування якого 

вимагає перевірки найбільшої кількості умов у робочій пам’яті. Якщо 

претендентів виявиться кілька, інші видаляються з конфліктної множини і 

виконується перехід до кроку 5. 

Крок 5. Застосовується правило, обране довільним чином з тих, що 

залишилися у конфліктній множині, і процес припиняється. 

Таким чином,  стратегія МЕА поєднує в  одному методі  аналіз таких 

показників, як повторюваність, новизна і специфіка. 
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− Принцип «стопки книг» (частотна перевага) – заснована на ідеї, що 

найбільш часто використовувана продукція є найбільш корисною. Готові 

продукції як би утворять «стопку», у якій порядок визначається накопиченою 

частотою використання продукцій у минулому. На самому верху «стопки» 

знаходиться продукція, що використовувалася частіше усіх . При актуалізації 

деякого фронту готових продукцій для виконання вибирається та продукція 

(чи ті продукції при наявності рівнобіжних технічних пристроїв), у якої 

частота використання є максимальною . Подібний принцип є особливо гарним, 

коли частота виконання підраховується з урахуванням деякої ситуації, у якій 

раніше виповнювалася продукція, і це виконання мало позитивну оцінку. При 

такому зворотному зв’язку метод стопки книг може перетворитися в 

процедуру, що навчається та адаптується до тих задач, що виникають у 

зовнішньому середовищі. Принцип стопки книг доцільно застосовувати, якщо 

продукції є відносно незалежними одна від одної. 

− Принцип метапродукцій –  заснований  на  ідеї  введення  в  систему 

продукцій спеціальних метапродукцій (метаправил), завданням яких є 

організація керування в системі продукцій при можливості неоднозначного 

вибору з фронту готових продукцій. 

− Керування за іменами – засновано на задаванні для імен продукцій, що 

входять у деяку систему, певної формальної граматики або іншої процедури, 

що забезпечує звуження фронту готових продукцій і вибір з нього чергової 

продукції для виконання. 

− Упорядкування на основі цілей: правила упорядковуються, принаймні 

частково, у залежності від того, наскільки швидко вони приводять до 

досягнення мети. Виконується пошук випадків, ціль яких відповідає поточній 

ситуації. 

− Принцип пріоритетного вибору – пов’язаний із уведенням статичних 

або динамічних пріоритетів на продукції. Статичні пріоритети можуть 

формуватися апріорі на підставі відомостей про важливість продукційних 

правил у даній проблемній області. Ці відомості, як правило, являють собою 
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інформацію, що витягається з експерта. Динамічні пріоритети виробляються в 

процесі функціонування системи продукцій і можуть відбивати, наприклад, 

такий параметр, як час перебування продукції у фронті готових продукцій. До 

даного типу керування відноситься задавання послідовності пріоритетів за 

допомогою спеціальної каузальної семантичної мережі. У цьому випадку 

задається певний каузальний сценарій, рух за яким визначається виникаючими 

ситуаціями, і в кожній вершині якого задана функція вибору чергової 

продукції з фронту готових продукцій. 

− Модель дошки оголошень (модель класної дошки) – стратегія 

вирішення складних системних задач із залученням різнорідних джерел знань, 

взаємодіючих через загальне інформаційне поле – модель керування, що 

успішно застосовується для вирішення задач, які вимагають координації 

різних процесів або джерел знання, яка ґрунтується на ідеї спускових функцій 

(див . рис. 4.2). 

Рисунок 4.2 – Архітектура дошки оголошень 

Метою розробки моделі дошки оголошень було створення такої 

системи, що компенсує обмеженість монотонних виведень і може 

застосовуватися для вирішення складних проблем за рахунок використання 

механізму поділу джерел знань та їхніх погоджених дій у загальній робочій 

пам’яті зі збереженням при цьому такої переваги продукційної системи, як 

модульність знань. 
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Дошка оголошень (класна дошка – blackboard) – центральна глобальна 

база даних, призначена для зв’язку незалежних асинхронних джерел знань. 

Як правило, на дошці оголошень виділяють спеціальні поля для 

формування умов застосовності ядер продукцій, різні для різних сфер 

застосування  продукцій,  спеціальні  поля  для  запису  результатів  

спрацьовування продукцій і для запису постумов, якщо вони адресовані 

іншими продукціям. 

Кожне джерело знань (knowledge source) є групою однотипних 

продукційних правил та одержує свої дані від дошки оголошень, обробляє їх і 

повертає результати дошці оголошень для їхнього подальшого використання 

іншими джерелами знань. Це ізольовані процеси, що діють відповідно до своїх 

власних специфікацій (опису). Тому при рівнобіжній обробці інформації або 

мультипроцесорній системі ці системи беруть участь у вирішенні єдиної задачі 

незалежно одна від одної. Це асинхронна система, оскільки кожне джерело 

знань, починає свою роботу, коли знаходить відповідні вхідні дані на дошці 

оголошень. Закінчивши обробку даних, воно повертає свої результати й очікує 

нових вхідних даних. 

Якщо джерело знань на одному рівні не може обробити (осмислити) 

передані йому дані, то воно робить запит до відповідного джерела про нові 

дані. Потім, одержавши нові дані, робить ще одну спробу їхньої обробки або 

приймає іншу гіпотезу відносно  спочатку отриманих даних. Усі процеси  є 

асинхронними і керованими на основі даних. Вони запускаються з появою 

вхідних даних і продовжують роботу, поки не закінчать завдання, потім 

повертають свої результати і чекають наступного завдання. 

Одне з джерел знань, називане планувальником, обробляє повідомлення  

про  результати  обробки  інформації,  передані  між  іншими  джерелами знань. 

Планувальник ранжирує результати діяльності кожного джерела знань і за 

допомогою пріоритетної черги забезпечує деякий напрямок вирішення задачі. 

Якщо жодне з джерел знань не активним, планувальник вирішує, що задача є 

завершеною, і припиняє свою роботу. 
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З принципом дошки оголошень може комбінуватися принцип керування 

за допомогою метапродукцій, оскільки він вимагає перевірки деяких умов, що 

фіксуються в робочому полі пам’яті, а також інші принципи керування. 

Перевагами продукційних моделей є: 

− модульність організації знань у вигляді продукційних правил; 

− незалежність правил, що виражають самостійні фрагменти знань про 

предметну область. Важливий аспект у моделюванні продукційних систем – 

це відсутність синтаксичної взаємодії між продукційними правилами. Правила 

можуть тільки впливати на активізацію інших правил, змінюючи зразок у 

робочій пам’яті. Правила не можуть «викликати» інше правило 

безпосередньо. При цьому вони не можуть установлювати значення змінних в 

інших продукційних правилах. Область дії змінних цих правил обмежена 

окремим правилом.  Ця  синтаксична  незалежність  сприяє  інкрементальній  

розробці експертних  систем  шляхом  послідовного  додавання,  видалення  

або  зміни знань (правил) системи; 

− простота створення і розуміння окремих правил; 

− легкість і природність модифікації знань; 

− відділення керуючих знань, забезпечуваних циклом «розпізнання – 

дія» продукційної системи, від предметних знань, зосереджених 

безпосередньо в правилах, що дозволяє застосовувати різні керуючі стратегії і 

легко змінювати базу знань, а також не вимагає зміни коду програми 

керування і, навпаки, дозволяє змінювати код керуючої частини програми, не 

торкаючи набір правил виведення; 

− природний паралелізм у системі продукцій, асинхронність їхньої 

реалізації, що роблять продукційні системи зручною моделлю обчислень для 

ЕОМ нової архітектури, у якій ідея паралельності й асинхронності є 

центральною; 

− простота механізму логічного виведення; 

− гнучкість у застосуванні знань; 
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− природна відповідність пошуку в просторі станів: компоненти 

продукційної системи природно відображаються в логічну структуру пошуку 

в просторі станів. Послідовні  стани робочої  пам’яті  складають вершини 

графа простору станів. Правила виведення – набір можливих переходів між 

станами. Вирішення конфліктів забезпечує вибір переходу (гілки) у просторі 

станів. Ці правила спрощують виконання, відлагодження і документування 

методів пошуку. 

Недоліками  продукційних  моделей  є:  неясність  взаємних  відношень 

правил; складність оцінки цілісного образа знань; украй низька ефективність 

обробки; відмінність від людської структури знань; складність перевірки 

несуперечності системи продукцій при великому числі продукцій, що змушує 

при додаванні нових продукцій витрачати багато часу на перевірку 

несуперечності нової системи; недетермінованість (неоднозначність вибору 

виконуваної продукції з фронту активізованих продукцій), що обумовлює 

принципові труднощі при перевірці коректності роботи системи  (вважається, 

що якщо в інтелектуальній системі число продукцій досягає тисячі, то мало 

шансів, що система продукцій у всіх випадках буде правильно 

функціонувати). 

4.2. Дерева рішень 

Дерева рішень (дерева вирішальних правил) – один з методів 

автоматичного аналізу даних, що задає спосіб подання правил виду «Якщо – 

то» в ієрархічній послідовній  структурі, де кожному об’єкту відповідає 

єдиний вузол, що дає рішення. 

Основними поняттями теорії дерев рішень, є: 

− об’єкт – приклад, шаблон, спостереження; 

− атрибут – ознака, незалежна змінна, властивість; 

− мітка класу – залежна (цільова) змінна, ознака, що визначає клас 

об’єкта; 

− вузол – внутрішній вузол дерева, вузол перевірки; 

− лист – кінцевий вузол дерева, вузол рішення; 
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− перевірка (test) – умова у вузлі. 

Перші ідеї створення дерев рішень запропоновано у роботах П. 

Ховленда (P. Hoveland) та Е. Ханта (E. Hunt) наприкінці 50-х років XX 

століття. 

Область застосування дерев рішень у даний час є дуже широкою, але 

всі задачі, розв’язувані цим апаратом, можуть бути об’єднані в такі три класи. 

− Опис даних: дерева рішень дозволяють зберігати дані про об'єкти в 

компактній формі. 

− Класифікація:  дерева  рішень  відмінно  справляються  з  задачами 

класифікації, тобто з віднесенням об’єктів до одного з заздалегідь відомих 

класів . Цільова змінна повинна мати дискретні значення. 

− Регресія: якщо цільова змінна має неперервні значення, дерева рішень  

дозволяють  установити  залежність  цільової  змінної  від  незалежних 

(вхідних) змінних . Наприклад, до цього класу відносяться задачі чисельного 

прогнозування (передбачення значень цільової змінної). 

Побудова дерева рішень 

Нехай  нам  задана  деяка  навчаюча  множина  T,  що  містить  об’єкти 

(приклади),  кожний  з яких  характеризується  m  атрибутами,  причому один 

з них указує на приналежність об’єкта до визначеного класу . Тоді дерево 

рішень може бути побудоване в результаті виконання таких дій . 

Нехай через 𝐶1, 𝐶2, …⁡, 𝐶𝑘 позначено класи (значення міток класів), тоді 

існують три ситуації: 

− множина T містить один або більше прикладів, що відносяться до 

одного класу 𝐶𝑘. Тоді дерево рішень для Т – це лист, що визначає клас 𝐶𝑘; 

− множина T не містить жодного приклада, тобто порожня множина. 

Тоді це знову лист, і клас, асоційований з листом, вибирається з іншої 

множини відмінного від T, скажімо, з множини, асоційованої з батьком; 

− множина  T  містить  приклади,  що  відносяться  до  різних  класів. У 

цьому випадку варто розбити множину T на деякі підмножини. Для цього 

вибирається одна з ознак, що має два і більше відмінних одне від одного 
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значень 𝑂1, 𝑂2, …⁡, 𝑂𝑛. T розбивається на підмножини 𝑇1, 𝑇2, …⁡ , 𝑇𝑛, де кожна 

підмножина 𝑇𝑖 містить усі приклади, що мають значення 𝑂𝑖 для обраної 

ознаки. Ця процедура буде рекурсивно продовжуватися доти, поки кінцева 

множина не буде складатися з прикладів, що відносяться до одного й того ж 

самого класу. 

Вищеописана процедура лежить в основі багатьох сучасних методів 

побудови  дерев рішень,  цей  метод  відомий  ще  під  назвою  поділ  і 

захоплення (divide and conquer). Очевидно, що при використанні цього методу, 

побудова дерева рішень буде відбувається зверху вниз. 

Оскільки всі об’єкти були заздалегідь віднесені до відомих нам класів, 

такий  процес  побудови  дерева  рішень  називається  навчанням  із учителем 

(supervised learning). Процес навчання також називають індуктивним 

навчанням або індукцією дерев (tree induction). 

На сьогоднішній день існує значне число методів, що реалізують дерева 

рішень: CART, C4.5, NewId, ITrule, CHAID, CN2 і т.д. Але найбільше 

поширення і популярність одержали: 

− C4.5 – метод побудови дерева рішень, де кількість нащадків у вузла є  

необмеженою.  Не  вміє  працювати  з  неперервними  цільовими  змінними, 

тому вирішує тільки задачі класифікації; 

− CART (Classification and Regression Tree) – метод побудови бінарного 

дерева рішень – дихотомічної класифікаційної моделі. Кожен вузол дерева при 

розбитті має тільки двох нащадків. Як видно з назви методу, він вирішує задачі 

класифікації і регресії. 

Більшість з відомих методів є «жадібними методами». Якщо один раз 

був обраний атрибут, і за ним було зроблено розбиття на підмножини, то метод 

не може повернутися назад і вибрати інший атрибут, що дав би краще 

розбиття. І тому на етапі побудови не можна сказати чи дасть обраний атрибут, 

в остаточному підсумку, оптимальне розбиття. 

При побудові дерев рішень особлива увага приділяється вибору 

критерію атрибута, за яким піде розбиття, зупинки навчання і відсікання гілок. 
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Правило вибору ознаки для розбиття. Для побудови дерева на кожному 

внутрішньому вузлі необхідно знайти таку умову (перевірку), яка б розбивала 

множину, асоційовану з цим вузлом, на підмножини. У якості такої перевірки 

повинний бути обраний один з атрибутів. Загальне правило для вибору 

атрибута можна сформулювати в такий спосіб: обраний атрибут повинний 

розбити множину так, щоб одержувані в підсумку підмножини складалися з 

об’єктів, що належать до одного класу, або були максимально наближені до 

цього, тобто кількість об’єктів з інших класів («домішок») у кожній з цих 

множин була якнайменшою. Відомі різні критерії. 

− Теоретико-інформаційний критерій для вибору найбільш придатного 

атрибута запропонований Р. Куінленом (R. Quinlean) і використовується в 

методі C4.5 – удосконаленій версії методу ID3 (Iterative Dichotomizer): 

𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑋) = 𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇)– 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇), 

𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) = ⁡∑
|𝑇𝑖|

|𝑇|
𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇𝑖)

𝑛

𝑖=1

, 

де Info(T) – ентропія множини T, а |T| – потужність множини T – 

кількість прикладів у множині T. 

Множини 𝑇1, 𝑇2, …⁡ , 𝑇𝑛, отримані при розбитті вихідної множини T за 

перевіркою X. Вибирається атрибут, що дає максимальне значення за 

критерієм Gain(X). 

− Статистичний критерій – індекс Gini (на честь італійського 

економіста C. Gini) оцінює «відстань» між розподілами класів і 

використовується в методі CART, запропонованому Л. Брейманом (L. 

Breiman): 

𝐺𝑖𝑛𝑖(𝑐) = ⁡1 −⁡∑ 𝑝𝑗
2𝑘

𝑗=1   

де c – поточний вузол, а 𝑝𝑗 – імовірність класу j у вузлі c. 

Правило зупинки визначає, чи розбивати далі вузол або позначити його 

як лист. На додаток до основного методу побудови дерев рішень були 

запропоновані такі правила. 
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− Рання зупинка  (prepruning)  –  використання  статистичних  методів 

для оцінки доцільності подальшого розбиття. Рання зупинка процесу 

побудови приваблива в плані економії часу навчання, але цей підхід будує 

менш точні класифікаційні моделі і тому рання зупинка вкрай небажана. 

Рекомендується замість зупинки використовувати відсікання. 

− Обмеження глибини дерева: подальшу побудову зупиняють, якщо 

розбиття веде до дерева з глибиною, яка перевищує задане значення. 

− Розбиття  повинне  бути  нетривіальним,  тобто  вузли,  що  вийшли в 

результаті, повинні містити не менш заданої кількості прикладів. 

Цей список евристичних правил можна продовжити, але на сьогодні не 

існує такого правила, яке б мало велику практичну цінність. До цього питання 

варто підходити обережно, оскільки більшість цих правил є застосовними 

лише в якихось окремих випадках. 

Правило відсікання визначає, яким чином гілки дерева повинні 

відтинатися. 

Оскільки бажано мати дерево, що складається з малої кількості вузлів, 

яким  би відповідала велика кількість  об’єктів з  навчаючої вибірки, виникає 

задача побудови всіх можливих дерев, що відповідають навчаючій множині, і 

вибору з них дерева з найменшою глибиною. На жаль, ця задача є NP-повною, 

що було показано Л. Хайфілем (L. Hyafill) та Р. Ривестом (R. Rivest), і, як 

відомо, цей клас задач не має ефективних методів рішення. Для вирішення 

даної проблеми часто застосовується відсікання гілок (pruning). 

Під точністю розпізнавання для дерева рішень розуміється відношення  

правильно класифікованих  об’єктів при навчанні до загальної  кількості 

об’єктів з навчаючої множини, а під помилкою – кількість неправильно 

класифікованих. Припустимо, що нам відомий спосіб оцінки помилки для 

дерева,  гілок  і  листів. Тоді,  можливо  використовувати  таке  просте  правило: 

1) побудувати дерево; 2) відітнути або замінити піддеревом ті гілки, що не 

приведуть до зростання помилки. 
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На відміну від процесу побудови, відтинання гілок відбувається знизу 

нагору, рухаючи з листів дерева, відзначаючи вузли як листи, або заміняючи 

їх піддеревом. Хоча відтинання не є панацеєю, але в більшості практичних 

задач дає гарні результати, що дозволяє говорити про правомірність 

використання подібної методики. 

Іноді навіть усічені дерева можуть бути усе ще складними для 

сприйняття. У такому випадку можна удатися до методики витягу правил з 

дерева з подальшим створенням наборів правил, що описують класи. Для 

витягу правил необхідно досліджувати всі шляхи від кореня до кожного листа 

дерева. Кожен такий шлях дасть правило, де умовами будуть перевірки з 

вузлів, що зустрілися на шляху. 

Метод C4.5 висуває такі вимоги до структури і значень даних. Дані, 

необхідні для роботи методу, повинні бути подані у вигляді плоскої таблиці. 

Вся інформація про об’єкти із предметної області повинна описуватися у виді 

кінцевого набору ознак. Кожний атрибут повинен мати дискретне або числове 

значення. Самі атрибути не повинні мінятися від приклада до приклада і 

кількість атрибутів повинна бути фіксованою для всіх прикладів. Кожен 

приклад повинний бути асоційований з конкретним класом, тобто один з 

атрибутів повинний бути обраний як мітка класу. Класи повинні бути 

дискретними, тобто мати кінцеве число значень. Кожен приклад повинний 

однозначно відноситися до конкретного класу. Випадки, коли приклади 

належать до класу з імовірнісними  оцінками, виключаються. Кількість класів 

повинна бути значно меншою кількості прикладів. 

Метод побудови дерева. 

Нехай нам задана множина прикладів T, де кожний елемент цієї 

множини описується m атрибутами та мітка класу приймає значення 

𝐶1, 𝐶2, …⁡, 𝐶𝑘. 

Наша задача буде полягати в побудові ієрархічної класифікаційної 

моделі у виді дерева з множини прикладів T.  
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Процес побудови дерева буде відбуватися зверху вниз. Спочатку 

створюється корінь дерева, потім нащадки кореня і т.д. На першому кроці ми 

маємо порожнє дерево (є тільки корінь) і вихідну множину T (асоційовану з 

коренем). Потрібно розбити вихідну множину на  підмножини. Це можна 

зробити, вибравши один з атрибутів як перевірку. Тоді в результаті розбиття 

виходять n (по числу значень атрибута) підмножин і, відповідно, створюються 

n нащадків кореня, кожному з яких співставлено у відповідність свою 

підмножину, отриману при розбитті множини T. Потім ця процедура 

рекурсивно застосовується до всіх підмножин (нащадків кореня) і т.д. 

Розглянемо докладніше критерій вибору атрибута, за яким повинне піти 

розгалуження. Очевидно, що в нашому розпорядженні m (за числом атрибутів) 

можливих варіантів, з яких ми повинні вибрати самий придатний. Деякі 

методи виключають повторне використання атрибута при побудові дерева, але 

в нашому випадку ми таких обмежень накладати не будемо. Будь-який з 

атрибутів можна використовувати необмежену кількість разів при побудові 

дерева. 

Нехай ми маємо перевірку X (у якості перевірки може бути обраний 

будь-який атрибут), що приймає n значень 𝐴1, 𝐴2, …⁡ , 𝐴𝑛. Тоді розбиття T за 

перевіркою X дасть нам підмножини 𝑇1, 𝑇2, …⁡, 𝑇𝑛, при X рівному відповідно 

𝐴1, 𝐴2, …⁡, 𝐴𝑛. Єдина доступна інформація – те, яким чином класи розподілені в 

множині T і її підмножинах, одержуваних при розбитті за X. Це і 

використовують при визначенні критерію. 

Нехай 𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗 , 𝑆) – кількість прикладів з деякої множини S, що 

відносяться до того ж самого класу 𝐶𝑗. Тоді імовірність того, що випадково 

обраний приклад із множини S буде належати до класу 𝐶𝑗: 

𝑃⁡ = ⁡𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗 , 𝑆)⁡/⁡|𝑆|⁡. 

Відповідно до теорії інформації, кількість інформації, що міститься в 

повідомленні, залежить від її імовірності log2(𝑃
−1). Оскільки ми 

використовуємо логарифм із двійковою основою, то цей вираз дає кількісну 

оцінку в бітах. 
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Вираз 

𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇) = ⁡−∑
𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗 , 𝑇)

|𝑇|
log2 (

𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗 , 𝑇)

|𝑇|
)

𝑘

𝑗=1

 

дає оцінку середньої кількості інформації, необхідної для визначення 

класу приклада з множини T. У термінології теорії інформації цей вираз 

називається ентропією множини T. 

Ту ж оцінку, але тільки вже після розбиття множини T за X, дає вираз: 

𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) = ⁡∑
|𝑇𝑖|

|𝑇|
𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

Тоді критерієм для вибору атрибута буде така формула: 

𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑋) ⁡= ⁡𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇)⁡–⁡𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇). 

Даний критерій розраховується для всіх атрибутів. Вибирається атрибут, 

що максимізує даний вираз. Цей атрибут буде перевіркою в поточному вузлі 

дерева, а потім за цим атрибутом здійснюється подальша побудова дерева. 

Тобто у вузлі буде перевірятися значення за цим атрибутом і подальший рух 

по дереву буде здійснюватися в залежності від отриманої відповіді. 

Таке ж міркування можна застосувати до отриманих підмножин 

𝑇1, 𝑇2, …⁡ , 𝑇𝑛 і продовжити рекурсивно процес побудови дерева, доти, поки у 

вузлі не виявляться приклади з одного класу. 

Якщо в процесі роботи методу отримано вузол, асоційований з 

порожньою множиною (тобто жоден приклад не потрапив в даний вузол), то 

він позначається як лист, і як рішення листа обирається клас, що найбільш 

часто зустрічається у безпосереднього предка даного листа. 

З властивостей ентропії нам відомо, що максимально можливе значення 

ентропії досягається в тому випадку, коли всі його повідомлення є 

рівноімовірними. У нашому випадку, ентропія 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) досягає свого 

максимуму, коли частота появи класів у прикладах множини T є 

рівноімовірною. Нам же необхідно вибрати такий атрибут, щоб при розбитті 

за ним один із класів мав найбільшу імовірність появи. Це можливо в тому 
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випадку, коли ентропія 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) буде мати мінімальне значення і, відповідно, 

критерій 𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑋) досягне свого максимуму. 

У випадку числових атрибутів варто обрати деякий поріг, з яким повинні 

порівнюватися всі значення атрибута. Нехай числовий атрибут має кінцеве 

число значень. Позначимо їх  {𝑣1, 𝑣2, …⁡ , 𝑣𝑛}. Попередньо відсортуємо всі 

значення. Тоді будь-яке значення, що лежить між 𝑣𝑖  і 𝑣𝑖+1, поділяє всі приклади 

на дві множини: ті, котрі лежать ліворуч від цього значення {𝑣1, 𝑣2, …⁡ , 𝑣𝑖}, і ті, 

що праворуч  {𝑣𝑖+1, 𝑣𝑖+2, …⁡ , 𝑣𝑛}. Як поріг можна вибрати середнє між 

значеннями 𝑣𝑖  і 𝑣𝑖+1 : 𝑇𝐻𝑖 = 0,5(𝑣𝑖 + 𝑣𝑖+1). 

Таким чином, ми істотно спростили задачу знаходження порога, і 

привели до розгляду усього 𝑛– 1 потенційних граничних значень  

𝑇𝐻1, 𝑇𝐻2, …⁡, 𝑇𝐻𝑛−1.  Послідовно  для  всіх  потенційних  граничних  значень  

визначаються значення критерію 𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑇𝐻𝑖) і серед них вибирається те, що дає 

максимальне значення критерію. Далі це значення порівнюється зі значеннями 

критерію, підрахованими для інших атрибутів. Якщо з’ясується, що серед всіх 

атрибутів даний числовий атрибут має максимальне значення критерію, то як 

перевірка вибирається саме він. 

Слід зазначити, що всі числові тести є бінарними, тобто поділяють вузол 

дерева на дві гілки. 

Класифікація нових прикладів. 

Нехай ми маємо дерево рішень і хочемо використовувати його для 

розпізнавання нового об’єкта. Обхід дерева рішень починається з кореня 

дерева. На кожному внутрішньому вузлі перевіряється значення об’єкта Y за 

атрибутом, що відповідає перевірці в даному вузлі, і, у залежності від 

отриманої відповіді, знаходиться відповідне розгалуження, і по цій дузі 

рухаємося до вузла, що знаходиться на рівень нижче і т.д. Обхід дерева 

закінчується як тільки зустрінеться вузол рішення, що і дає назву класу об’єкта 

Y. 

За допомогою розглянутого методу можна одержати дерево рішень, 

незначним недоліком якого буде гіллястість, якщо приклади подані дуже 
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великою кількістю атрибутів. Цей недолік можна усунути, застосувавши 

відсікання (pruning) гілок. 

Поліпшений критерій розбиття. 

Критерій 𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑋) має один недолік – він надає переваги атрибутам, які 

мають багато значень. У випадку, якщо серед атрибутів зустрінеться такий, 

котрий для кожного приклада має унікальне значення, то при розбитті 

множини прикладів за цим атрибутом вийдуть підмножини, що містять тільки 

по одному прикладу. Оскільки всі ці множини «однозразкові», то і приклад 

відноситься, відповідно, до одного єдиного класу, тоді 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) = 0. 

Значить даний критерій приймає своє максимальне значення, і 

безсумнівно, що саме цей атрибут буде обраний методом. Однак, якщо 

розглянути проблему під іншим кутом – з погляду здібностей передбачення 

побудованої моделі, то стає очевидним уся марність такої моделі. 

Проблема вирішується введенням деякої нормалізації. Нехай суть 

інформації повідомлення, що відноситься до прикладу, указує не на клас, до 

якого приклад належить, а на вихід. Тоді, за аналогією з визначенням 𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇), 

маємо 

𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑋) = ⁡−∑
|𝑇𝑖|

|𝑇|
log2 (

|𝑇𝑖|

|𝑇|
)

𝑛

𝑖=1

 

Цей вираз оцінює потенційну інформацію, одержувану при розбитті 

множини T на n підмножин. 

Розглянемо вираз: 𝑔𝑎𝑖𝑛𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜(𝑋) ⁡= ⁡𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑋)/𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡𝑖𝑛𝑓𝑜(𝑋). 

Нехай цей вираз є критерієм вибору атрибута. 

Очевидно, що атрибут, який має унікальне значення для кожного 

приклада, не буде високо оцінений критерієм даного виразу. Нехай є k класів, 

тоді чисельник даного виразу максимально буде дорівнювати log2(𝑘) і нехай 

n – кількість прикладів у навчаючій вибірці й одночасно кількість значень 

атрибута, тоді знаменник максимально дорівнює log2(𝑛). Якщо припустити, 

що кількість прикладів свідомо більше кількості класів, то знаменник росте 

швидше, ніж чисельник, і, відповідно, вираз буде мати невелике значення. 
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Таким чином, ми можемо замінити критерій 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) на новий критерій 

𝑔𝑎𝑖𝑛𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜(𝑋), і знову ж вибрати той атрибут, що має максимальне значення за 

критерієм. Критерій 𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) використовувався в методі ID3, критерій 

𝑔𝑎𝑖𝑛𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜(𝑋) введено у модифікованому методі С4.5. 

Незважаючи на поліпшення критерію вибору атрибута для розбиття, 

метод може створювати вузли і листи, що містять незначну кількість 

прикладів. Щоб уникнути цього, варто скористатися ще одним евристичним 

правилом: при розбитті множини T, принаймні дві підмножини повинні мати 

не менше заданої мінімальної кількості прикладів 𝑘⁡(𝑘 > 1); звичайно вона 

дорівнює 2. У випадку невиконання цього правила, подальше розбиття цієї 

множини припиняється, і відповідний вузол відзначається як лист. Імовірно, 

що при такім обмеженні може виникнути ситуація коли приклади, асоційовані 

з вузлом, відносяться до різних класів. Як рішення для листа обирається клас, 

що найбільш часто зустрічається у вузлі, якщо ж прикладів рівна кількість з 

усіх класів, то рішення дає клас, що найбільш часто зустрічається у 

безпосереднього предка даного листа. 

При виборі порога для числових атрибутів, можна ввести доповнення: 

якщо мінімальне число прикладів у вузлі – k, тоді є сенс розглядати тільки 

значення 𝑇𝐻1, 𝑇𝐻2, …⁡ , 𝑇𝐻𝑛−1, оскільки при розбитті за першим і останнім k–1 

порогам у вузол попадає менше k прикладів. 

Пропущені дані. 

Метод побудови дерев рішень припускає, що для атрибута, обраного як  

перевірка,  існують  усі  значення,  хоча явно  це  ніде  не  стверджувалося. 

Тобто для будь -якого приклада з навчаючої вибірки існує значення за цим 

атрибутом. На практиці дані далекі від ідеальних, і часто зустрічаються 

пропущені, суперечні й аномальні дані. 

Одне з можливих рішень – не враховувати приклади з пропущеними 

значеннями. Варто підкреслити, що вкрай небажано відкидати весь приклад 

тільки тому, що за одним з атрибутів пропущене значення, оскільки ми 

ризикуємо втратити багато корисної інформації. 
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Тоді нам необхідно використовувати процедуру роботи з пропущеними 

даними. 

Нехай T – множина навчальних прикладів та X – перевірка за деяким 

атрибутом A. Позначимо через U кількість невизначених значень атрибута A. 

Будемо враховувати тільки ті приклади, у яких існують значення за атрибутом 

A. Тоді: 

𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇) = ⁡−∑
𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗 , 𝑇)

|𝑇| − 𝑈
log2 (

𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗 , 𝑇)

|𝑇| − 𝑈
)

𝑘

𝑗=1

 

𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇) = ⁡∑
|𝑇𝑖|

|𝑇| − 𝑈
𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

У цьому випадку при підрахунку 𝑓𝑟𝑒𝑞(𝐶𝑗, 𝑇) враховуються тільки 

приклади з існуючими значеннями атрибута A. 

Тоді критерій 𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑥) можна переписати: 

𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑋) ⁡= ⁡ (|𝑇|⁡– ⁡𝑈)(𝐼𝑛𝑓𝑜(𝑇)⁡–⁡𝐼𝑛𝑓𝑜𝑋(𝑇))⁡/⁡|𝑇| . 

Подібним чином змінюється і критерій gainratio. Якщо перевірка має n 

вихідних значень, то  критерій  gainratio розраховується як у випадку,  коли 

вихідна множина розділена на n+1 підмножин. 

Нехай тепер перевірка X з вихідними значеннями 𝑂1, 𝑂2, …⁡, 𝑂𝑛  обрана на 

основі модифікованого критерію Gain. 

Треба вирішити, що робити з пропущеними даними. Якщо приклад із 

множини T з відомим виходом  𝑂𝑖 асоційований з підмножиною  𝑇𝑖, імовірність 

того, що приклад із множини 𝑇𝑖, дорівнює 1. Нехай тоді кожний приклад з 

підмножини 𝑇𝑖 має вагу, яка вказує імовірність того, що приклад належить Ti. 

Якщо приклад має значення за атрибутом A, тоді вага дорівнює 1, у 

протилежному випадку приклад асоціюється з усіма множинами 𝑇1, 𝑇2, …⁡, 𝑇𝑛, з 

відповідними вагами |𝑇𝑖|⁡/⁡(|𝑇|⁡– ⁡𝑈), сума яких дорівнює одиниці. 

Коротко, цей підхід можна сформулювати в такий спосіб: 

передбачається, що пропущені значення за атрибутом імовірнісно розподілені 

пропорційно частоті появи існуючих значень. 
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Класифікація нових прикладів із пропущеними даними. 

Така ж методика застосовується, коли дерево використовується для 

класифікації нових прикладів. Якщо на якомусь вузлі дерева при виконанні 

перевірки з’ясовується, що значення відповідного атрибута приклада, який 

класифікується, є пропущеним, то метод досліджує всі можливі шляхи вниз по 

дереву і визначає з якою імовірністю приклад відноситься до різних класів. У 

цьому випадку, «класифікація» – це скоріше розподіл класів. Як тільки 

розподіл класів установлено, то клас, що має найбільшу імовірність появи, 

вибирається як відповідь дерева рішень. 

Слід зазначити, що крім підходу, використаного в даному методі, 

застосовуються й інші методики. В остаточному підсумку, успіх від 

використання того чи іншого методу роботи з пропущеними даними, прямо 

залежить як від предметної області, так і від самих даних. 

CART (Classification And Regression Tree – дерево класифікації і 

регресії) – метод бінарного дерева рішень, призначений для вирішення задач 

класифікації і регресії. Вперше опубліковано у 1984 р. Л. Брейманом та ін. 

Основними відмінностями методу CART від методів сімейства ID3 є: 

бінарне подання дерева рішень; функція оцінки якості розбиття; механізм 

відсікання дерева; метод обробки пропущених значень; побудова дерев 

регресії. 

Бінарне подання дерева рішень – в методі CART кожен вузол дерева 

рішень має двох нащадків. На кожному кроці побудови дерева правило, 

формоване у вузлі, поділяє задану множину прикладів (навчаючу вибірку) на 

дві частини: частину, у якій виконується правило (правий нащадок – right) і 

частину, у якій правило не виконується (лівий нащадок – left). Для вибору 

оптимального правила використовується функція оцінювання якості розбиття. 

Кожен вузол (структура або клас) повинний мати посилання на двох 

нащадків Left і Right – аналогічні структури. Також вузол повинний містити 

ідентифікатор  правила,  певним чином  описувати праву частину правила, 

містити інформацію про кількість або відношення прикладів кожного класу 
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навчаючої вибірки, що пройшла через вузол, і мати ознаку термінального 

вузла – листа. 

Функція оцінювання якості розбиття – критерій, що дозволяє оцінити 

якість поточного розбиття. 

Навчання  дерева рішень  відноситься  до  класу  навчання з  учителем, 

тобто навчаюча  і тестова вибірки містять класифікований  набір  прикладів. 

Оцінна  функція, використовувана методом  CART, базується на інтуїтивній 

ідеї зменшення нечистоти (невизначеності) у вузлі. 

В методі CART ідея нечистоти формалізована в індексі 𝐺𝑖𝑛𝑖(𝑇), де Т – 

набір даних, що містить дані n класів. 

Якщо набір Т розбивається на дві частини 𝑇1⁡і 𝑇2з числом прикладів у 

кожній 𝑁1 і 𝑁2 відповідно, тоді показник якості розбиття буде дорівнювати: 

𝐺𝑖𝑛𝑖𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡(𝑇) ⁡= ⁡
𝑁1
𝑁
𝐺𝑖𝑛𝑖(𝑇1) ⁡+⁡⁡

𝑁2
𝑁
𝐺𝑖𝑛𝑖(𝑇2). 

Найкращим вважається те розбиття, для якого 𝐺𝑖𝑛𝑖𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡(𝑇) є 

мінімальним. Позначимо N – число прикладів у вузлі – предку, L, R – число 

прикладів відповідно в лівому і правому нащадках, 𝑙𝑖  та 𝑟𝑖 – число екземплярів 

i-го класу в лівому та правому нащадках, відповідно. Тоді якість розбиття 

оцінюється за формулою: 

𝐺𝑖𝑛𝑖𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡 =
𝐿

𝑁
(1 −∑(

𝑙𝑖
𝐿
)
2𝑛

𝑖=1

) +
𝑅

𝑁
(1 −∑(

𝑟𝑖
𝑅
)
2

𝑛

𝑖=1

) → 𝑚𝑖𝑛 

Щоб зменшити обсяг обчислень формулу можна перетворити:  

𝐺𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡 =
1

𝐿
∑𝑙𝑖

2

𝑛

𝑖=1

+
1

𝑅
∑𝑟𝑖

2

𝑛

𝑖=1

→ 𝑚𝑎𝑥 

У результаті, кращим буде те розбиття, для якого величина 𝐺𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡  є 

максимальною. 

Правила розбиття – визначають принцип прийняття рішень у вузлах 

дерева рішень. 

Вектор предикторних змінних, подаваний на вхід дерева може містити 

як числові (порядкові) так і категоріальні змінні. У будь-якому випадку в 
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кожному вузлі розбиття йде тільки за однією змінною. Якщо змінна числового 

типу, то у вузлі формується правило виду 𝑥𝑖 ⁡≤ ⁡𝑐, де c – деякий поріг, що 

найчастіше вибирається як середнє арифметичне двох сусідніх упорядкованих 

значень змінної xi навчаючої вибірки. Якщо змінна категоріального типу, то у 

вузлі формується правило 𝑥𝑖 ⁡ ∈ 𝑉(𝑥𝑖), де 𝑉(𝑥𝑖) – деяка непорожня підмножина 

множини значень змінної xi у навчаючій вибірці. Отже, для n значень 

числового атрибута метод порівнює n–1 розбиттів, а для категоріального 

(2𝑛−1⁡– ⁡1). На кожному кроці побудови дерева метод послідовно порівнює всі 

можливі розбиття для всіх атрибутів і вибирає найкращий атрибут і найкраще 

розбиття для нього. 

Нехай джерело даних, необхідних для роботи методу, подане плоскою 

таблицею. Кожен рядок таблиці описує один приклад навчаючої/тестової 

вибірки. 

Кожен крок побудови дерева фактично складається із сукупності трьох 

трудомістких операцій. 

1. Сортування джерела даних за стовпцем є необхідним для обчислення 

порога, коли розглянутий у поточний момент часу атрибут має числовий тип. 

На кожному кроці побудови дерева число сортувань буде як мінімум 

дорівнювати кількості атрибутів числового типу. 

2. Поділ джерела даних. Після того, як знайдене найкраще розбиття, 

необхідно розділити джерело даних відповідно до правила формованого вузла 

і рекурсивно викликати процедуру побудови для двох половинок джерела 

даних. 

Обидві ці операції пов'язані (якщо діяти прямо) з переміщенням значних 

обсягів пам’яті. Тут навмисно джерело даних не називається таблицею, тому 

що можна істотно знизити часові витрати на побудову дерева, якщо 

використовувати індексоване джерело даних. Звертання до даних у такому 

джерелі відбувається не прямо, а за допомогою логічних індексів рядків даних. 

Сортувати і розділяти таке джерело можна з мінімальною втратою 

продуктивності. 
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3. Обчислення індексів Gsplit для всіх можливих розбиттів – операція, 

що займає 60–80 % часу виконання програми. Якщо є n – числових атрибутів 

і m – прикладів у вибірці, то виходить таблиця 𝑛 × (𝑚–1) – індексів, що займає 

великий обсяг пам’яті. Цього можна уникнути, якщо використовувати один 

стовпець для поточного атрибута й один рядок для кращих (максимальних) 

індексів для всіх атрибутів. Можна і зовсім використовувати тільки кілька 

числових значень, одержавши швидкий код, але такий, що погано читається. 

Значно збільшити продуктивність можна, якщо використовувати, що 𝐿⁡ =

⁡𝑁⁡– ⁡𝑅, 𝑙𝑖 =⁡𝑛𝑖 ⁡–⁡𝑟𝑖 , а⁡𝑙𝑖 ⁡⁡та⁡𝑟𝑖 ⁡ змінюються завжди і тільки на одиницю при 

переході на наступний рядок для поточного атрибута. Тобто підрахунок числа 

класів, а це основна операція, буде виконуватися швидко, якщо знати число 

екземплярів кожного класу усього в таблиці і при переході на новий рядок 

таблиці змінювати на одиницю тільки число екземплярів одного класу – класу 

поточного приклада. 

Усі можливі розбиття для категоріальних атрибутів зручно подавати за 

аналогією з двійковим поданням числа. Якщо атрибут має n – унікальних 

значень, то буде 2𝑛  – розбиттів. Перше (де всі нулі) і останнє (всі одиниці) нас 

не цікавлять, одержуємо 2𝑛 − 2. І оскільки порядок множин тут теж 

неважливий, одержуємо (2𝑛 − 2)/2 або (2𝑛−1 − 1) перших (з одиниці) 

двійкових подань. Якщо {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸} – усі можливі значення деякого 

атрибута X, то для поточного розбиття, що має подання, скажімо {0, 0, 1, 0, 1}, 

одержуємо правило 𝑋⁡𝑖𝑛⁡{𝐶, 𝐸} для правої гілки та [⁡𝑛𝑜𝑡⁡{0, 0, 1, 0, 1} ⁡=

⁡{1, 1, 0, 1, 0} ⁡= ⁡𝑋⁡𝑖𝑛⁡{𝐴, 𝐵, 𝐷}⁡] для лівої гілки. 

Часто значення атрибута категоріального типу подані в базі як строкові 

значення. У такому випадку швидше і зручніше створити кеш усіх значень 

атрибута і працювати не зі значеннями, а з індексами в кеші. 

Механізм відсікання дерева (minimal cost-complexity tree pruning) – 

найбільш серйозна відмінність методу CART від інших методів побудови 

дерева. CART розглядає відсікання як одержання компромісу між двома 
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проблемами: одержанням дерева оптимального розміру й одержанням точної 

оцінки імовірності помилкової класифікації. 

Основна проблема відсікання – велика кількість усіх можливих 

відсічених піддерев для одного дерева. Більш точно, якщо бінарне дерево має 

|𝑇| – листів, тоді існує ~[1,5028369|𝑇|] відсічених піддерев. І, якщо дерево має 

хоча б 1000 листів, тоді число відсічених піддерев стає просто величезним. 

Базова ідея методу – не розглядати всі можливі піддерева, обмежуючись 

тільки кращими представниками відповідно до приведеної нижче оцінки. 

Позначимо |𝑇| – число листів дерева, R(T) – імовірність помилки 

класифікації дерева, що дорівнює відношенню числа неправильно 

класифікованих прикладів до числа прикладів у навчаючій вибірці. Визначимо 

повну вартість (оцінку / показник витрата – складність) дерева Т як: 𝐶𝛼(𝑇) ⁡=

⁡𝑅(𝑇) + 𝛼⁡|⁡𝑇|, де α – деякий параметр, що змінюється від 0 до +∞. Повна 

вартість дерева складається з двох компонентів – помилки класифікації дерева 

і штрафу за його складність. Якщо помилка класифікації дерева є незмінною, 

тоді зі збільшенням α повна вартість дерева буде збільшуватися. Тоді в 

залежності від α менш гіллясте дерево, що дає велику помилку класифікації, 

може коштувати менше, ніж те, що дає меншу помилку, але є більш гіллястим. 

Визначимо 𝑇𝑚𝑎𝑥 – максимальне за розміром дерево, що має бути 

обрізане. Якщо ми зафіксуємо значення α, тоді існує найменше мінімізоване 

піддерево α, що задовольняє таким умовам. 

1. 𝐶𝑎(𝑇(𝑎)) = min
𝑇≤𝑇𝑚𝑎𝑥

𝐶𝑎(𝑇) 

2. Якщо 𝐶𝑎(𝑇) ⁡= ⁡𝐶𝑎(𝑇(𝑎)), то⁡𝑇(𝛼) ⁡⊆ ⁡𝑇. 

Перша умова говорить, що не існує такого піддерева дерева 𝑇𝑚𝑎𝑥, що 

мало б меншу вартість, ніж Т(α) при цьому значенні α. Друга умова говорить, 

що якщо існує більше одного піддерева, що має дану повну вартість, тоді ми 

вибираємо найменше дерево. 

Можна показати, що для будь -якого значення α існує таке найменше 

мінімізоване піддерево. Але ця задача не є тривіальною. Вона говорить, що не 
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може бути такого, коли два дерева досягають мінімуму повної вартості і вони 

є непорівнянними, тобто жодне з них не є піддеревом іншого. 

Хоча α має нескінченне число значень, існує кінцеве число піддерев 

дерева 𝑇𝑚𝑎𝑥. Можна побудувати послідовність зменшуваних піддерев дерева 

Tmax : 𝑇1 ⁡> ⁡𝑇2 ⁡> ⁡𝑇3 ⁡>⁡. . . > ⁡ {𝑡1}, (де 𝑡1 – кореневий вузол дерева) таку, що 

𝑇𝑘 ⁡– найменше мінімізоване піддерево для⁡𝛼⁡ ∈ ⁡ [𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1]. Це важливий 

результат, тому що це означає, що ми можемо одержати наступне дерево в 

послідовності, застосувавши відсікання до поточного дерева. Це дозволяє 

розробити ефективний метод пошуку найменшого мінімізованого піддерева 

при різних значеннях α. Перше дерево  в  цій послідовності – найменше  

піддерево дерева  𝑇𝑚𝑎𝑥,  що має таку ж помилку класифікації, як і Tmax, тобто 

𝑇1 = ⁡𝑇(𝛼⁡ = ⁡0). Якщо розбиття йде доти, поки в кожному вузлі залишиться 

тільки один клас, то 𝑇1 ⁡⁡= ⁡𝑇𝑚𝑎𝑥, але, оскільки часто застосовуються методи 

ранньої зупинки (prepruning), тоді може існувати піддерево дерева 𝑇𝑚𝑎𝑥, що 

має таку ж помилку класифікації. 

Метод обчислення 𝑇1 з 𝑇𝑚𝑎𝑥 є простим. Знайти будь-яку пару листів із 

загальним предком, що можуть бути об’єднані, тобто відсічені в батьківський 

вузол без збільшення помилки класифікації: 𝑅(𝑡) ⁡= ⁡𝑅(𝑙) ⁡+ ⁡𝑅(𝑟), де r та l – 

листи вузла t. Продовжувати доти, поки таких пар більше не залишиться. Так 

ми одержимо дерево, що має таку ж вартість як 𝑇𝑚𝑎𝑥 при 𝛼 = ⁡0, але менш 

гіллясте, ніж 𝑇𝑚𝑎𝑥. 

Позначимо як 𝑇𝑡 гілку дерева Т з кореневим вузлом t. 

Якщо ми відітнемо у вузлі t, тоді його внесок у повну вартість дерева T 

– 𝑇𝑡 стане С𝑎({𝑡}) ⁡= ⁡𝑅(𝑡) ⁡+ 𝛼, де 𝑅(𝑡) ⁡= ⁡𝑟(𝑡)𝑝(𝑡), 𝑟(𝑡) – це помилка 

класифікації вузла t і p(t) – пропорція випадків, що пройшли через вузол t. 

Альтернативний варіант: 𝑅(𝑡) = ⁡𝑚/𝑛, де m – число прикладів, 

класифікованих некоректно, а n – загальне число класифікованих прикладів 

для всього дерева. 

Внесок 𝑇𝑡 у повну вартість дерева Т складе 𝐶𝑎(𝑇𝑡) ⁡= ⁡𝑅(𝑇𝑡) ⁡+ ⁡𝛼⁡|⁡𝑇𝑡⁡|, 

де 
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𝑅(𝑇𝑡) = ∑ 𝑅(𝑡′)

𝑡′∈⁡𝑇𝑡

 

Дерево T – 𝑇𝑡  буде кращим ніж Т, коли 𝐶𝑎({𝑡}) ⁡= ⁡𝐶𝑎(𝑇𝑡) , оскільки при 

цій величині α вони мають однакову вартість, але  T – 𝑇𝑡  найменше з двох. 

Коли 𝐶𝑎({𝑡}) ⁡= ⁡𝐶𝑎(𝑇𝑡) ми одержуємо: 𝑅(𝑇𝑡) + 𝛼⁡|⁡𝑇𝑡⁡| ⁡⁡= ⁡𝑅(𝑡) + 𝛼, 

вирішуючи для α, одержуємо: 𝛼⁡ = ⁡ (𝑅(𝑡)⁡– ⁡𝑅(𝑇𝑡))/(|𝑇𝑡|⁡– 1). 

Оскільки для будь -якого вузла t у 𝑇1, якщо ми збільшуємо α, тоді коли 

𝛼 =⁡ (𝑅(𝑡)⁡– ⁡𝑅(𝑇1, 𝑡))/(|𝑇1, 𝑡⁡|⁡– 1), дерево, отримане відсіканням у вузлі t, 

буде кращим ніж 𝑇1. 

Обчислимо це значення α для кожного вузла в дереві 𝑇1, і потім виберемо 

слабкі зв’язки (їх може бути більше одного), тобто вузли для яких величина 

𝑔(𝑡) = (𝑅(𝑡)–𝑅(𝑇1, 𝑡))/(|𝑇1, 𝑡|– 1) є найменшою. Ми відтинаємо 𝑇1 у цих 

вузлах, щоб одержати 𝑇2 – наступне дерево в послідовності. Потім ми 

продовжуємо цей процес для отриманого дерева і так поки ми не одержимо 

кореневий вузол (дерево в якого є тільки один вузол). 

Метод обчислення послідовності дерев. 

Крок 1. Установити: 𝑇1 ⁡= ⁡Т(𝛼 = 0), 𝛼1⁡ = ⁡0, 𝑘⁡ = ⁡1. 

Крок 2. Поки 𝑇𝑘 більше ніж дерево, що складається тільки з одного вузла 

– кореня, виконувати кроки 2.1–2.4. 

Крок 2.1 Для всіх нетермінальних вузлів у 𝑡 ∈ 𝑇𝑘: 

𝑔𝑘(𝑡) ⁡= ⁡ (𝑅(𝑡)⁡– ⁡𝑅(𝑇𝑘,𝑡))/(|⁡𝑇𝑘,𝑡⁡|⁡– ⁡1). 

Крок 2.2 Установити: 𝑎𝑘+1 ⁡= ⁡min
𝑡
𝑔𝑘(𝑡). 

Крок 2.3 Обійти униз усі вузли й обрізати ті, де 𝑔𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘+1, щоб 

одержати 𝑇𝑘+1.  

Крок 2.4 Установити:⁡𝑘 = 𝑘⁡ + ⁡1. Перейти до кроку 2. 

Вузли необхідно обходити вниз, щоб не відтинати вузли, що відсічуться 

самі собою, у результаті відсікання n-го предка. 

Вибір фінального дерева. 
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Отже, ми маємо послідовність дерев і нам необхідно вибрати краще 

дерево з неї – те, що ми і будемо використовувати надалі. Найбільш очевидним 

є вибір фінального дерева через тестування на тестовій вибірці. Дерево, що 

дало мінімальну помилку класифікації, і буде кращим. Однак, це не єдиний 

можливий шлях. 

Природно, якість тестування багато в чому залежить від обсягу тестової 

вибірки і рівномірності даних, що потрапили в навчаючу і тестову вибірки. 

Часто можна спостерігати, що послідовність дерев дає помилки близькі 

одна до одної. Ця довга плоска послідовність є дуже чуттєвою до даних, що 

будуть обрані як тестова вибірка. Щоб зменшити цю нестабільність CART 

використовує 1–SE правило: вибирається мінімальне за розміром дерево з 𝑅𝑡𝑠  

у межах інтервалу [𝑚𝑖𝑛⁡𝑅𝑡𝑠,𝑚𝑖𝑛⁡𝑅𝑡𝑠 ⁡+ ⁡𝑆𝐸], де 𝑅𝑡𝑠 – помилка класифікації 

дерева, SE – стандартна помилка, що є оцінкою реальної помилки: 𝑆𝐸(𝑅𝑡𝑠) ⁡=

⁡(𝑅𝑡𝑠(1–𝑅𝑡𝑠)⁡/⁡𝑛𝑡𝑒𝑠𝑡)0,5, де 𝑛𝑡𝑒𝑠𝑡 – число прикладів у тестовій вибірці. 

Перехресна   перевірка   (V-fold   cross-validation)   –   найоригінальніша 

і найскладніша частина методу CART. Цей шлях вибору фінального дерева 

використовується, коли набір даних для навчання малий або кожний запис у 

ньому по своєму унікальний так, що ми не можемо виділити вибірку для 

навчання і вибірку для тестування. 

У такому випадку будуємо дерево на всіх даних, обчислюємо 𝛼1, 𝛼2⁡,

. . .⁡⁡ , 𝛼𝑘 ⁡⁡та⁡𝑇1 ⁡⁡> 𝑇2 ⁡⁡>⁡. . .⁡⁡> ⁡𝑇𝑁. Позначимо 𝑇𝑘 – найменше мінімізоване 

піддерево для 𝛼 ∈ [𝛼𝑘; ⁡𝛼𝑘+1). 

Тепер ми хочемо вибрати дерево з послідовності, але уже 

використовували всі наявні дані . Хитрість у тому, що ми збираємося 

обчислити помилку дерева 𝑇𝑘 із послідовності непрямим шляхом. 

Крок 1. Установимо: 𝛽1 ⁡= 0, 𝛽2 = √𝛼2𝛼3⁡⁡,⁡⁡⁡𝛽3 = √𝛼3𝛼4⁡⁡, … ⁡ , 𝛽𝑁−1 =

√𝛼𝑁−1𝛼𝑁⁡, 𝛽𝑁 ⁡= ⁡∞. Вважається, що 𝛽𝑘  буде типовим значенням для 

[𝛼𝑘; ⁡𝛼𝑘+1) і, отже, як значення відповідає 𝑇𝑘. 

Крок 2. Розділимо весь набір даних на V груп однакового розміру 𝐺1, 𝐺2⁡,

. . .⁡⁡ , 𝐺𝑉. Брейман рекомендує брати 𝑉⁡ = ⁡10. Потім для кожної групи 𝐺𝑖: 
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Крок 2.1 Обчислити послідовність дерев за допомогою описаного вище 

механізму відсікання на всіх даних, крім 𝐺𝑖, і визначити 

𝑇(𝑖)(𝛽1), 𝑇
(𝑖)(𝛽2),…⁡, 𝑇

(𝑖)(𝛽𝑁) для цієї послідовності. 

Крок 2.2 Обчислити помилку дерева 𝑇(𝑖)(𝛽𝑘) на 𝐺𝑖. Тут 𝑇(𝑖)(𝛽𝑘) означає 

найменше мінімізоване піддерево з послідовності, побудоване на всіх даних, 

крім 𝐺𝑖 для 𝛼⁡ = ⁡𝛽𝑘. 

Крок 3. Для кожного 𝛽𝑘 підсумовувати помилку 𝑇(𝑖)(𝛽𝑘) за всіма 

𝐺𝑖 ⁡⁡(𝑖⁡ = ⁡1, . . . , 𝑉). Нехай βh буде з найменшою загальною помилкою. Оскільки 

𝛽ℎ  відповідає дереву 𝑇ℎ, ми вибираємо 𝑇ℎ з послідовності, побудованої на всіх 

даних як фінальне дерево. Показник помилки, обчислений за допомогою 

перехресної перевірки, можна використовувати як оцінку помилки дерева. 

Альтернативний шлях – щоб вибрати фінальне дерево з послідовності на 

останньому кроці можна знову використовувати 1–SE правило. 

Метод обробки пропущених значень. 

Більшість методів інтелектуального аналізу даних припускає відсутність 

пропущених значень. У практичному аналізі це припущення часто  є невірним. 

До пропущених даних можуть привести такі причини: 

1. Респондент не бажає відповідати на деякі з поставлених питань. 

2. Помилки при введенні даних. 

3. Об’єднання не зовсім еквівалентних наборів даних. 

Найбільш загальне рішення – відкинути дані, що містять один чи кілька 

порожніх атрибутів. Однак це рішення має свої недоліки: 

1. Зсув даних. Якщо викинуті дані лежать трохи осторонь від залишених, 

тоді аналіз може дати упереджені результати. 

2. Зменшення потужності. Може виникнути ситуація, коли прийдеться 

викинути багато даних. У такому випадку точність прогнозу сильно 

зменшується. 

Якщо необхідно  будувати і використовувати дерево на неповних даних, 

тоді необхідно вирішити питання: 

1. Як визначити якість розбиття? 
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2. У яку гілку необхідно послати спостереження, якщо пропущено 

змінну, на яку приходиться найкраще розбиття (побудова дерева і 

тренування)? 

Помітимо, що спостереження з пропущеною міткою класу є 

непотрібним для побудови дерева і буде викинуто. 

Щоб визначити якість розбиття CART просто ігнорує пропущені 

значення. Для вирішення, по якому шляху посилати спостереження з 

пропущеної змінної, утримуючої найкраще розбиття, CART  обчислює так 

називане сурогатне розбиття. Воно створює найбільш близькі до кращої 

підмножини прикладів у поточному вузлі. Щоб визначити значення 

альтернативного розбиття як сурогатного ми створюємо таку крос-таблицю. 

𝑝(𝑙∗, 𝑙′) 𝑝(𝑙∗, 𝑟′) 

𝑝(𝑟∗, 𝑙′) 𝑝(𝑟∗, 𝑟′) 

У цій таблиці 𝑝(𝑙∗, 𝑙′) позначає пропорцію випадків, що будуть послані 

в ліву гілку при кращому s* і альтернативній розбитті s' і аналогічно для 

𝑝(𝑟∗, 𝑟′), оскільки 𝑝(𝑙∗, 𝑙′) ⁡+ ⁡𝑝(𝑟∗, 𝑟′) – пропорція випадків, що послані в ту 

саму гілку для обох розбиттів. Це міра подібності розбиттів або інакше це 

говорить, наскільки добре ми прогнозуємо шлях, по якому посланий випадок 

найкращим розбиттям, дивлячись на альтернативне розбиття. Якщо⁡(𝑙∗, 𝑙′) ⁡+

⁡𝑝(𝑟∗, 𝑟′) ⁡⁡< ⁡0,5, тоді ми можемо одержати кращий сурогат, помінявши ліву і 

праву гілки для альтернативного розбиття . Крім того, необхідно помітити, що 

пропорції в таблиці обчислені, коли обидві змінні (сурогатна й альтернативна) 

є спостережними. 

Альтернативні розбиття з 𝑝(𝑙∗, 𝑙′) ⁡+ ⁡𝑝(𝑟∗, 𝑟′) ⁡> ⁡𝑚𝑎𝑥(𝑝(𝑙∗), 𝑝(𝑟∗)) 

відсортовані в спадному порядку подібності. Тепер, якщо пропущено змінну 

кращого розбиття, тоді використовуємо першу із сурогатних у списку, якщо 

пропущена вона, тоді наступну і т. д. Якщо пропущено всі сурогатні змінні, то 

використовуємо 𝑚𝑎𝑥(𝑝(𝑙∗), 𝑝(𝑟∗)). 

Регресія. 
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Побудова дерева регресії багато в чому є схожою з деревом класифікації. 

Спочатку ми будуємо дерево максимального розміру, потім обрізаємо дерево 

до оптимального розміру. 

Основна перевага дерев у порівнянні з іншими методами регресії – 

можливість працювати з багатомірними задачами і задачами, у яких є 

присутньою залежність вихідної змінної від змінних категоріального типу. 

Основна  ідея  –  розбиття  всього  простору  на  прямокутники,  

необов’язкового  однакового розміру,  у яких вихідна змінна  вважається  

постійною. Помітимо, що існує сильна залежність між обсягом навчаючої 

вибірки і помилкою відповіді дерева. 

Процес побудови дерева відбувається послідовно. 

На першому кроці ми одержуємо регресійну оцінку просто як константу 

по всьому простору прикладів. Константу розраховуємо як середнє 

арифметичне вихідної змінної у навчаючій вибірці. Отже, якщо ми позначимо 

всі значення вихідної змінної як 𝑌1, 𝑌2, …⁡ , 𝑌𝑛 , тоді регресійна оцінка виходить: 

𝑓(𝑥𝑖) =
𝐼𝑅(𝑥𝑖)

𝑛
∑𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

 

де R – простір навчальних прикладів, n – число прикладів, 𝐼𝑅(𝑥) – 

індикаторна функція простору – фактично, набір правил, що описують 

попадання змінної 𝑥𝑖 у простір. Ми розглядаємо простір R як прямокутник. На 

другому кроці ми поділяємо простір на дві частини. Вибирається деяка змінна 

xi  і якщо змінна числового типу, тоді ми визначаємо: 𝑅1 = {𝑥𝑖 ∈ 𝑅:⁡𝑥𝑖 ⁡≤ ⁡𝑎} , 

𝑅2 = {𝑥𝑖 ∈ 𝑅:⁡𝑥𝑖 > ⁡𝑎}. 

Якщо xi  категоріального типу з можливими значеннями 𝐴1, 𝐴2, …⁡, 𝐴𝑞, 

тоді вибирається деяка підмножина 𝐼 ⊂ {𝐴1, . . .⁡⁡𝐴𝑛⁡} і ми визначаємо: 𝑅1 =

{𝑥𝑖 ∈ 𝑅:⁡𝑥𝑖 ⁡ ∈ ⁡𝐼}, 𝑅2 = {𝑥𝑖 ∈ 𝑅:⁡𝑥𝑖 ⁡ ∈ ⁡ {𝐴1, 𝐴2, …⁡ , 𝐴𝑞}\𝐼}. 

Регресійна оцінка приймає вид: 

𝑓(𝑥𝑖) =
𝐼𝑅1(𝑥𝑖)

|𝐼1|
∑𝑌𝑖
𝐼1

+
𝐼𝑅2(𝑥𝑖)

|𝐼2|
∑𝑌𝑖
𝐼2
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де 𝐼1 ⁡= ⁡ {𝑖, 𝑥1 ∈ ⁡𝑅1}, |⁡𝐼1| – число елементів у⁡⁡𝐼1, 𝐼2 ⁡= ⁡ {𝑖, 𝑥1 ∈ ⁡𝑅2}, |⁡𝐼2| 

– число елементів у  𝐼2. 

Краще розбиття вибирається в такий спосіб. Як оцінка тут слугує сума 

квадратів різниць: 

𝐸 =⁡∑(𝑌𝑖 − 𝑓(𝑥1))
2

𝑛

𝑖=1

 

Вибирається розбиття з мінімальною сумою квадратів різниць. 

Ми продовжуємо розбиття доти, поки в кожному підпросторі не 

залишиться мале число прикладів або сума квадратів різниць не стане менше 

деякого порога. 

Відсікання, вибір фінального дерева відбуваються аналогічно дереву 

класифікації. Єдина відмінність – визначення помилки відповіді дерева: 

𝑅(𝑓) ⁡= ⁡𝐸/𝑛, чи, інакше кажучи, середньоквадратичної помилки відповіді. 

Вартість дерева дорівнює: 𝐶𝑎(𝑓) ⁡= ⁡𝑅(𝑓) ⁡+ ⁡𝛼|𝑓|. 

Інші операції відбуваються аналогічно дереву класифікації. 

Метод  CART  успішно  поєднує  у  собі  якість  побудованих  моделей і, 

при вдалій реалізації,  високу швидкість їхньої  побудови.  Містить у  собі 

унікальні методики обробки пропущених значень і побудови оптимального 

дерева сукупністю методів cost-complexity pruning і V-fold cross-validation. 

Існує також кілька модифікованих версій методу CART. 

Метод IndCART, є частиною пакета Ind і відрізняється від CART 

використанням іншого способу обробки пропущених значень, не здійснює 

регресійну частину методу CART і має інші параметри відсікання. 

Метод DB-CART (distribution based CART) базується на такій ідеї: 

замість того щоб використовувати навчаючий набір даних для визначення 

розбиттів, використовуємо його для оцінки розподілу вхідних і вихідних 

значень і потім використовуємо цю оцінку, щоб визначити розбиття. 

Стверджується, що ця ідея дає значне зменшення помилки класифікації, у 

порівнянні зі стандартними методами побудови дерева. 
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Перевагами дерев рішень є: швидкий процес навчання; генерація правил 

в галузях, де експерту важко формалізувати свої знання; витяг правил 

природною мовою; інтуїтивно зрозуміла класифікаційна модель; висока 

точність прогнозу, порівнянний з іншими методами (статистика, нейронні 

мережі); побудова непараметричних моделей. 

У силу цих і багатьох інших причин, методологія дерев рішень є 

важливим інструментом у роботі кожного фахівця, що займається аналізом 

даних, поза залежністю від того практик він або теоретик.
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РОЗДІЛ 5. РЕАЛІЗАЦІЯ СИСТЕМИ ІНТЕЛЕКТУАЛЬНОГО АНАЛІЗУ 

ДАНИХ НА ОСНОВІ НЕЧІТКОЇ ЛОГІКИ 

 

У сучасному світі, коли обсяги інформації стрімко зростають, розробка 

інтелектуальних систем прийняття рішень стає дедалі актуальнішою. 

Особливого значення такі системи набувають у галузі інженерії знань, де 

необхідно працювати з неточною, невизначеною чи нечітко визначеною 

інформацією. Використання методів нечіткого аналізу даних у поєднанні з 

нечітким логічним виведенням дозволяє створювати потужні системи, які 

здатні моделювати процеси прийняття рішень людиною, адаптуючи їх до 

реальних умов. 

Метою цього дослідження є розробка системи автоматизованого 

прийняття рішень на основі нечітких продукційних моделей. У рамках цієї 

роботи було реалізовано систему, яка може знаходити застосування у 

практичних задачах, таких як медична діагностика, екологічний моніторинг чи 

управління виробничими процесами. Основна увага приділяється створенню 

бази знань у вигляді нечітких правил, впровадженню механізму нечіткого 

логічного виведення та демонстрації ефективності системи на конкретному 

прикладі. 

5.1. Постановка задачі 

Розробка інтелектуальних систем прийняття рішень є ключовим 

завданням у галузі інженерії знань, особливо коли потрібно працювати з 

неточною або неповною інформацією. Одним із таких прикладів є задачі, що 

стосуються медичної діагностики, де рішення повинні враховувати багато 

факторів одночасно. Основною метою цього дослідження є розробка системи 

автоматизованого прийняття рішень, яка може бути використана для оцінки 

ризику серцево-судинних захворювань. Завданням є створення нечіткої 

моделі, яка дозволяє оцінити цей ризик на основі аналізу трьох основних 

параметрів: віку пацієнта, рівня холестерину та артеріального тиску. 

Основні характеристики задачі 
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Задача ускладнюється через неоднозначність даних. Наприклад, 

нормальний рівень холестерину чи артеріального тиску може значно 

відрізнятися залежно від віку пацієнта. Крім того, вплив кожного з параметрів 

не є лінійним, що ускладнює використання традиційних методів аналізу даних. 

Тому було обрано підхід на основі нечіткої логіки, який дозволяє працювати з 

нечітко визначеними даними та моделювати процес прийняття рішень 

людиною. 

Цілі задачі 

Метою є створення системи, яка забезпечує такі можливості: 

1. Визначення нечітких змінних для вхідних параметрів: віку, 

холестерину та артеріального тиску. 

2. Розробка бази знань у вигляді правил, які описують взаємозв'язок між 

вхідними змінними та оцінкою ризику. 

3. Реалізація механізму нечіткого виведення, який дозволяє обчислити 

ризик на основі заданих значень вхідних параметрів. 

4. Забезпечення інтерфейсу, який дозволяє користувачеві вводити дані 

та отримувати результат у зрозумілому форматі. 

 

5.2. Етапи реалізації системи 

 

Визначення вхідних і вихідних змінних 

На першому етапі розробки системи необхідно визначити ключові 

змінні, які впливають на прийняття рішення. Для цієї задачі обрано три 

основні вхідні параметри: 

− Вік. Параметр віку є важливим індикатором, оскільки ризик серцево-

судинних захворювань значно підвищується з віком. Для його моделювання в 

рамках системи використовується поділ на три нечіткі множини: молодий, 

середній та старший. 

− Рівень холестерину. Високий рівень холестерину є фактором ризику, 

але його межі можуть змінюватися залежно від віку та стану здоров’я пацієнта. 
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Тому для опису цього параметра застосовуються множини: низький, середній 

та високий рівень. 

− Артеріальний тиск. Артеріальний тиск також класифікується на три 

нечіткі множини: нормальний, підвищений і високий. 

Фрагмент коду для визначення змінної віку та її нечітких множин: 

age = ctrl.Antecedent(np.arange(20, 81, 1), 'age')   
 
# Age 
age['young'] = fuzz.trimf(age.universe, [20, 20, 40]) 
age['middle'] = fuzz.trimf(age.universe, [30, 50, 70]) 
age['old'] = fuzz.trimf(age.universe, [60, 80, 80]) 

Функції належності є основою для роботи з нечіткими даними. На 

другому етапі визначаються функції належності для кожного з вхідних і 

вихідних параметрів. Функції належності дають змогу оцінити, до якої міри 

певне значення належить до тієї чи іншої категорії, наприклад, як сильно 

рівень холестерину в 210 відповідає високій або середній категорії. 

cholesterol = ctrl.Antecedent(np.arange(100, 301, 1), 
'cholesterol') #Холестерин 
blood_pressure = ctrl.Antecedent(np.arange(80, 201, 1), 
'blood_pressure') #Артеріальний тиск 
risk = ctrl.Consequent(np.arange(0, 101, 1), 'risk') #Ризик 
 

# Cholesterol 
cholesterol['low'] = fuzz.trimf(cholesterol.universe, [100, 
100, 180]) 
cholesterol['medium'] = fuzz.trimf(cholesterol.universe, 
[150, 200, 250]) 
cholesterol['high'] = fuzz.trimf(cholesterol.universe, [220, 
300, 300]) 
 
# Blood Pressure 
blood_pressure['normal'] = 
fuzz.trimf(blood_pressure.universe, [80, 80, 120]) 
blood_pressure['elevated'] = 
fuzz.trimf(blood_pressure.universe, [100, 140, 180]) 
blood_pressure['high'] = fuzz.trimf(blood_pressure.universe, 
[160, 200, 200]) 
 
# Risk 
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risk['low'] = fuzz.trimf(risk.universe, [0, 0, 50]) 
risk['medium'] = fuzz.trimf(risk.universe, [30, 50, 70]) 
risk['high'] = fuzz.trimf(risk.universe, [60, 100, 100]) 
 
 

Формування бази знань 

На третьому етапі формується база знань, яка містить правила для 

прийняття рішень. Кожне правило описує взаємозв’язок між вхідними 

параметрами та вихідною змінною. Наприклад, правило може бути 

сформульоване так: 

Якщо пацієнт середнього віку, рівень холестерину високий, а 

артеріальний тиск підвищений, тоді ризик високий. Ці правила 

використовуються для визначення того, як система реагує на комбінацію 

значень вхідних параметрів. 

Фрагмент коду для опису бази правил: 

# Визначення бази правил 
rule1 = ctrl.Rule(age['young'] & cholesterol['low'] & 
blood_pressure['normal'], risk['low']) 
rule2 = ctrl.Rule(age['middle'] & cholesterol['medium'] & 
blood_pressure['elevated'], risk['medium']) 
rule3 = ctrl.Rule(age['old'] & cholesterol['high'] & 
blood_pressure['high'], risk['high']) 
rule4 = ctrl.Rule(age['middle'] & cholesterol['high'] | 
blood_pressure['high'], risk['high']) 
 

На завершальному етапі створюється механізм, що забезпечує 

можливість перетворення нечітких даних у чіткий результат. Цей процес є 

серцем системи, яка використовує нечітку логіку для аналізу багатофакторних 

даних. Механізм ґрунтується на оцінці належності вхідних значень до 

визначених нечітких множин, аналізі відповідних правил бази знань і 

обчисленні кінцевого значення шляхом дефазифікації. 

Ключовим елементом є оцінка ступеня належності кожного параметра. 

Наприклад, якщо рівень холестерину пацієнта дорівнює 210, система визначає, 

наскільки це значення відповідає множинам "середній" або "високий". Така 

оцінка дозволяє зберігати гнучкість у ситуаціях, коли чітке визначення є 
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неможливим. На цьому етапі використовуються попередньо створені функції 

належності, визначені для кожної змінної. 

Для реалізації механізму використовується програмна бібліотека 

skfuzzy. На основі правил бази знань створюється симуляція, яка об’єднує всі 

компоненти системи. Після введення значень для параметрів, таких як вік, 

рівень холестерину та артеріальний тиск, запускається обчислення. При цьому 

кожне правило в базі знань перевіряється на відповідність умовам, і на їх 

основі формується набір часткових результатів. Потім виконується 

дефазифікація, що дозволяє отримати єдиний чіткий результат у вигляді 

числового значення ризику. 

Фрагмент коду, що ілюструє створення симуляції, виглядає наступним 

чином: 

#Створення системи контролю 
risk_ctrl = ctrl.ControlSystem([rule1, rule2, rule3, rule4, 
rule5]) 
risk_simulation = ctrl.ControlSystemSimulation(risk_ctrl) 
 
risk_simulation.input['age'] = age_value 
risk_simulation.input['cholesterol'] = cholesterol_value 
risk_simulation.input['blood_pressure']= blood_pressure_value 
 

Після введення вхідних даних система виконує обчислення, 

застосовуючи кожне правило з бази знань. У результаті формується чітке 

значення ризику, яке користувач може інтерпретувати. Наприклад, для 

пацієнта з вищевказаними параметрами рівень ризику може скласти 65%, що 

вказує на необхідність додаткових медичних заходів. 

# Обчислення результату 
risk_simulation.compute() 
 
# Виведення результату 
messagebox.showinfo("Результат",f"Рівень ризику: 
{risk_simulation.output['risk']:.2f}%") 
 

Ще одним важливим аспектом реалізації є візуалізація. Вона дозволяє 

відобразити залежність між вхідними параметрами та кінцевим результатом. 
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Використовуючи графічний інтерфейс, користувач може спостерігати за 

змінами результату залежно від зміни параметрів, що значно покращує 

розуміння функціонування системи. 

# Візуалізація результату 
risk.view(sim=risk_simulation) 
tk.mainloop() 

Таким чином, реалізована система нечіткого виведення демонструє 

ефективність використання методів нечіткої логіки для аналізу складних 

багатофакторних даних. Вона забезпечує точність і адаптивність у роботі з 

нечіткими або неповними даними, надаючи користувачеві інструмент для 

прийняття обґрунтованих рішень у складних умовах. 
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ВИСНОВОК 

Кваліфікаційна робота на тему "Інтелектуальний аналіз нечітких даних 

та нечітке виведення в інженерії знань" об’єднала в собі теоретичні аспекти, 

методологічні підходи та практичну реалізацію систем, здатних працювати з 

нечіткими даними. У ході дослідження було виконано значний обсяг роботи, 

спрямованої на вивчення принципів обробки невизначеної інформації, 

застосування методів інтелектуального аналізу даних та впровадження 

моделей нечіткої логіки для вирішення реальних задач. 

У першому розділі висвітлено основи інтелектуального аналізу даних. 

Зокрема, було визначено, що інтелектуальний аналіз даних є багатоаспектним 

процесом виявлення прихованих закономірностей у великих масивах 

інформації. Особливу увагу приділено аналізу специфіки роботи з нечіткими 

даними, які мають широкий спектр застосувань у ситуаціях, де точна 

інформація або недоступна, або невизначена. Інтелектуальний аналіз нечітких 

даних розглянуто як перспективний напрямок, який поєднує класичні методи 

обробки даних із застосуванням теорії нечітких множин. 

Другий розділ було присвячено дослідженню основних концепцій 

моделювання нечітких знань. Нечіткість, яка є невід'ємною характеристикою 

багатьох реальних процесів, вимагає спеціальних методів для її обробки та 

представлення. У цьому контексті було розглянуто теорію нечітких множин, 

яка забезпечує необхідний математичний апарат для моделювання 

невизначених знань. Важливим етапом дослідження стало вивчення функцій 

приналежності, що дозволяють кількісно описувати рівень належності 

елементів до нечітких множин. Детально розглянуто операції над нечіткими 

множинами, які забезпечують основні операційні можливості для побудови 

складних систем. 

У третьому розділі акцент зроблено на асоціативних правилах як 

інструменті для обробки нечітких даних. Розглянуто основні підходи до 

виявлення асоціативних залежностей, які дозволяють ідентифікувати значущі 

зв'язки між елементами нечітких множин. Запропоновано методи 
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вдосконалення пошуку часто зустрічаючихся множин, а також 

масштабувальний підхід, який реалізує алгоритм Apriori, адаптований до 

специфіки нечітких даних. Ці розробки значно підвищують ефективність 

аналізу великих наборів інформації, забезпечуючи високу продуктивність і 

точність в умовах значної обчислювальної складності. 

Четвертий розділ присвячено розробці продукційних моделей, які 

базуються на нечітких знаннях. Було визначено види таких моделей, їхні 

ключові характеристики та особливості побудови. Значну увагу приділено 

деревам рішень як інструменту для ухвалення рішень у системах, що 

працюють із невизначеними даними. Відзначено, що використання 

продукційних моделей дозволяє адаптувати системи до умов невизначеності, 

покращити їхню інтерпретованість і забезпечити прийняття раціональних 

рішень у складних ситуаціях. 

Останній, п’ятий розділ роботи був присвячений практичній реалізації 

системи інтелектуального аналізу даних, яка базується на принципах нечіткої 

логіки. Було сформульовано постановку задачі, визначено методи її 

розв’язання та побудовано прототип системи, яка демонструє здатність 

аналізувати дані з високим рівнем невизначеності. Результати тестування 

підтвердили ефективність запропонованих підходів, а також їхню здатність 

вирішувати широкий спектр задач у галузях, що потребують роботи з 

нечіткими знаннями. 

Ця робота має практичну та теоретичну значущість, сприяючи 

подальшому розвитку інтелектуального аналізу нечітких даних. Її результати 

можуть бути використані для створення високоефективних систем підтримки 

прийняття рішень у галузях, що працюють із великими обсягами даних із 

високим рівнем невизначеності, таких як медицина, економіка, екологія, 

техніка та інші. 
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