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Рис.1 Лабораторна робота 

ЕНК «СКБД Сaché розробляється, як відкрита система, яка в подальшому дає змогу доповнити систему 

новими розділами, а також вносити в неї необхідні зміни. ЕНК є зручним при роботі з матеріалом за рахунок 

застосування розвитої системи гіперпосилань, інформаційне наповнення програми структуроване, програма 

компактна, має невисокі системні вимоги, а також в ній використовуються мультимедійні компоненти – звуку, 

відео, ілюстрації. 
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Міністерство освіти і науки, молоді та спорту України [Електронний ресурс] – Режим доступу: 

http://www.mon.gov.ua/gr/obg/2010/08_06_10.pdf – Назва з екрану. 

 

 

МОДЕЛЮВАННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ В ЦИЛІНДРИЧНИХ ТІЛАХ, ЩО 

ВЗАЄМОДІЮТЬ ІЗ СИСТЕМОЮ ЖОРСТКИХ ШТАМПІВ ПРИ НАЯВНОСТІ СИЛ ТЕРТЯ 

Сяський Володимир, доцент, канд. тех. наук 

Рівненський державний гуманітарний університет 

При розрахунках фрикційних передач, гальмівних систем для транспорту та підйомної техніки, розробці 

пристроїв для закріплення ріжучих інструментів та заготовок у обробних станках, а також фіксації геофізичних 

приладів та обладнання у свердловинах широко використовуються розв‟язки задач про тиск жорстких штампів 

з кутовими точками на поверхню кругового циліндричного отвору в масивному тілі або круглого диска чи валу. 

Контакт між тілом і штампами забезпечується системою зрівноважених сил, прикладених до штампів, і 

моментом пари сил, які прикладені до тіла. Передачу обертового моменту від системи штампів до тіла 

забезпечують сили тертя в зоні контакту. Тому актуальним є дослідження залежності напружено-

деформованого стану пружного тіла від геометричних параметрів штампів та величини сил тертя в зоні 

контакту. Визначення розподілу контактних напружень необхідне для розв‟язання проблеми не тільки міцності 

співдотичних тіл, а й зносостійкості, теплового розрахунку тертьових поверхонь тощо. 

Нехай в круговому отворі нескінченної ізотропної пластинки товщиною h2  рівномірно розміщено N  

однакових симетричних жорстких штампів з кутовими точками (Рис. 1). Контакт між пластинкою і штампами 

забезпечують зрівноважені сили 
0P , які діють вздовж осі симетрії штампів. В точках пластинки, віддалених від 

отвору на значну відстань, діють рівномірно розподілені дотичні напруження, які еквівалентні парі сил з 

моментом 
0M . Розв‟язок задачі полягає у визначенні нормальних 

T  і дотичних S  напружень в зоні 

контакту, а також кільцевих 
T  зусиль на контурі отвору  . 
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Рис. 1. Розрахункова схема задачі 

Система прямокутних координат вводиться так, щоб її початок співпадав із центром отвору, а вісь Ox  

співпадала з віссю симетрії одного із штампів. Тоді ділянка контакту буде 
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Умови повного дотику взаємодіючих тіл обираються у вигляді рівності нормальних зміщень спільних 

точок контактуючих поверхонь. Граничні умови задачі при наявності в зоні контакту сил тертя, заданих 

законом Кулона, мають вигляд [1] 

 0utgu  v ;  TfS  , L .   (1) 

Тут u , v  – проекції вектора зміщення контурних точок на координатні осі; 0u  – зміщення штампа як 

жорсткого цілого; f  – коефіцієнт тертя ковзання. 

Компоненти вектора зміщення контурних точок пластинки при заданому навантаженні визначаються за 

формулами [1] 
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пластинки; 1C , 2C  – дійсні сталі. 

Враховуючи властивості функцій  1f  і  2f  та умови періодичності і симетрії задачі [2], 

співвідношення (2) можна записати у вигляді 
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Підстановка (3) в граничні умови (1) приводить до системи двох сингулярних інтегральних рівнянь з 

логарифмічними ядрами для визначення функцій  1f  і  2f . Крім цієї системи повинні виконуватися умови 

граничної рівноваги кожного штампа, які в даному випадку мають вигляд 
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Вони служать для визначення невідомих сталих 0u , 1C , 2C . 

Зведення отриманої системи інтегральних рівнянь до стандартного інтервалу інтегрування  1;1  

реалізовано заміною змінних 
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При цьому нові невідомі функції  x1  і  x2  пов‟язані із старими  1f  і  2f  співвідношеннями 
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В результаті побудовано систему двох сингулярних інтегральних рівнянь з логарифмічними ядрами для 

визначення функцій  x1  і  x2  
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Якщо розв‟язок задачі (7), (8) стане відомий, то компоненти напруженого стану на контурі отвору в 

пластинці визначаються за формулами [1] 
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Точний розв‟язок системи (7), (8) пов‟язаний із значними математичними труднощами. Для відшукання 

наближеного розв‟язку використано комбінований метод механічних квадратур та колокації [3]. 

Виходячи з умови несуперчності системи рівнянь (7), (8) в околі кінців ділянок контакту встановлено 

структуру невідомих функцій  x1  і  x2 , яка визначає розподіл контактних напружень. 
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Оскільки для реальних матеріалів величина   є досить малою, то раціональним множником у (10) 

можна знехтувати. Тому наближений розв‟язок системи (7), (8) можна шукати у необмеженому вигляді з 

кореневою особливістю 
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При цьому регулярні функції  0
j  будуються у вигляді інтерполяційних многочленів Лагранжа з 

використанням в якості вузлів інтерполяції коренів поліномів Чебишева першого роду порядку 
0N  [1]. 

Для нескінченної ізотропної пластинки при 3.0  описаним вище методом досліджено вплив кількості і 

розміру штампів, а також величини сил тертя на розподіл контактних напружень та кільцевих зусиль на контурі 

отвору. Результати розрахунку для системи трьох штампів ( 3N , 60   ) наведено на рис. 2. Суцільні лінії 

використано для випадку 0f  (гладкий контакт), штрихові – для 5.0f , штрихпунктирні – для 0.1f . 

Проведені дослідження показують, що 

наявність в зоні контакту сил тертя приводить до 

незначного збільшення зусиль 
0PT  і зміщення їх 

епюри в напрямі, протилежному напряму дії 

моменту 0M . Розподіл кільцевих зусиль 
0PT  

суттєво залежить від коефіцієнта тертя f , особливо 

в околі точок 0  . При цьому в зоні контакту 

максимальні значення 0PT  збільшуються з 

ростом f , а за межами зон контакту 

спостерігається різке зміщення епюри в напрямі, 

протилежному напряму дії моменту 
0M . В околі 

торців 0   напруження необмежені. 

Цим же ж методом досліджено вплив тертя 

на розподіл напружень по контуру отвору для 

граничного кута контакту *
0 , при якому зусилля 

0PT  в точці *
0   дорівнюють нулю. Як і в 

попередньому прикладі вплив тертя на величину контактних зусиль в точках, віддалених від кінців зони 

контакту, незначний. Кільцеві зусилля суттєво залежать від f , причому в точках *
0  , ці величини 

обмежені. 
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Рис. 1. Просторова фізична область Gz  (а) та відповідна їй область комплексного потенціалу wG  (б) 

 

 
Рис. 2. Епюри розподілу 

0PT  та 0PT  
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