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Physical and mathematical sciences 

 

ТІЛО КВАТЕРНІОНІВ ЯК РОЗШИРЕННЯ СИСТЕМИ КОМПЛЕКСНИХ ЧИСЕЛ  
 

Козаченко М.П. 
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Крайчук О.В.  
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професор кафедри математики та методики її навчання 

Рівненський державний гуманітарний університет 

 

Ірландський математик У. Гамільтон у 1833–35 рр. розробив арифметичну теорію 

комплексних чисел. Комплексні числа 𝒂 + 𝒃𝒊 як пари (𝒂, 𝒃) дійсних чисел з певним чином 

означеними для них операціями додавання і множення. Цей підхід був використаний при 

побудові моделі аксіоматичної теорії комплексних чисел [1, с. 103]. Розвиваючи цю ідею, 

Гамільтон спробував побудувати відповідну теорію для трійок дійсних чисел. При цьому 

потрібно було означити операції додавання і множення трійок так, щоб вони мали ті самі 

властивості, що й операції додавання та множення дійсних чисел, тобто, щоб обидві операції 

були асоціативними і комутативними, множення було дистрибутивним відносно додавання і 

щоб побудована алгебра була полем. З додаванням трійок труднощів не виникало: всі 

властивості додавання дійсних чисел зберігаються, якщо означити операцію додавання 

трійок як покомпонентне додавання їхніх відповідних елементів. А означити операцію 

множення трійок так, щоб зберігалися всі перераховані властивості, Гамільтон не зміг: який 

би спосіб множення він не брав, виявлялись такі ненульові трійки, які в добутку давали 

нульову трійку (у числових полях такого не повинно бути). Протягом кількох років спроби 

Гамільтона розробити теорію трійок дійсних чисел, аналогічну теорії пар, були марними. 

Пізніше було встановлено, що для трійок дійсних чисел такої теорії не існує.  

І все ж вихід був знайдений. Після багатьох невдалих спроб Гамільтон був змушений 

внести деякі корективи у свій початковий план. По-перше, він побудував теорію не трійок, а 

четвірок дійсних чисел. По-друге, він змушений був відмовитися від властивості 

комутативності операції множення. Гамільтон назвав свої нові числа кватерніонами (від 

латинського слова quaterni, що означає “по чотири”). Зразу ж після відкриття в 1843р. 

кватерніони знайшли широке застосування в теорії чисел, геометрії, механіці, теоретичній 

фізиці. На базі алгебри кватерніонів було створене векторне числення, яке пізніше стало 

розглядатися як самостійна теорія. Саме поняття вектора було введене Гамільтоном як 

кватерніон спеціального виду. Пізніше англійський математик А.Келі, відмовившись від 

асоціативності множення, побудував узагальнення кватерніонів – октави (від латинського 

octo – “вісім”) або числа Келі, що являють собою вісімки дійсних чисел. В алгебрі 

кватерніонів і в алгебрі октав залишається справедливою основна властивість поля – для 

кожного ненульового елемента існує обернений елемент. 

Отже, коли хочемо побудувати більш широку, ніж поле комплексних чисел, систему, 

властивості якої є аналогічними властивостям числових множин, потрібно відмовитися від 

деяких властивостей поля. Як випливає з теореми німецького математика Г.Фробеніуса, яку 

він довів в 1878 р., поле С комплексних чисел є максимальним числовим полем [2. c.199].  

Розглянемо більш детальну побудову алгебри кватерніонів. Позначимо через К 

множину всіх формальних виразів  𝒂 + 𝒃𝒊 + 𝒄𝒋 + 𝒅𝒌, де 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅 – дійсні числа, а 𝒊, 𝒋, 𝒌 – 

деякі символи, які називаються уявними одиницями. Вирази вказаного виду будемо називати 

кватерніонами і позначати 𝜶, 𝜷, 𝜸,....  Якщо  = 𝒂 + 𝒃𝒊 + 𝒄𝒋 + 𝒅𝒌, то кватерніон  

𝜶̄ = 𝒂 + (−𝒃)𝒊 + (−𝒄)𝒋 + +(−𝒅)𝒌 = 𝒂 − 𝒃𝒊 − 𝒄𝒋 − 𝒅𝒌 

називається спряженим до кватерніона . Два кватерніона  = 𝒂𝟏 + 𝒃𝟏𝒊 + 𝒄𝟏𝒋 + 𝒅𝟏𝒌  і 

 == 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐𝒊 + 𝒄𝟐𝒋 + 𝒅𝟐𝒌  вважаються рівними, якщо рівні їхні відповідні дійсні 

компоненти, тобто 𝒂𝟏 = 𝒂𝟐, 𝒃𝟏 = 𝒃𝟐, 𝒄𝟏 = 𝒄𝟐, 𝒅𝟏 = 𝒅𝟐. Додавання кватерніонів здійснюється 
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покомпонентно:  +  = (𝒂𝟏 + 𝒂𝟐) + (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)𝒊 + (𝒄𝟏 + 𝒄𝟐)𝒋 + +(𝒅𝟏 + 𝒅𝟐)𝒌. Запропоноване 

Гамільтоном правило множення кватерніонів зводиться до того, що кватерніони 

перемножаються почленно як звичайні многочлени, а добутки уявних одиниць 𝒊, 𝒋, 𝒌 

означаються окремо:𝒊𝟐 = 𝒋𝟐 = 𝒌𝟐 = – 𝟏, 𝒊𝒋 =– 𝒋𝒊 = 𝒌, 𝒋𝒌 =– 𝒌𝒋 = 𝒊, 𝒌𝒊 =– 𝒋𝒌 = 𝒋.  Маємо:          

 = (𝒂𝟏𝒂𝟐– 𝒃𝟏𝒃𝟐– 𝒄𝟏𝒄𝟐– 𝒅𝟏𝒅𝟐) + (𝒂𝟏𝒃𝟐 + 𝒃𝟏𝒂𝟐 + 𝒄𝟏𝒅𝟐– 𝒅𝟏𝒄𝟐)𝒊 + 

+(𝒂𝟏𝒄𝟐 + 𝒄𝟏𝒂𝟐 + 𝒅𝟏𝒃𝟐– 𝒃𝟏𝒅𝟐)𝒋 + (𝒂𝟏𝒅𝟐 + 𝒅𝟏𝒂𝟐 + 𝒃𝟏𝒄𝟐– 𝒄𝟏𝒃𝟐)𝒌. 

Додавання кватерніонів комутативне і асоціативне, кватерніон   = 𝟎 + 𝟎𝒊 + +𝟎𝒋 +
𝟎𝒌 є нульовим елементом відносно операції додавання, для кватерніона  = 𝒂 + 𝒃𝒊 + +𝒄𝒋 +

𝒅𝒌 протилежним елементом є кватерніон – = (– 𝒂) + (– 𝒃)𝒊 + (– 𝒄)𝒋 + (– 𝒅)𝒌. Оскільки 

кватерніони перемножаються почленно як два многочлени, то властивості операції 

множення повністю визначається табличкою множення уявних одиниць 𝒊, 𝒋, 𝒌. Звідси одразу 

отримаємо, що операція множення кватерніонів некомутативна, бо 𝒊𝒋 = 𝒌,𝒋𝒊 =– 𝒌. Але 

операція множення асоціативна. Асоціативность множення кватерніонів випливає із 

асоціативності множення елементів 𝒊, 𝒋, 𝒌. Також виконується властивість дистрибутивності 

множення кватерніонів відносно додавання. Кватерніон   = 𝟏 + 𝟎𝒊 + 𝟎𝒋 + 𝟎𝒌 є одиничним 

елементом відносно множення. Для довільного кватерніона   = 𝒂 + 𝒃𝒊 + 𝒄𝒋 + 𝒅𝒌 𝟎 у 

множині  К існує обернений елемент, тобто такий кватерніон −𝟏, що –1= –1=1. Легко 

перевірити, що 𝑵() = 𝜶𝜶̄ = 𝜶̄𝜶 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 + 𝒅𝟐𝟎, тобто 𝑵() – додатнє дійсне 

число. Тоді 𝜶 (
𝟏

𝑵(𝜶)
𝜶̄) = (

𝟏

𝑵(𝜶)
𝜶̄) 𝜶 = 𝟏,  тобто  𝜶−𝟏 =

𝟏

𝑵(𝜶)
𝜶̄. Отже, в алгебрі ⟨𝑲; +,⋅;  𝜽, 𝜺⟩ 

виконуються всі аксіоми поля, за винятком комутативності множення. Така алгебра 

називається тілом, у даному випадку, тілом кватерніонів. Підмножина R всіх кватерніонів 

виду 𝒂 + 𝟎𝒊 + 𝟎𝒋 + 𝟎𝒌  і підмножина С всіх кватерніонів виду 𝒂 + 𝒃𝒊 + 𝟎𝒊 + 𝟎𝒌 є 

замкненими в множині К відносно операцій додавання і множення, причому вони ізоморфні, 

відповідно, полю R дійсних і полю С комплексних чисел. 

        Нехай К𝟎 = {𝟏, 𝒊, 𝒋, 𝒌, −𝟏, −𝒊, −𝒋, −𝒌}. Тоді алгебра ⟨𝑲𝟎; ⋅;  𝟏⟩ є неабелевою 

групою, яка називається групою кватерніонів і має важливе значення в теорії груп та її 

застосуваннях. Цикли множення для групи кватерніонів можна зобразити у вигляді графа 

(Рис.1). 

 
Рис.1. Цикли множення на кватерніони 𝒊, 𝒋, 𝒌 

 

Некомутативність операції множення кватерніонів зумовлює ряд відмінностей тіла 

кватерніонів від числових полів. Так, у множині К рівняння 𝟐  + 𝟏 = 𝟎 має нескінченно 

багато розв’язків. Вякий кватерніон  = 𝟎 + 𝒃𝒊 + +𝒄𝒋 + 𝒅𝒌, для якого 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 + 𝒅𝟐 = 𝟏, 

буде розв’язком даного рівняння:  

𝜶𝟐 + 𝟏 = (𝒃𝒊 + 𝒄𝒋 + 𝒅𝒌)(𝒃𝒊 + 𝒄𝒋 + 𝒅𝒌) + 𝟏 = (−𝒃𝟐) + +(−𝒄𝟐) + (−𝒅𝟐) + 𝟏 = −𝟏 +
𝟏 = 𝟎. 

Можна побудувати модель тіла кватерніонів, використовуючи матриці другого 

порядку, елементами яких є комплексні числа. Тіло кватерніонів ізоморфне множині всіх 

матриць виду  (
𝜸 𝜹

−𝜹̄ 𝜸̄
), де , 𝜹 ∈ 𝑪, 𝜸̄– число, спряжене до 𝜸. Ізоморфізм тіла кватерніонів К 

на множину матриць вказаного виду  здійснює відображення, яке задається правилом: (𝒂 +
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𝒃𝒊 + 𝒄𝒋 + 𝒅𝒌) = (
𝒂 + 𝒃𝒊 −𝒄 − 𝒅𝒊
𝒄 − 𝒅𝒊 𝒂 − 𝒃𝒊

). Відображення  взаємно однозначне і виконуються дві 

основні  вимоги ізоморфізу кілець:  

( + ) = () + (),             () = ()(). 
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