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Physical and mathematical sciences 
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Древній людині поруч з лічбою доводилося ділити деякі предмети на рівні частини і 

вимірювати певні величини. Це привело до появи дробів. Першими виникли найпростіші 

(т.з. аліквотні) дроби виду 
n
1  в результаті поділу цілого на рівні частини, і тільки набагато 

пізніше в результаті вимірювання величин з’явилися дроби загального виду 
n
m . Спочатку 

дроби мали конкретно-якісний характер як певні частини деяких одиниць вимірювання. У 

процесі тривалого історичного розвитку поступово відбувається абстрагування від 

вимірюваної величини і дроби починають розглядатися як абстрактні числа. В епоху 

середньовіччя володіння мистецтвом виконання арифметичних операцій над дробами 

вважалося ознакою високої математичної освіченості. Вислів з тих часів “потрапити в 

дроби” означає “зайти в безвихідь” [ 1,c.213 ]. 

Означення. Системою раціональних чисел називається довільна алгебра 1,0;,; Q , 

якщо виконуються такі властивості (аксіоми раціональних чисел): 

1 : , , , ( ( ) ( ) )q a Q b Q c Q a b c a b c            (операція додавання асоціативна); 

2 : , , ( )q a Q b Q a b b a              (операція додавання комутативна); 

3 : 0 , , ( 0 )q Q a Q a a       (існує нульовий елемент відносно додавання); 

4 : , , ( ( ) 0)q a Q a Q a a         (для кожного елемента а існує протилежний елемент –а); 

5 : , , , ( ( ) )q a Q b Q c Q a b c a b a c             (операція множення дистрибутивна відносно 

операції додавання); 

6 : , , , ( ( ) ( ) )q a Q b Q c Q a b c a b c             (операція множення асоціативна); 

7 : , , ( )q a Q b Q a b b a              (операція множення комутативна); 

8 : 1 , , ( 1 )q Q a Q a a         (існує одиничний елемент відносно операції множення); 
1 1

9 : , ( 0 , ( 1))q a Q a a Q a a         (для кожного ненульового елемента а існує 

обернений елемент 
1a ). 

q10: 0;,; Z  – система цілих чисел; 

q11: ZQ; 

q12: (Аксіома мінімальності). Нехай МQ, причому для множини М виконуються такі 

умови: а) ZM; 2) 1
1 2

2

, , 0
q

q Q q Q q M
q

 
       

 
. Тоді М=Q. 

З аксіом q1–q9 випливає, що система раціональних чисел є полем відносно операцій 

додавання і множення. Для кожного елемента qQ у множині Q існує протилежний елемент 

–q, а якщо q0, то існує обернений елемент q–1. Часткою раціональних чисел q1 і q20 

називається раціональне число 1

21

2

1  qq
q

q
. Аксіоми q10, q11 стверджують, що система 

раціональних чисел є розширенням системи цілих чисел, тобто множина Q містить таку 

підмножину Z, для якої відносно операцій додавання і множення виконуються всі аксіоми 
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цілих чисел. Аксіома мінімальності q12 відіграє для системи раціональних чисел роль, 

аналогічну аксіомі мінімальності для системи цілих чисел. 

При аксіоматичній побудові будь-якої теорії вирішальне значення має з’ясування 

питання про несуперечливість цієї теорії.  

Аксіоматична теорія називається несуперечливою, якщо з її аксіом не можна вивести 

як теореми ніякі два твердження A  і A , які суперечать одне одному. Суперечливі теорії не 

мають ніякої пізнавальної цінності, бо в таких теоріях можна довести як теорему будь-яке 

твердження цієї теорії (як істинне, так і хибне). Справді, якщо A  і A  – теореми суперечливої 

теорії, то за правилом введення кон’юнкції AA   також буде теоремою даної теорії. 

Неважко перевірити, що формула   BAA   є тавтологією для будь-якого висловлення B, 

тобто теж є теоремою. З теорем AA   і    BAA   за правилом відокремлення отримуємо, 

що В також є теоремою для даної теорії.  

При доведенні несуперечливості аксіоматичних теорій одним з найважливіших є 

метод побудови моделей. При цьому моделлю аксіоматичної теорії вважають таку множину 

об’єктів конкретної природи з визначеними на ній відношеннями і операціями, на якій 

виконуються всі аксіоми даної аксіоматичної теорії. При такому підході доведення 

несуперечливості має відносний характер: несуперечливість однієї теорії ґрунтується на 

переконанні в несуперечливості іншої теорії, яку беруть як модель для першої аксіоматичної 

теорії. Методом побудови моделей було встановлено, що несуперечливість переважної 

більшості математичних теорій зводиться в кінцевому рахунку до несуперечливості теорії 

натуральних чисел, а для останньої вже не існує більш простої несуперечливої моделі. 

Впевненість у несуперечливості теорії натуральних чисел дає багатовікова практика 

користування натуральними числами. 

Теорема. Аксіоматична теорія раціональних чисел несуперечлива. 

Доведення. Доведемо несуперечливість теорії раціональних чисел, вважаючи 

несуперечливою теорію цілих чисел. Для цього побудуємо на основі множини Z цілих чисел 

модель, в якій виконуються всі аксіоми раціональних чисел. Схема доведення цієї теореми 

така сама, як і відповідної теореми про несуперечливість теорії цілих чисел. Позначимо через 

К множину всіх пар виду (а,n), де aZ, nN, і визначимо на множині К операції додавання та 

множення і бінарне відношення  : 

),(),(),( nmnbmambna  ; ),(),(),( mnbambna  ; 

nbmambna ),(),(  . 

Означення операцій додавання та множення пар і бінарного відношення стане більш 

зрозумілим, якщо зауважити, що пара (а,n) представляє раціональне число 
n

a
. Неважко 

перевірити, що відношення  рефлексивне, симетричне і транзитивне, тобто є відношенням 

еквівалентності на множині К. Перевіримо, наприклад, властивість транзитивності:  

(a,n)(b,m)(b,m)(c,k)b0am=bn 

bk=cm(am)(bk)=(bn)(cm)ak=cn(a,n)(c,k). 

Якщо ж b=0, то тоді а=с=0 і транзитивність теж виконується, бо всі пари виду (0,m) 

знаходяться між собою у відношенні . Оскільки  – відношення еквівалентності, то 

множина К розбивається на класи еквівалентних між собою пар. Позначимо множину цих 

класів через Qк, тобто КQк  , а самі класи будемо позначати , , , … . Клас , який 

містить пару (a,n), будемо позначати ще так: ),( na . Визначимо на множині Qк операції 

додавання і множення класів такими правилами: 

),(),(),(),(),( nmbnammbnambna   ; 

),(),(),(),( ),( nmabmbnambna   . 

Наведені співвідношення показують, що операції додавання і множення класів 

зводяться до додавання і множення представників цих класів. Щоб додати (перемножити) 
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два класи, потрібно взяти які-небуть представники цих класів – по одній парі з кожного 

класу – і знайти суму (добуток) даних представників. Тоді сумою (добутком) даних класів є 

той клас, який містить суму (добуток) їх представників. Можна переконатися безпосередньо, 

що визначені так операції над класами не залежать від вибору в них конкретних 

представників, тобто означені коректно. Покажемо, що множина Qк є моделлю для 

аксіоматичної теорії раціональних чисел, тобто в ній виконуються всі аксіоми раціональних 

чисел. Спочатку перевіримо аксіоми поля. Неважко переконатися безпосередньо, що 

операції додавання і множення класів є комутативними і асоціативними, а також 

справджується дистрибутивний закон множення відносно додавання. Далі, клас  ),0(
____

n є 

нульовим елементом при додаванні класів, клас  ),(
____

nn  є одиничним елементом при 

множенні класів, для класу ),(
___

na  протилежним елементом є клас ),(
_____

na . Якщо 

),(
___

na  – ненульовий клас з множини Qк, то a0 і неважко переконатися, що оберненим до 

класу   є клас ),( 21 ana . Отже, для множини Qк виконуються аксіоми q1–q9, тобто Qк є 

полем відносно операцій додавання і множення класів. Покажемо далі, що на множині Qк 

виконуються аксіоми q10 i q11. Для цього слід довести, що в множині Qк існує підмножина Zк, 

ізоморфна системі            цілих чисел. Нехай },),({ NnZcnncZк  . При цьому  

cmbbnncmmbnncmbnnc  ),(),(),(),(  , 

тобто клас ),( nnc  містить всі пари виду ),( mmc , де mN. Задамо відображення  

кільця Z цілих чисел в множину Zк правилом: )1,()( cc  . Відображення  ін’єктивне, бо  

1111 )1,()1,()1,()1,()()( cccccccc   . 

Відображення  також сюр’єктивне, бо для будь-якого класу кZncn  ),(  

 )(с , тобто  – взаємно однозначне відображення. Перевіримо дві основні умови 

ізоморфізму кілець:  

)()()1,()1,()1,()1,()1,()( 2121212121 сссссссссс   ; 

)()()1,()1,()1,()1,()1,()( 2121212121 сссссссссс   . 

Отже, поле Qк містить підкільце Zк, ізоморфне кільцю цілих чисел, тобто в полі Qк 

виконуються аксіоми q10 і q11. Покажемо нарешті, що в Qк виконується аксіома 

мінімальності. Нехай М – довільна підмножина з Qк, для якої виконуються умови:  

1) ZкM;   2) )( M
MM





 . 

Доведемо, що тоді М=Qк. Враховуючи, що МQк, для цього достатньо показати, що 

QкМ. Нехай ),(
____

mc  – довільний клас з множини Qк. Якщо с=0, то =ZкМ, тобто М. 

Якщо ж с0, то з рівності )1,(),(),(
_______________

mmcmmc   отримуємо, що клас ),(
____

mc  є часткою 

двох класів ),(
_______

mmc   і )1,(
____

m , кожний з яких міститься в множині Zк, а значить, і в множині 

М. Отже, і в цьому випадку М, тобто QкМ і, таким чином, М=Qк. Ми довели, що 

множина Qк є моделлю аксіоматичної теорії раціональних чисел. Теорема доведена. 
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