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ВСТУП 

Актуальність теми. Лінійні різницеві рівняння є одним із ключових 

інструментів в чисельному аналізі та моделюванні різних процесів. Вони 

знаходять широке застосування в різних галузях науки та техніки, включаючи 

математичну фізику, інженерію, економіку, біологію та інші. Розуміння 

лінійних різницевих рівнянь та їх застосування є важливим для розв'язання 

складних задач, що виникають у реальних ситуаціях. 

Метою даної магістерської роботи є детальне вивчення лінійних 

різницевих рівнянь та їх застосування, а також дослідження їх властивостей, 

стійкості та точності розв'язків. Головним завданням роботи є систематизація 

наукових джерел і аналіз методів розв'язування лінійних різницевих рівнянь з 

урахуванням їх застосування в різних галузях. 

Об'єктом дослідження є лінійні різницеві рівняння та їх математичні 

властивості. Розглядаються питання, пов'язані з розв'язуванням таких рівнянь та 

їх застосуванням у різних наукових і технічних областях. 

Предметом дослідження є методи розв'язування лінійних різницевих 

рівнянь, аналіз їх стійкості та точності розв'язків. Досліджуються теоретичні 

аспекти лінійних різницевих рівнянь і їх практичне застосування. 

У даній магістерській роботі використовуються наступні методи 

досліджень: 

1. Аналітичний метод: аналіз теоретичних основ лінійних різницевих 

рівнянь, вивчення властивостей розв'язків та їх залежності від початкових умов 

та параметрів. 

2. Чисельний метод: застосування чисельних алгоритмів, таких як метод 

скінченних різниць та метод скінченних елементів, для розв'язування лінійних 

різницевих рівнянь. 
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3. Комп'ютерне моделювання: реалізація чисельних методів у 

програмному забезпеченні, проведення чисельних експериментів та аналіз 

отриманих результатів. 

Практична значущість. Результати дослідження та аналізу лінійних 

різницевих рівнянь мають практичне значення в різних галузях науки та 

техніки. Вони дозволяють будувати математичні моделі, які допомагають 

прогнозувати та аналізувати різні процеси. Застосування лінійних різницевих 

рівнянь у чисельних методах дозволяє ефективно розв'язувати складні задачі, 

що не мають аналітичних розв'язків. Крім того, отримані результати можуть 

бути використані для прийняття рішень у реальних ситуаціях та покращення 

роботи технічних систем. 

Таким чином, дана магістерська робота спрямована на розгляд та 

дослідження лінійних різницевих рівнянь, їх застосування в різних галузях 

науки та техніки, а також на розробку методів їх розв'язування та аналізу. 

Результати дослідження матимуть практичне значення для аналізу та 

моделювання різних процесів, а також для вдосконалення чисельних методів 

розв'язування різницевих рівнянь. 
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РОЗДІЛ 1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТЕОРІЇ РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 

1.1. Визначення лінійних різницевих рівнянь 

Визначення лінійних різницевих рівнянь є ключовим поняттям у 

чисельних методах, яке використовується для апроксимації та розв'язку 

диференціальних рівнянь за допомогою обчислювальних методів. Ця тема має 

велике значення у науковому дослідженні та інженерній практиці, де часто 

зустрічаються різні фізичні явища та процеси, описані диференціальними 

рівняннями [1, c. 727-757]. 

Лінійні різницеві рівняння виникають при наближеному поданні 

диференціальних рівнянь на обчислювальній сітці або гратці. Ці методи 

базуються на розбитті простору (або просторово-часового простору) на 

скінченну кількість точок або елементів. Відомі значення розв'язку 

диференціального рівняння в цих точках апроксимуються числовими 

значеннями, і це дозволяє зведення диференціальної задачі до системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь, що можуть бути розв'язані обчислювальними методами. 

Основна ідея полягає у використанні апроксимацій похідних чисельними 

значеннями. Наприклад, першу похідну можна апроксимувати як різницю між 

значеннями функції в сусідніх точках, а другу похідну – як різницю між 

значеннями першої похідної. Ці різницеві оператори включаються в 

диференціальні рівняння, і таким чином отримуємо лінійне різницеве рівняння. 

Важливо відзначити, що лінійність різницевих рівнянь означає, що 

коефіцієнти при похідних та функціях у рівнянні є лінійними, тобто не залежать 

від функцій самого розв'язку. Це спрощує розв'язУВання рівнянь та дозволяє 

застосовувати ефективні обчислювальні методи [2, c. 293-294]. 

У практичному застосуванні визначення лінійних різницевих рівнянь 

допомагає перетворити складні диференціальні задачі на більш прості 

алгебраїчні рівняння, які можуть бути вирішені чисельними методами на 
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обчислювальних машинах. Це відкриває широкі можливості для моделювання 

та аналізу різноманітних фізичних та інженерних процесів, що дозволяє 

здійснювати прогнозування, дослідження та оптимізацію цих процесів. 

 

1.2. Значення та особливості лінійних різницевих рівнянь у 

порівнянні з іншими типами рівнянь 

Лінійні різницеві рівняння мають особливе значення у порівнянні з 

іншими типами рівнянь, такими як нелінійні різницеві рівняння або 

диференціальні рівняння. Деякі особливості лінійних різницевих рівнянь 

включають [3, c. 344-345]: 

1. Лінійність. Однією з ключових та визначальних характеристик лінійних 

різницевих рівнянь, яка варта уваги, є їх лінійність. Ця властивість виражається 

у лінійній структурі самого рівняння. Коли говорять про лінійність, мають на 

увазі те, що розв'язок рівняння можна представити як лінійну комбінацію 

значень у вузлах простору чи часу, на якому визначена система. 

Ця особливість важлива, оскільки вона робить процес розв'язування 

лінійних різницевих рівнянь значно більш зручним та обчислювально 

доступним. Для розв’язування цих рівнянь можна використовувати принципи 

лінійної алгебри, включаючи методи знаходження лінійних комбінацій, 

використання матричних операцій та алгоритми чисельного розв'язування. Ця 

здатність "розбити" складну систему на менші лінійні частини дозволяє вивчати 

та аналізувати систему крок за кроком, що значно полегшує роботу дослідника 

або інженера. 

Таким чином, лінійність лінійних різницевих рівнянь стає вагомою 

перевагою в їх застосуванні. Вона не лише полегшує розв'язання самого 

рівняння, а й відкриває широкі можливості в застосуванні різних методів 
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алгебраїчного аналізу та чисельних обчислень для досягнення точних або 

апроксимованих розв'язків. 

2. Дискретна природа. Одна з основних рис, яка визначає лінійні різницеві 

рівняння, полягає в їх дискретній природі. Це означає, що рівняння оперують із 

значеннями розв'язку, які розташовані лише на вузлах дискретної сітки. 

Фактично, ми апроксимуємо неперервний розв'язок, який може залежати від 

просторових та/або часових координат, дискретними значеннями, що 

знаходяться на визначених вузлах з певним проміжком. 

Ця дискретна природа лінійних різницевих рівнянь є важливою, оскільки 

вона відображає обмеженість нашої можливості вимірювати та отримувати дані 

в реальних системах. У більшості випадків ми маємо доступ лише до певних 

обмежених точок у просторі чи часі, і отримані дані також є дискретними. 

Таким чином, лінійні різницеві рівняння є ідеальним засобом для апроксимації 

цих дискретних даних та побудови чисельних розв'язків відповідно до 

особливостей обмежених даних. 

Дискретна природа дозволяє використовувати методи чисельного аналізу 

та ітерацій для знаходження розв'язку в кожному вузлі. Це, у свою чергу, 

відкриває можливості для створення реалістичних чисельних моделей та 

віртуальних експериментів, які можуть бути дуже корисними при дослідженні 

та вирішенні різних наукових та інженерних задач. 

3. Апроксимація диференціальних рівнянь. Однією з ключових переваг 

лінійних різницевих рівнянь є їх здатність служити апроксимацією для 

диференціальних рівнянь. Сутність цього підходу полягає в тому, що можна 

приблизно відобразити складну неперервну задачу дискретною системою, 

замінивши похідні диференціальних рівнянь на їхні різницеві апроксимації. 

Таким чином, отримують систему лінійних різницевих рівнянь, яка вже може 

бути чисельно розв'язана. 
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Цей підхід є дуже корисним та потужним у випадках, коли 

диференціальні рівняння складні або навіть не мають аналітичних розв'язків. 

Використання лінійних різницевих рівнянь дозволяє нам замість пошуку 

точного аналітичного розв'язку перейти до чисельних методів, які дають 

наближений, але все ще дуже корисний результат. 

Це особливо актуально в прикладних областях, де реальні задачі можуть 

бути дуже складними та залежати від багатьох факторів. За допомогою 

апроксимації диференціальних рівнянь лінійними різницевими рівняннями 

можна створити чисельні моделі, які дозволяють аналізувати та передбачати 

поведінку системи в різних умовах. Це може бути важливо в наукових 

дослідженнях, проектуванні нових технологій, а також в прийнятті рішень на 

практиці. 

4. Застосування в чисельному аналізі та моделюванні. Одним з 

різноманітних та важливих застосувань лінійних різницевих рівнянь є їх 

широкий використання в чисельному аналізі та моделюванні різних систем. 

Вони стають потужним інструментом для врахування дискретності даних, яка є 

невід'ємною частиною багатьох реальних задач. Також це дозволяє враховувати 

обмежену кількість точок у просторі та/або часі, що є типовим обмеженням для 

багатьох практичних ситуацій. 

Лінійні різницеві рівняння дозволяють адекватно враховувати різні умови 

на межі або вузлах сітки, що робить їх особливо цінними при моделюванні 

різноманітних фізичних, інженерних або фінансових задач. Важливість цього 

підходу полягає в тому, що в реальних умовах часто неможливо або надто 

складно знайти аналітичний розв'язок, і саме тут чисельне моделювання за 

допомогою лінійних різницевих рівнянь стає ключовим інструментом. 

Застосування лінійних різницевих рівнянь дозволяє наочно вивчити 

поведінку системи в різних сценаріях, змінюючи параметри чи умови. Це 
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дозволяє проводити віртуальні експерименти, передбачати можливі результати 

та вирішувати практичні задачі на основі чисельних даних. Такий підхід 

використовується у різних галузях, від фізики та інженерії до фінансів та 

біології, допомагаючи зробити аналіз більш реалістичним та зрозумілим. 

5. Розширені можливості. Надзвичайну гнучкість та розширені 

можливості лінійних різницевих рівнянь можна побачити в їхній здатності 

враховувати різноманітні фізичні, математичні або економічні фактори в 

процесі моделювання. Це робить їх ідеальним інструментом для створення 

моделей, які мають враховувати багато аспектів реальних ситуацій. 

Лінійні різницеві рівняння можуть включати різні коефіцієнти, які можуть 

варіювати в залежності від конкретних умов. Це дозволяє адаптувати модель до 

різних реальних сценаріїв та умов. Граничні умови та початкові умови також 

можуть бути враховані у рівнянні, дозволяючи відтворити різні ситуації, 

починаючи з різних вихідних параметрів. Це дає можливість зіставити 

теоретичні розрахунки з експериментальними даними та практичними 

спостереженнями. 

Такий підхід має особливо велике значення в інженерному та науковому 

дослідженні, де важливо мати реалістичні та адекватні моделі. Завдяки 

розширеним можливостям лінійних різницевих рівнянь дослідники та інженери 

можуть більш точно моделювати та передбачати поведінку системи в різних 

умовах, а також використовувати моделі для оптимізації процесів та прийняття 

рішень. 

Взагалі, важлива роль лінійних різницевих рівнянь виявляється у 

вирішенні завдань, де аналітичний розв'язок стає непрактичним. Вони надають 

можливість використовувати чисельне моделювання та аналіз для вивчення 

різних систем, де побудова аналітичних розв'язків або отримання точних 

результатів може бути непростою або навіть неможливою задачею. 
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Завдяки лінійним різницевим рівнянням, дослідники та фахівці з різних 

галузей можуть наближено моделювати складні фізичні, інженерні, фінансові та 

інші системи. Це дає можливість провести віртуальні експерименти та 

дослідження, які допомагають зрозуміти поведінку системи в різних умовах. 

Такі дослідження можуть бути важливими при прийнятті рішень, проектуванні 

нових технологій чи оптимізації процесів. 

У практичних сценаріях, де реальні умови можуть бути дуже складними 

або навіть незрозумілими, лінійні різницеві рівняння допомагають зіставити 

теоретичні концепції зі збором та аналізом даних. Це дозволяє розробити 

адекватні та точні моделі, які відображають реальні умови, і досліджувати їхню 

поведінку в різних умовах. Такий підхід допомагає розширити наше розуміння 

складних систем і забезпечує підґрунтя для подальших досліджень, інновацій та 

розвитку. 

 

1.3. Основні поняття та методи розв'язування лінійних різницевих 

рівнянь 

1.3.1. Огляд основних понять та методів 

Основні поняття та методи розв'язування лінійних різницевих рівнянь 

грають важливу роль у чисельному аналізі та моделюванні різних систем. 

Розв'язування лінійних різницевих рівнянь включає наступні етапи: 

формулювання рівняння, визначення початкових та граничних умов, 

апроксимацію похідних, обчислення значень розв'язку на вузлах та аналіз 

отриманих результатів. 

Основні поняття: 

1. Різницева схема: є ключовим інструментом, який використовується для 

трансформації диференціальних рівнянь у форму, придатну для чисельного 
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обчислення. Цей підхід базується на використанні різницевих операторів для 

апроксимації похідних у диференціальних рівняннях [4, c. 77-82]. 

Основним завданням різницевої схеми є заміна похідних у 

диференціальних рівняннях різницевими апроксимаціями, які базуються на 

різницях між значеннями розв'язку на сусідніх вузлах дискретної сітки. Це 

дозволяє перетворити неперервні диференціальні рівняння на дискретні 

різницеві рівняння. 

Ключовою ідеєю різницевої схеми є розбиття просторово-часової області 

на скінчену кількість вузлів, де розв'язок апроксимується. Для цього 

використовуються різницеві оператори, які виражають різниці між значеннями 

розв'язку на сусідніх вузлах. Ця взаємодія між різницями у просторових та 

часових координатах дозволяє враховувати зміни в розв'язку відповідно до 

властивостей диференціального рівняння. 

Такий підхід має широкий спектр застосувань у чисельному моделюванні, 

оскільки дозволяє враховувати складність диференціальних рівнянь та 

перетворити їх на обчислювально ефективні різницеві рівняння. Для вирішення 

цих різницевих рівнянь застосовуються чисельні методи, які дозволяють 

отримати наближений розв'язок для задач, де аналітичний розв'язок може бути 

недосяжним. 

2. Крок розбиття: є одним із найважливіших параметрів у чисельних 

методах, особливо коли застосовуються різницеві схеми для розв'язання 

диференціальних рівнянь. Ця величина визначає відстань між послідовними 

вузлами на дискретній сітці, яка розбиває область вивчення на скінчену 

кількість точок. Вона позначається зазвичай як \(h\) і має важливий вплив на 

якість та стійкість чисельного розв'язку [5, c. 232-236]. 

Величина кроку розбиття визначає роздільну здатність сітки, тобто 

спроможність розділити аналізовану область на дрібні сегменти. Зменшення 
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кроку розбиття призводить до деталізованішої апроксимації, оскільки більше 

точок сітки дозволяють краще відтворити зміни розв'язку в області. Однак 

менше значення кроку також означає більше обчислень, що може вплинути на 

час виконання обчислень та обчислювальну складність. 

Важливою характеристикою кроку розбиття є його вплив на точність та 

стійкість чисельного розв'язку. Надто велике значення \(h\) може привести до 

грубої апроксимації та втрати точності, оскільки значення розв'язку на сусідніх 

вузлах можуть бути значно відмінними. З іншого боку, надто мале значення 

\(h\) може призвести до чисельних нестабільностей, які виникають через 

обчислювальні похибки. 

Отже, вибір оптимального значення кроку розбиття є компромісом між 

точністю та обчислювальною складністю. Величина \(h\) повинна бути ретельно 

підібрана для конкретної задачі, з урахуванням потреб точності та 

обчислювальної ефективності. 

3. Початкові умови: є важливою частиною чисельних методів, які 

використовують різницеві рівняння для апроксимації диференціальних рівнянь. 

Вони визначають значення розв'язку на початковому вузлі сітки, тобто в той 

момент часу або в просторовій точці, з якого розпочинається обчислення 

чисельного розв'язку [6, c. 349-352]. 

Початкові умови є відображенням початкового стану системи і важливі 

для визначення початкового контексту для чисельного розв'язку. Наприклад, в 

задачах динаміки можуть бути важливі вихідні позиції та швидкості об'єктів, які 

підлягають моделюванню. Ці умови визначають, як система поводиться на 

самому початку обчислень, перш ніж вона починає еволюціонувати за 

допомогою чисельного розв'язку. 

Початкові умови важливі також тим, що вони встановлюють "початковий 

підґрунтя" для апроксимації. Вони дозволяють розпочати процес обчислень з 



14 
 

14 
 

визначених точок та встановити перші значення розв'язку. Це може бути 

особливо важливим при моделюванні систем, де динаміка величини змінюється 

з часом або простором. 

Загалом, початкові умови виступають як початковий камінь у процесі 

чисельного аналізу та моделювання, встановлюючи стартовий пункт для 

розв'язку різницевих рівнянь і допомагаючи зрозуміти, як система буде 

реагувати на вплив зовнішніх факторів. 

4. Крайові умови: відіграють важливу роль у чисельних методах, які 

використовують різницеві рівняння для апроксимації диференціальних рівнянь. 

Ці умови встановлюються на межах області, де розв'язується різницеве 

рівняння, і визначають поведінку розв'язку в цих точках [7, c. 67-70]. 

Крайові умови використовуються для забезпечення зв'язку між 

значеннями розв'язку на межах області, що є ключовим для розв’язування 

диференціальних рівнянь. Вони можуть включати різні типи умов, такі як умови 

Діріхле, де значення розв'язку задається явно на границі, або умови Неймана, де 

задається похідна розв'язку на границі. Також можуть використовуватися 

змішані умови, які комбінують обидва підходи. 

Важливою рисою крайових умов є те, що вони відображають реальні 

обмеження або умови системи. Наприклад, у задачах теплопровідності крайові 

умови можуть відображати температурні умови на межі області, що 

визначають, як тепло взаємодіє з зовнішнім середовищем. У задачах динаміки 

руху крайові умови можуть відображати умови фіксованих або вільних кінців 

об'єкта. 

Правильний вибір та формулювання крайових умов є важливим аспектом 

чисельного розв'язку диференціальних рівнянь, оскільки вони впливають на 

точність, стійкість та фізичну правильність чисельного розв'язку. 

Методи розв'язування: 
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1. Метод прямої підстановки: є одним із базових чисельних методів для 

розв'язання лінійних різницевих рівнянь і використовується для отримання 

наближених чисельних розв'язків на дискретній сітці. Цей метод включає 

встановлення різницевих рівнянь на кожному вузлі сітки та їх розв'язання, 

утворюючи систему лінійних алгебраїчних рівнянь [8, c. 13-14]. 

Основна ідея методу прямої підстановки полягає в апроксимації похідних 

у диференціальному рівнянні різницевими операторами та їх подальшій 

підстановці в диференціальне рівняння. Це перетворює диференціальне 

рівняння на систему різницевих рівнянь, яка може бути розв’язана чисельно. 

Кожне різницеве рівняння в системі відповідає одному вузлу на сітці і 

містить різницеві апроксимації похідних та значення розв'язку на сусідніх 

вузлах. Отримана система різницевих рівнянь утворює систему лінійних 

алгебраїчних рівнянь, яку можна розв'язати за допомогою стандартних 

алгоритмів розв'язування систем лінійних рівнянь, наприклад, методу Гаусса чи 

методу Якобі. 

Хоча метод прямої підстановки є простим та зрозумілим, його 

обчислювальна складність може зростати зі збільшенням кількості вузлів на 

сітці, що робить його менш ефективним для великих систем рівнянь. Також 

метод може вимагати значних обчислювальних ресурсів та часу, особливо коли 

область моделювання має складні геометричні форми або умови. 

2. Метод Гаусса-Зейделя: є ітеративним чисельним методом, який 

використовується для розв'язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, що 

виникають з різницевих рівнянь. Цей метод базується на покроковому 

оновленні значень розв'язку на кожному вузлі сітки і дозволяє покращити 

наближений розв'язок з кожною ітерацією [9, c. 289-291]. 

Головна ідея методу Гаусса-Зейделя полягає в тому, щоб оновлювати 

значення на кожному вузлі сітки, використовуючи вже оновлені значення на 
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сусідніх вузлах. Значення на кожному вузлі оновлюються залежно від 

попереднього наближеного розв'язку на сусідніх вузлах. Це означає, що кожна 

ітерація включає у себе покрокове оновлення розв'язку на всіх вузлах, причому 

оновлення проводяться послідовно, в одному напрямку. 

Метод Гаусса-Зейделя може бути особливо корисним для великих систем 

рівнянь, оскільки він зазвичай збігається швидше, ніж метод прямого 

підстановки. Це стало можливим завдяки тому, що оновлення значень 

відбуваються поступово і враховують вже доступні оновлені значення, що 

поліпшує збіжність методу. 

Важливою характеристикою методу Гаусса-Зейделя є його ітеративність. 

Розв'язок покращується з кожною новою ітерацією, і метод продовжує 

виконувати ітерації досягнення певної точності або максимальної кількості 

ітерацій. Це дозволяє знаходити наближений розв'язок системи лінійних рівнянь 

за допомогою послідовних покращень, доки досягнута потрібна точність або 

зупинка. 

Узагальнюючи, метод Гаусса-Зейделя є ефективним ітеративним методом 

для розв'язання великих систем лінійних рівнянь, який використовує локальні 

оновлення для покращення наближеного розв'язку з кожною ітерацією. 

3. Метод релаксації: є ще одним ітеративним чисельним методом для 

розв'язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, який використовує 

релаксаційні параметри для покращення швидкості збіжності методу. Подібно 

до методу Гаусса-Зейделя, метод релаксації також оновлює значення розв'язку 

на кожному вузлі сітки, проте з використанням спеціальних параметрів 

релаксації. 

Основна ідея методу релаксації полягає в тому, щоб оновлювати значення 

на кожному вузлі шляхом комбінації поточного значення розв'язку і нового 

значення, обчисленого на основі різницевого рівняння. Ця комбінація 
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використовує релаксаційний параметр, який визначає, наскільки сильно нове 

значення впливає на оновлення. Іншими словами, релаксаційний параметр 

контролює швидкість, з якою метод рухається до точного розв'язку [10, c. 320-

323]. 

Метод релаксації може бути особливо корисним для систем зі складною 

структурою або для систем, що мають погану збіжність ітераційних методів. 

Релаксаційні параметри можуть бути налаштовані таким чином, щоб 

забезпечити швидке збіжнення методу, навіть у випадках, коли інші ітераційні 

методи можуть вести себе повільно або не стійко. 

Однак важливо відмітити, що вибір релаксаційного параметра може бути 

нетривіальним завданням. Занадто великий параметр може призвести до 

нестійкості методу, а занадто малий може призвести до повільної збіжності. 

Тому налаштування релаксаційних параметрів може вимагати експериментів та 

аналізу поведінки методу для конкретної задачі. 

4. Інші чисельні методи. Окрім розглянутих вище методів, існує широкий 

спектр інших чисельних методів, які можуть бути використані для розв'язання 

лінійних різницевих рівнянь. Ці методи розроблені для врахування різних 

аспектів задач та забезпечення більш точних та ефективних розв'язків. Деякі з 

них включають метод скінченних різниць, метод скінченних елементів, метод 

граничних елементів, методи спеціальних функцій та інші. 

Метод скінченних різниць використовує апроксимацію похідних за 

допомогою різницевих апроксимацій на сітці. Він особливо підходить для 

областей з регулярною геометрією і може бути застосований для різноманітних 

фізичних задач, таких як теплопровідність чи коливання струни. 

Метод скінченних елементів базується на розбитті області на скінченну 

кількість підобластей, відомих як "елементи". Цей метод дозволяє враховувати 
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нерегулярну геометрію і границі, що може бути важливим для складних 

фізичних систем. 

Деякі методи спеціальних функцій базуються на використанні 

аналітичних розв'язків певних функціональних рівнянь, що може бути корисним 

для певних класів фізичних задач. 

Вибір конкретного чисельного методу залежить від властивостей задачі, 

яка розв’язується, а також від необхідної точності розв'язку. Практикуючі 

науковці та інженери вибирають методи з урахуванням обмежень 

обчислювальних ресурсів, складності реалізації та потрібної точності, що 

дозволяє знайти найкращий баланс між точністю та ефективністю чисельного 

розв'язку. 

Ці чисельні методи розв'язування лінійних різницевих рівнянь 

відкривають можливість отримання чисельних розв'язків, які наближають 

аналітичні розв'язки або відображають поведінку системи. Проте важливо 

розуміти, що використання чисельних методів супроводжується певними 

обмеженнями та викликами, пов'язаними з точністю, стійкістю та збіжністю цих 

методів. 

Один із найважливіших аспектів у чисельних методах – це точність. 

Навіть якщо чисельний розв'язок наближається до аналітичного розв'язку, 

важливо визначити, наскільки цей розв'язок точний. Погана точність може 

виникнути через апроксимації, обчислювальні помилки або інші фактори. Тому 

перед використанням чисельних методів важливо провести аналіз точності і 

визначити, наскільки отримані результати можна вважати достовірними. 

Стійкість та збіжність – інші ключові аспекти чисельних методів. 

Стійкість вказує на здатність методу вирішити рівняння без великих коливань 

або зриву збіжності. Збіжність означає, наскільки метод збігається до 
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правильного розв'язку з кожною ітерацією. Нестійкість або погана збіжність 

можуть призвести до неточних та невірних результатів [11, c. 430-432]. 

Таким чином, при розв'язуванні лінійних різницевих рівнянь важливо не 

тільки використовувати відповідний чисельний метод, але й ретельно 

аналізувати його результати. Відсутність аналітичного розв'язку часто 

перетворює чисельні методи на єдиний доступний спосіб отримання розв'язку 

задачі, але недостатня увага до обмежень методів може призвести до неточних 

висновків та надмірної впевненості у результаті. Таким чином, критичний 

аналіз результатів чисельного розв'язку є важливим етапом у використанні цих 

методів. 

 

1.3.2. Класичні методи розв'язування  

Класичні методи розв'язування лінійних різницевих рівнянь включають 

застосування характеристичних рівнянь та знаходження загального розв'язку. Ці 

методи базуються на аналізі структури різницевих рівнянь і використанні 

властивостей характеристик для отримання розв'язку. 

Метод застосування характеристичних рівнянь ґрунтується на 

розв'язуванні характеристичних рівнянь, які визначають властивості розв'язку 

лінійного різницевого рівняння. Характеристичне рівняння є аналогом 

характеристичного рівняння диференціального рівняння, воно визначає частоти 

та амплітуди коливань системи [12, c. 383-385]. 

Замість аналітичного пошуку розв'язку, який для багатьох різницевих 

рівнянь є непрактичним, цей метод передбачає визначення "характеристичних 

розв'язків". Вони є дискретним аналогом характеристичних функцій 

диференціального рівняння. Шуканий розв'язок можна виразити як 

суперпозицію цих характеристичних розв'язків, кожен з яких залежить від 

власних часових частот. 
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Цей підхід дозволяє отримати загальний вигляд розв'язку лінійного 

різницевого рівняння і аналізувати його поведінку. Використовуючи 

характеристичні розв'язки, можна зрозуміти, як система реагує на вхідні 

збурення та визначити діапазони часових частот, при яких розв'язок є стійким. 

Метод застосування характеристичних рівнянь особливо корисний для 

аналізу динамічних систем, де важливо знати, як система реагує на збурення в 

часі. Він допомагає побудувати загальні моделі системи та прогнозувати її 

поведінку в різних умовах. 

Метод знаходження загального розв’язку передбачає визначення 

універсального виразу для розв'язку лінійного різницевого рівняння, 

використовуючи спеціальні математичні техніки. Зазвичай для цього 

застосовуються методи, що базуються на розкладі розв'язку на базисні функції 

або використовують властивості матриць та лінійних операцій [13, c. 322-324]. 

При застосуванні цього методу, розв'язок різницевого рівняння 

виражається у вигляді загальної форми, яка охоплює всі можливі варіації 

вхідних параметрів та початкових умов. Для досягнення цього використовують 

математичні методи, що дозволяють виявити патерни та залежності в розв'язку, 

відображаючи їх через базисні функції. 

Базисні функції можуть бути вибрані таким чином, щоб вони 

задовольняли початковим та граничним умовам, і вони є ключовими 

компонентами для вираження загального розв'язку. Крім того, методи, що 

використовують матричні операції, знаходять відображення між векторами 

часових кроків і векторами розв'язку. 

Загальний розв'язок можна записати як лінійну комбінацію базисних 

функцій або за допомогою матричних операцій, що робить його універсальним 

для різних початкових умов та вхідних параметрів. Це дає можливість 

визначити характеристики системи та її поведінку в різних сценаріях, що є 
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важливим для аналізу та моделювання різноманітних фізичних та інженерних 

систем. 

Обидва згадані методи розв'язання лінійних різницевих рівнянь 

вимагають точного визначення початкових та крайових умов для вдалого 

розв'язання задачі. Ці умови відіграють ключову роль у визначенні розв'язку і 

враховують фізичні обмеження та властивості системи. 

Початкові умови встановлюються шляхом задання значень розв'язку на 

початкових вузлах сітки. Це відображає початковий стан системи та визначає її 

поведінку на початку процесу. Наприклад, у фізичних задачах це можуть бути 

початкові значення положення, швидкості або інших величин. 

Крайові умови, з іншого боку, встановлюються на межі області, де 

здійснюється розв'язання різницевого рівняння. Ці умови враховують взаємодію 

системи з її зовнішнім середовищем та обмеженнями, які накладаються на 

розв'язок на межі. Наприклад, можуть встановлюватися значення розв'язку, 

похідних або їх комбінацій на межі області. 

Правильна постановка початкових та крайових умов є ключовою для 

отримання достовірних та збалансованих результатів чисельного розв'язування. 

Невірно встановлені умови можуть призвести до нелінійних або нефізичних 

розв'язків, що знижує надійність та коректність отриманих результатів. Тому, 

перед застосуванням будь-якого з методів, необхідно ретельно аналізувати та 

враховувати властивості системи, щоб забезпечити відповідність початкових та 

крайових умов реальним фізичним умовам задачі. 

Після того, як загальний розв'язок лінійного різницевого рівняння був 

знайдений, наступним кроком є конкретизація цього розв'язку, тобто 

визначення конкретних значень коефіцієнтів або параметрів, що входять до 

загального виразу. Це необхідно для того, щоб врахувати початкові і крайові 

умови, які були задані в постановці задачі. 
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Конкретизація розв'язку включає в себе встановлення значень невідомих 

параметрів або коефіцієнтів шляхом підстановки початкових та крайових умов 

у загальний вираз розв'язку. Цей процес може включати алгебраїчні обчислення 

та розв'язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь. Результатом цієї 

конкретизації є отримання конкретного виразу для розв'язку, який враховує усі 

умови задачі. 

Цей крок є важливим, оскільки він перетворює абстрактний загальний 

розв'язок на конкретні числа чи функції, що відповідають фізичній або 

інженерній ситуації. Він дозволяє отримати чисельні значення розв'язку на 

різних точках сітки та з'ясувати, як система змінюється з часом або простором. 

Крім того, цей процес також дозволяє перевірити, наскільки отриманий 

розв'язок задовольняє початкові та крайові умови. Якщо конкретизований 

розв'язок не задовольняє ці умови, може бути необхідно переглянути вираз 

розв'язку, внести корективи або перевірити правильність початкових даних. 

Важливо підкреслити, що вибір та застосування класичних методів 

розв'язування лінійних різницевих рівнянь залежить від багатьох факторів, 

серед яких тип самого різницевого рівняння, його структура та конкретні 

властивості. Деякі різницеві рівняння можуть бути настільки простими, що 

мають аналітичні розв'язки, які можна знайти безпосередньо. У таких випадках 

класичні аналітичні методи, наприклад, метод характеристичних рівнянь або 

знаходження загального розв'язку, можуть бути досить ефективними. 

Проте багато задач реального світу мають складніші різницеві рівняння, 

для яких аналітичний розв'язок може бути недосяжним або дуже складним. У 

таких випадках необхідно звертатися до чисельних методів, які дозволяють 

наблизити розв'язок за допомогою обчислень на комп'ютері. Наприклад, для 

великих систем рівнянь, методи ітераційної релаксації або метод Гаусса-
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Зейделя можуть виявитись більш ефективними, оскільки вони можуть швидше 

збігатися за допомогою послідовного оновлення значень розв'язку. 

Застосування конкретного методу розв'язування повинно враховувати 

властивості самої задачі, такі як її геометрія, тип граничних умов, особливості 

диференціального рівняння, інтереси дослідника та обчислювальні можливості. 

Іноді може знадобитися спробувати декілька різних методів та порівняти їх 

результати для визначення найбільш адекватного підходу. 

Таким чином, вибір методу розв'язування є важливим етапом у 

розв’язуванні лінійних різницевих рівнянь, і метод має бути обрано з 

урахуванням всіх специфічних аспектів задачі, зокрема типу рівняння та вимог 

до точності результату. 

Застосування характеристичних рівнянь та знаходження загального 

розв'язку є двома важливими та класичними методами розв'язування лінійних 

різницевих рівнянь, які знайшли широке використання в чисельному аналізі та 

моделюванні різних систем. Ці методи надають можливість отримувати 

аналітичні або апроксимовані розв'язки, що істотно сприяє розумінню 

поведінки системи та здійсненню прогнозування її результатів. 

Зокрема, метод характеристичних рівнянь передбачає аналіз 

характеристичного рівняння, що визначає властивості розв'язку різницевого 

рівняння. Це дискретний аналог характеристичного рівняння диференціального 

рівняння. Шуканий розв'язок може бути записаний як суперпозиція 

характеристичних розв'язків, що визначаються саме характеристичним 

рівнянням. Цей підхід дозволяє отримувати загальну форму розв'язку лінійного 

різницевого рівняння, що допомагає узагальнити результати на різні випадки. 

Знаходження загального розв'язку, з свого боку, передбачає використання 

спеціальних технік для отримання загального виразу розв'язку різницевого 

рівняння. Часто в цьому методі використовуються базисні функції або 
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властивості матриць та лінійних операцій. Розв'язок може бути записаний як 

лінійна комбінація базисних функцій або через використання матричних 

операцій [14, c. 578-580]. 

Обидва ці методи мають глибокі теоретичні основи та дозволяють 

отримувати аналітичні або апроксимовані розв'язки, що розкривають поведінку 

системи. Вони дозволяють аналізувати властивості розв'язку, визначати його 

залежність від параметрів та умов, та надають можливість побудови 

просторових або часових профілів розв'язку. Ці методи виявляються 

надзвичайно корисними при розв’язанні різноманітних наукових, інженерних та 

фізичних задач, де аналітичний підхід є важливим для отримання глибокого 

розуміння та прогнозу результатів. 

 

1.3.2. Числові методи розв'язування 

Числові методи розв'язування лінійних різницевих рівнянь є ефективними 

інструментами в чисельному аналізі та моделюванні різних систем. До числових 

методів належать: метод скінченних різниць, метод скінченних елементів та 

інші. Кожен з цих методів має свої особливості і застосовується в залежності від 

конкретної задачі. 

Метод скінченних різниць є однією з ключових чисельних технік для 

розв'язування диференціальних рівнянь. Він базується на ідеї апроксимації 

похідних за допомогою різницевих операторів. Для розуміння концепції, 

розглянемо одновимірний випадок. 

При застосуванні методу скінченних різниць спочатку область, в якій 

задане диференціальне рівняння, розділяється на скінченну кількість вузлів. Ця 

розбиття може бути здійснене з рівномірним кроком або залежати від 

конкретних особливостей задачі. На кожному вузлі апроксимуються похідні 

диференціального рівняння за допомогою різницевих операторів. 
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Різницеві рівняння формулюють взаємозв'язок між значеннями розв'язку 

на сусідніх вузлах. Отримані рівняння складають систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь, де невідомими є значення розв'язку на вузлах. Цю систему можна 

розв'язати чисельно для отримання значень розв'язку на вузлах сітки [15, c. 17-

26]. 

Метод скінченних різниць є дуже потужним і універсальним підходом для 

чисельного розв'язання різницевих рівнянь. Він застосовується в багатьох 

галузях науки та інженерії для моделювання різних фізичних, технічних та 

соціальних процесів. 

Метод скінченних елементів (МСЕ) є однією з ключових технік 

чисельного розв'язання диференціальних рівнянь. Він використовується для 

апроксимації розв'язку на деякій області, розбитій на скінченну кількість 

підобластей, відомих як елементи. Основна ідея МСЕ полягає в тому, що 

розв'язок у кожному елементі наближається за допомогою певних базисних 

функцій, які задаються заздалегідь. 

Кожен елемент описується вузлами – точками, де визначаються значення 

розв'язку. Внутрішні вузли є вузлами елементів, а граничні – вузлами, що 

лежать на межах елементів. Важливим етапом МСЕ є вибір базисних функцій, 

які описують розподіл розв'язку всередині кожного елемента [16, c. 34-35]. 

Значення розв'язку всередині кожного елемента апроксимується за 

допомогою лінійної комбінації базисних функцій, де коефіцієнти є невідомими. 

Крайові умови виражаються як умови зв'язку між значеннями розв'язку на 

вузлах суміжних елементів. Це дозволяє створити глобальну систему лінійних 

алгебраїчних рівнянь, яку можна розв'язати для отримання значень розв'язку на 

вузлах всієї області. 

Метод скінченних елементів широко використовується в різних галузях, 

таких як механіка, теплофізика, гідродинаміка та багато інших. Він дозволяє 



26 
 

26 
 

розв'язувати складні задачі, які не мають аналітичних розв'язків, та 

досліджувати поведінку систем у різних умовах. 

Крім методів скінченних різниць і скінченних елементів, існує також 

широкий спектр інших числових методів розв'язування лінійних різницевих 

рівнянь. Ось декілька прикладів: 

- метод релаксації: є однією зі спеціальних технік чисельного 

розв'язування диференціальних рівнянь. Він використовується для ітеративного 

наближення до розв'язку шляхом послідовних оновлень значень розв'язку на 

вузлах області. Основною ідеєю цього методу є використання комбінації 

поточного значення розв'язку і нового значення, отриманого залежно від 

релаксаційного параметра. 

У розглянутому контексті релаксаційний параметр є коефіцієнтом, який 

визначає, наскільки значення розв'язку на певному вузлі буде залежати від 

поточного значення та нового значення, отриманого з ітераційного процесу. 

Ітеративний процес виглядає наступним чином: на кожному кроці розв'язок на 

вузлах оновлюється за допомогою релаксаційної формули, яка включає поточне 

та нове значення розв'язку, а також релаксаційний параметр. Це дозволяє 

покращувати точність розв'язку з кожним ітераційним кроком. 

Метод релаксації особливо корисний для систем зі складною структурою 

або з незадовільною збіжністю інших методів. Він може допомогти підвищити 

швидкість збіжності ітераційного процесу. Проте важливо враховувати, що 

вибір оптимального значення релаксаційного параметра є ключовим аспектом. 

Значення параметра повинно бути налаштовано так, щоб забезпечити швидку і 

стійку збіжність методу. 

Метод релаксації може бути застосований для розв'язання різних 

різницевих рівнянь у різних галузях науки і техніки. Його перевагою є 
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можливість використання для розв'язання задач зі складною геометрією чи 

змінними коефіцієнтами, де інші методи можуть бути менш ефективними. 

- Метод скінченних різниць в часі (Finite Difference Time Domain, FDTD): 

є потужним чисельним методом для розв'язання часовозалежних 

диференціальних рівнянь, зокрема диференціальних рівнянь в часткових 

похідних. Цей метод здійснює апроксимацію похідних за допомогою 

різницевих схем як по часу, так і по простору, що дозволяє перетворити 

диференціальні рівняння на систему лінійних різницевих рівнянь [17, c. 78-81]. 

У FDTD методі просторова область розділяється на сітку вузлів, а час 

поділяється на дискретні моменти. Для апроксимації похідних за часом та 

простором використовуються різницеві оператори, такі як центральні різниці. 

Отримані різницеві рівняння виражають взаємозв'язок між значеннями розв'язку 

на сусідніх вузлах і в різні моменти часу. 

FDTD метод широко використовується в області електродинамічного 

моделювання та оптики. Він дозволяє моделювати поведінку електромагнітних 

полів в реальних просторових конфігураціях та в часі. Застосування FDTD може 

включати дослідження розповсюдження світла, взаємодії електромагнітних 

хвиль з різними матеріалами, а також аналіз оптичних та електромагнітних 

пристроїв. 

Важливо враховувати, що FDTD метод має обмеження, пов'язані з 

точністю та обчислювальною складністю. Вибір розмірності сітки у просторі та 

дискретизації у часі може впливати на швидкість та точність розв'язку. Також 

для реалізації методу потрібна достатня обчислювальна потужність, особливо 

для великих та складних задач. 

- Метод скінченних об'ємів (Finite Volume Method, FVM): є чисельним 

методом, який використовується для розв'язання диференціальних рівнянь у 

вигляді консервативних законів збереження. Його суть полягає в поділі області, 
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в якій вирішується рівняння, на скінченну кількість об'ємів (клітин або 

елементів), і подальшому обчисленні потоків розв'язку через границі цих 

об'ємів [18, c. 159-179]. 

У методі скінченних об'ємів значення розв'язку в кожному об'ємі 

апроксимуються як середні значення на даному об'ємі. Потім обчислюються 

потоки розв'язку через границі між сусідніми об'ємами. Це робиться за 

допомогою чисельних апроксимацій, таких як схеми чисельної дифузії або 

апроксимацій Рунге-Кутти. Ці потоки враховують зміни розв'язку через границі 

об'ємів та використовуються для оновлення значень розв'язку на об'ємах 

наступного кроку часу. 

FVM метод знаходить широке застосування в численому моделюванні 

фізичних процесів, таких як теплопровідність, гідродинаміка, перенос речовин і 

т.д. Це дозволяє враховувати консервативні закони збереження, наприклад, 

закон збереження маси, імпульсу та енергії. Метод FVM особливо корисний для 

моделювання процесів зі складними граничними умовами та нерівномірними 

властивостями середовища. 

Важливим аспектом методу є врахування дисипації та дифузії в чисельних 

схемах для забезпечення стійкості та точності. Обчислювальна сітка має бути 

достатньо дрібною для адекватної апроксимації фізичних процесів, але велика 

кількість обчислень може призводити до значної обчислювальної витратності. 

Кожен з цих числових методів в розв'язуванні лінійних різницевих 

рівнянь має свої визначені переваги та обмеження, і вибір конкретного методу є 

залежним від особливостей конкретної задачі та необхідної точності 

результатів. Крім цього, процес розв'язування лінійних різницевих рівнянь за 

допомогою чисельних методів нерідко пов'язаний із додатковими 

обчислювальними аспектами, такими як стійкість, збіжність та обчислювальна 

складність. 
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Вибір конкретного чисельного методу залежить від характеру задачі. 

Наприклад, методи релаксації можуть бути особливо ефективними для систем зі 

складною структурою або незадовільною збіжністю, а метод кінцевих об'ємів 

може бути більш відповідним для розв'язання задач теплопровідності чи 

гідродинаміки. При виборі методу також важливо враховувати розмір 

обчислювальної сітки та обчислювальні витрати, оскільки деякі методи можуть 

вимагати значних обчислень для отримання точних результатів. 

При використанні чисельних методів для розв'язання лінійних різницевих 

рівнянь, додатково важливо звернути увагу на обчислювальну стійкість методу, 

що означає, що чисельний процес не буде дивергувати при розв'язанні. 

Збіжність вказує на те, наскільки швидко чисельний метод зближається до 

точного розв'язку. Також треба оцінювати обчислювальну складність, особливо 

для великих систем рівнянь, оскільки вона може впливати на швидкість 

отримання результатів. 

У підсумку, використання чисельних методів для розв'язання лінійних 

різницевих рівнянь вимагає компромісу між точністю, обчислювальною 

ефективністю та відповідністю до конкретної задачі. Правильний аналіз та 

оцінка результатів грають важливу роль у забезпеченні надійності та 

коректності чисельного розв'язку. 

В більш обширному контексті, чисельні методи розв'язування лінійних 

різницевих рівнянь є невід'ємною складовою чисельного аналізу, який відіграє 

ключову роль у вирішенні задач, де аналітичний розв'язок або проста 

аналітична формула недосяжні. Ці методи є могутнім інструментом у різних 

галузях науки і техніки, таких як фізика, інженерія, економіка та інші, для 

моделювання, аналізу та розуміння поведінки різних систем. 

Одна з ключових переваг чисельних методів полягає в їхній 

універсальності та адаптивності до різноманітних задач. Вони дозволяють 
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математично описати фізичні процеси, які можуть бути складними, нелінійними 

чи навіть неперервними, у вигляді дискретних апроксимацій. Це важливо, 

оскільки багато реальних ситуацій неможливо або дуже складно представити у 

вигляді аналітичних рівнянь [19, c. 91-93]. 

Однак варто підкреслити, що зі всіма своїми перевагами, чисельні методи 

також мають свої обмеження. Вони можуть бути витратними з обчислювальної 

точки зору, особливо при розв'язанні великих систем рівнянь. Крім того, вони 

можуть бути чутливими до початкових умов, обчислювальних похибок та 

вибору методу. Тому важливо вміти аналізувати та інтерпретувати результати 

чисельного розв'язку, а також розуміти обмеження самого методу. 

Усупереч цим обмеженням, чисельні методи є невід'ємною складовою для 

розв'язання багатьох реальних завдань, коли аналітичний підхід є непрактичним 

або неможливим. Вони дозволяють отримати досить точні та реалістичні 

результати, які допомагають в розумінні фізичних, інженерних, економічних та 

інших процесів. 

 

1.4. Аналіз стійкості та точності розв'язків 

Стійкість та точність є важливими поняттями при розв'язуванні 

різницевих рівнянь. Розглянемо кожне з цих понять детальніше. 

У понятті чисельних методів, стійкість відіграє вирішальну роль, оскільки 

вона визначає, наскільки надійно і довготривало метод зберігатиме 

правильність та адекватність розв'язку при збільшенні кроку розбиття чи часу. 

Ця якість показує, наскільки добре чисельний метод може впоратися з ростом 

величини, зберігаючи точність та надійність результату. 

Ключова ідея полягає в тому, що навіть при невеликих початкових 

похибках чи збуреннях, стійкий метод не дозволить цим похибкам вибухнути та 
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спотворити весь розв'язок. Замість цього, він контролює поширення похибок, 

гасячи їх ефект з часом або при збільшенні кроку. 

Такий контроль має велике значення, особливо в обчислювальних 

завданнях, де обмежені ресурси можуть вимагати збільшення кроку розбиття чи 

обчислювальних об'ємів. Інакше кажучи, стійкість забезпечує те, що розв'язок 

залишиться реалістичним та вірним, незважаючи на обмеженість ресурсів або 

збільшення величини кроку. Тим самим, вона гарантує, що чисельний метод 

буде ефективним та надійним інструментом для моделювання та аналізу різних 

систем у різних областях науки та інженерії. 

Точність є однією з найважливіших характеристик чисельних методів, 

оскільки вона визначає, наскільки близько чисельний розв'язок до того, що 

вважається точним або аналітичним розв'язком задачі. Однак, досягнення 

абсолютної точності може бути непрактичним, особливо у випадках, коли 

ресурси чи обчислювальний час обмежені. 

Висока точність означає, що розбіжності між чисельним та точним 

розв'язком є невеликими. Це свідчить про те, що метод добре апроксимує 

фізичні явища та дотримується основних законів та залежностей. Однак, 

реалістично оцінювати точність може бути складним завданням, оскільки вона 

може варіюватися в залежності від числа вузлів, вибраного кроку розбиття чи 

навіть самого методу. 

Підвищення точності зазвичай вимагає збільшення кількості 

обчислювальних ресурсів, так як менший крок розбиття або більша кількість 

вузлів може дозволити отримати більш точний розв'язок. Однак, це може бути 

затратно в обчислювальному плані. Тому, при виборі методу та розмірності 

розбиття, важливо збалансувати між точністю та ресурсами, враховуючи 

специфіку задачі та обмеження. 
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У практичних застосуваннях, добре підібрана точність гарантує, що 

чисельний розв'язок наближається до фізичної реальності, але при цьому 

ефективно використовує обмежені ресурси [20, c. 48-52]. 

Враховуючи, що стійкість та точність є важливими аспектами чисельних 

методів, важливо розуміти їх взаємозв'язок і здійснювати збалансований вибір 

методу відповідно до конкретної задачі та вимог. 

Існує непрямий зв'язок між стійкістю та точністю. Деякі методи можуть 

бути більш стійкими, тобто здатними зберігати стабільність розв'язку навіть при 

великих кроках розбиття чи часу. Однак, це може вимагати спрощень у виразі 

методу, що може вплинути на його точність. З іншого боку, існують методи, які 

можуть досягати високої точності за рахунок складніших обчислювальних 

процедур, але при цьому вони можуть бути менш стійкими при великих кроках. 

Вибір оптимального методу залежить від характеру задачі та вимог до 

точності та стійкості розв'язку. У деяких ситуаціях, де точність є ключовою, 

може бути виправданим використання більш складних методів, навіть якщо 

вони менш стійкі. У інших випадках, де стійкість важлива для запобігання 

накопиченню похибок у довгостроковому розв'язку, може бути розумним 

обмежити точність на користь забезпечення стабільності. 

Таким чином, вибір чисельного методу вимагає уважного аналізу 

властивостей задачі та компромісу між стійкістю та точністю. Оптимальний 

підхід полягає в збалансованому врахуванні обох аспектів з метою отримання 

розв'язку, який не лише задовольняє вимоги до точності, але й зберігає 

стабільність та адекватно відображає фізичну реальність задачі. 

Для оцінки стійкості та точності чисельного методу часто 

використовуються аналітичні. Деякі з них включають: 

- аналіз стійкості. Цей процес спрямований на вивчення властивостей 

стійкості конкретного чисельного методу. Він включає ряд кроків, які 
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допомагають зрозуміти, як метод буде вести себе при зміні параметрів розбиття 

чи часу. Однією з ключових технік аналізу стійкості є знаходження та 

дослідження характеристичних рівнянь або дискретних аналогів 

характеристичних рівнянь диференціальних рівнянь. Ці характеристичні 

рівняння дозволяють встановити, які значення параметрів розбиття чи часу 

призводять до стабільності розв'язку. 

Щоб виконати аналіз стійкості, спочатку знаходять характеристичні 

рівняння для конкретного чисельного методу. Далі вони розв'язуються, часто за 

допомогою обчислювальних методів, і отримані результати аналізуються. 

Важливо дослідити, які значення параметрів (такі як крок розбиття чи часу) 

призводять до стійких розв'язків, а які – до нестійких або експоненційно 

зростаючих похибок. 

Звідси виникає можливість визначити так звані області стійкості, де 

розв'язок залишається обмеженим та фізично здоровим при різних значеннях 

параметрів. Це дає можливість зробити висновки про те, які значення кроку 

розбиття чи часу можуть бути використані для досягнення стабільності 

розв'язку. 

Такий аналіз стійкості допомагає вибирати оптимальні параметри 

чисельного методу та забезпечувати стабільність розв'язку в обчислювальних 

задачах. 

- Порівняння з аналітичним розв'язком. Порівняння чисельного розв'язку з 

аналітичним розв'язком є важливою частиною аналізу точності чисельних 

методів. У випадках, де аналітичний розв'язок відомий, можливість порівняти 

його з результатами чисельного методу дозволяє оцінити якість та точність 

чисельного підходу. 

Під час порівняння обидва розв'язки варто вивести на однакову 

обчислювальну сітку або на однаковий часовий шкалі. Потім виконується 
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покомпонентне порівняння значень розв'язків на відповідних точках. Різниця 

між чисельним та аналітичним розв'язками вказує на величину похибки 

чисельного методу. 

Порівняння може проводитися для різних значень кроку розбиття чи часу. 

Зменшення кроку зазвичай призводить до збільшення точності чисельного 

розв'язку, але це також може призвести до збільшення обчислювальної 

складності. Оптимальний вибір кроку полягає у знаходженні балансу між 

точністю та ефективністю обчислень. 

Порівняння з аналітичним розв'язком допомагає встановити, наскільки 

добре чисельний метод відтворює фізичну реальність та допомагає визначити 

параметри методу для досягнення бажаної точності. 

- Залежність від параметрів. Однією з ключових складових аналізу 

чисельних методів є вивчення впливу параметрів на якість та поведінку 

чисельного розв'язку. Багато чисельних методів мають параметри, які 

визначають розмір кроку, коефіцієнти апроксимації, часові кроки та інші 

фактори, які впливають на процес обчислень. 

Дослідження залежності від параметрів включає проведення чисельних 

експериментів з різними значеннями параметрів та аналіз їх впливу на 

результат. Наприклад, зміна кроку розбиття може вплинути на точність 

розв'язку та час обчислень. За допомогою серії обчислювальних експериментів 

можна визначити оптимальні параметри, які дозволяють досягнути бажаної 

точності при прийнятній обчислювальній вартості. 

Зокрема, це допомагає встановити баланс між стійкістю та точністю. 

Наприклад, занадто малий крок розбиття може забезпечити високу точність, але 

при цьому збільшити обчислювальний час та спричинити обчислювальну 

нестійкість. Зворотно, занадто великий крок може привести до недостатньої 

точності розв'язку. 
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Дослідження залежності від параметрів допомагає інженерам та 

дослідникам знайти баланс між точністю та обчислювальною ефективністю, а 

також розуміти, як кожен параметр впливає на якість чисельного розв'язку та як 

його можна оптимізувати для конкретних вимог та обмежень. 

Загалом, досягнення стійкості та точності в чисельних методах 

розв'язування різницевих рівнянь виявляється складним процесом, який 

потребує глибокого розуміння характеристик методу, уважного вибору самого 

методу, дослідження його параметрів та аналізу отриманих результатів. 

Залежно від конкретної задачі, можуть бути важливі різні аспекти стійкості та 

точності, і тому необхідно провести детальний аналіз та використати відповідні 

методи для оцінки цих характеристик. 

Важливо ретельно обирати чисельний метод відповідно до властивостей 

задачі. Деякі методи можуть бути більш підходящими для областей з високими 

часовими або просторовими змінами, тоді як інші можуть бути ефективнішими 

для статичних або менше змінюваних систем. 

Параметри методу також відіграють критичну роль у досягненні балансу 

між стійкістю та точністю. Вивчення залежності розв'язку від цих параметрів 

може виявити оптимальні значення, які забезпечують найкращі результати для 

даної задачі. Важливо пам'ятати, що не існує універсальної формули для вибору 

параметрів, оскільки кожна задача унікальна, та їх вибір може вимагати 

творчого підходу. 

Аналіз результатів, включаючи порівняння з аналітичним розв'язком, 

дозволяє оцінити ефективність та точність чисельного методу. Це також 

допомагає ідентифікувати можливі проблеми та розробити стратегії для їх 

вирішення. 
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В цілому, досягнення балансу між стійкістю та точністю у чисельних 

методах вимагає системного підходу, включаючи глибоке розуміння 

методології, аналіз задачі та врахування обмежень обчислювальних ресурсів. 

Дослідження стійкості та точності розв'язків для різних чисельних методів 

є важливим етапом у виборі та застосуванні методу розв'язування різницевих 

рівнянь. Розглянемо деякі загальні методики дослідження стійкості та точності. 

1. Аналітичний аналіз. Порівняльний аналіз чисельного розв'язку з 

аналітичним розв'язком відіграє критичну роль у оцінці точності та 

ефективності чисельного методу. Якщо аналітичний розв'язок доступний для 

задачі, це надає можливість детально дослідити, наскільки добре чисельний 

метод апроксимує точний розв'язок. Цей аналіз дає можливість визначити 

відхилення між чисельним та аналітичним розв'язками та з'ясувати, наскільки 

велико це відхилення. 

Під час аналізу важливо вивчити, як залежить точність чисельного 

розв'язку від різних параметрів методу. Наприклад, можна дослідити, як 

змінюється точність при різних значеннях кроку розбиття чи часового кроку. 

Цей процес допомагає знайти оптимальні параметри методу, які забезпечують 

найкращу точність для даної задачі. 

Важливим аспектом аналітичного аналізу є також визначення меж 

точності методу. Це означає визначення того, наскільки близько чисельний 

розв'язок може підійти до аналітичного розв'язку. Це дозволяє визначити, чи 

може метод задовольнити потребам задачі та як велика похибка може бути в 

межах припустимої точності. 

У підсумку, аналітичний аналіз встановлює базовий стандарт точності та 

допомагає виокремити сильні та слабкі сторони чисельного методу в порівнянні 

з аналітичним розв'язком. 
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2. Метод стійкості. Один із важливих аспектів чисельних методів – це їхня 

стійкість, або здатність зберігати обмеженість розв'язку при збільшенні кроку 

розбиття чи часу. Для оцінки стійкості можна застосовувати різні підходи, такі 

як аналіз характеристичних рівнянь або метод Фур'є. 

Аналіз характеристичних рівнянь включає розв'язування дискретної 

аналогії характеристичного рівняння для чисельного методу. Це рівняння 

визначає, як змінюються амплітуди збурень розв'язку при кожному кроці 

розбиття чи часу. Цей аналіз дозволяє визначити область стійкості, яка є 

діапазоном значень кроку розбиття чи часу, при якому чисельний розв'язок 

залишається обмеженим. 

Метод Фур'є базується на розкладі початкового збурення в ряд Фур'є та 

аналізу впливу кожної гармоніки на чисельний розв'язок. Це дозволяє 

визначити, як кожна гармоніка впливає на зміну амплітуди і фази чисельного 

розв'язку з кроком розбиття чи часу [21, c. 55-57]. 

Результатом дослідження стійкості є встановлення області стійкості – 

діапазону значень кроку розбиття чи часу, при якому чисельний розв'язок не 

буде зростати надмірно та не втратить фізичної адекватності. Це допомагає 

вибрати оптимальні значення кроку розбиття для забезпечення стійкості 

чисельного розв'язку та підтримання надійності результатів. 

3. Аналіз збіжності: є важливою складовою чисельного моделювання, 

оскільки він дозволяє визначити, наскільки ефективно чисельний розв'язок 

наближається до точного розв'язку при зменшенні розмірності кроку розбиття 

чи часу. Цей аспект важливий для визначення точності та надійності чисельного 

методу. 

Дослідження збіжності може включати розрахунок порядку збіжності, 

який вказує на те, як швидко похибка розв'язку зменшується при зменшенні 

розмірності кроку розбиття. Порядок збіжності зазвичай визначається шляхом 
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порівняння двох розв'язків з різними розмірностями кроку та вивчення 

залежності зміни похибки від зменшення розмірності. 

Крім того, аналіз збіжності включає дослідження залежності точності 

чисельного розв'язку від параметрів методу. Це може включати вивчення 

впливу різних параметрів, таких як крок розбиття, часовий крок чи коефіцієнти 

апроксимації, на точність розв'язку. Такий аналіз допомагає встановити 

оптимальні значення параметрів для досягнення потрібної точності та збіжності 

чисельного розв'язку. 

У підсумку, аналіз збіжності допомагає встановити, наскільки ефективно 

та точно чисельний метод наближається до точного розв'язку. Це дозволяє 

зробити обґрунтовані висновки про відповідність чисельного розв'язку фізичній 

реальності та вибрати оптимальні параметри методу для досягнення найкращої 

точності та надійності результатів. 

4. Тестові задачі. Використання тестових задач з відомим аналітичним 

розв'язком відіграє важливу роль в оцінці та порівнянні різних чисельних 

методів. Це підходящий спосіб перевірити точність та ефективність методу, 

адже дозволяє порівняти чисельний розв'язок з відомим точним результатом. 

Тестові задачі можуть включати різні види крайових та початкових умов, 

а також різні параметри, які характеризують фізичні умови задачі. Це дозволяє 

вивчити вплив цих факторів на стійкість та точність розв'язків. Наприклад, 

можна порівняти різні чисельні методи на тестовій задачі з різними граничними 

умовами та аналізувати, як вони поводяться в різних умовах [22, c. 85-86]. 

Порівняльний аналіз розв'язків на тестових задачах допомагає визначити, 

який метод найкраще відповідає конкретній задачі. Він дозволяє встановити, які 

методи демонструють найкращу точність та стійкість під різними умовами, і 

обрати оптимальний метод для конкретного випадку. 
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Загалом, тестові задачі з аналітичним розв'язком є важливим 

інструментом для порівняння та оцінки чисельних методів, допомагаючи 

зрозуміти їхні переваги та обмеження в реалістичних фізичних сценаріях. 

5. Розрахунок похибки. Для визначення точності чисельного розв'язку 

важливо оцінити величину похибки, що виникає при апроксимації реального 

розв'язку задачі. Цей процес передбачає порівняння чисельного розв'язку з 

аналітичним (якщо доступно) або відомим точним розв'язком. 

Одним з підходів для розрахунку похибки є використання норм, таких як 

норма L1, L2 або L∞. Норми цієї природи вимірюють відхилення між 

чисельним та точним розв'язком на основі розбиття простору або часу. 

Наприклад, норма L2 вимірює середньоквадратичне відхилення, що дозволяє 

оцінити, наскільки добре апроксимація відтворює точний розв'язок в 

середньому. 

Зазвичай розрахунок похибки включає порівняння значень розв'язку на 

різних вузлах чи моментах часу. Це дозволяє побачити, де та в яких областях 

відбувається найбільше відхилення між чисельним та точним розв'язком. 

Розрахунок похибки є важливим етапом в оцінці точності чисельних 

методів, оскільки він дозволяє кількісно оцінити, наскільки близький до точного 

розв'язку чисельний результат. Такий аналіз допомагає визначити, наскільки 

надійний та вірогідний є отриманий чисельний розв'язок [23, c. 23-26]. 

Важливо розуміти, що дослідження стійкості та точності в чисельних 

методах вимагає досить глибокого аналізу та систематичного підходу. В процесі 

вивчення цих характеристик, дослідники зазвичай використовують різноманітні 

методи та підходи, враховуючи специфіку конкретної задачі. 

Важливим аспектом є проведення експериментів з різними значеннями 

параметрів методу. Це дозволяє виявити, як варіювання кроку розбиття чи 

часового кроку впливає на стійкість та точність розв'язку. Також використання 
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тестових задач з відомим аналітичним розв'язком дозволяє порівнювати 

розв'язки, отримані різними методами, і визначити, який підхід найточніший та 

найстійкіший. 

Під час аналізу важливо знати, що стійкість та точність можуть бути 

взаємопов'язані. Деякі методи можуть забезпечити високу стійкість, але меншу 

точність, тоді як інші можуть надавати високу точність за умови обмеженої 

стійкості. Тут важливо знайти баланс між цими двома характеристиками, 

враховуючи конкретні потреби та обмеження задачі. 

Загалом, оптимальний вибір методу для чисельного розв'язку залежить від 

ретельного аналізу конкретної задачі, властивостей системи, вимог до стійкості 

та точності, а також використання відповідних методів оцінки стійкості та 

точності. Тільки враховуючи всі ці аспекти, можна досягти надійного та 

вірогідного чисельного розв'язку задачі. 
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РОЗДІЛ 2. ЗАСТОСУВАННЯ РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 

2.1. Застосування лінійних різницевих рівнянь у математичній фізиці 

2.1.1. Розділи математичної фізики, у яких застосовуються різницеві 

рівняння  

Лінійні різницеві рівняння мають широке застосування у математичній 

фізиці. Вони дозволяють моделювати та вивчати різні фізичні явища, 

враховуючи дискретну структуру простору та часу. Наведемо деякі з основних 

застосувань лінійних різницевих рівнянь у математичній фізиці. 

1. Теплопровідність: є важливим фізичним явищем, яке впливає на 

розподіл тепла в різних середовищах, включаючи тверді тіла, рідини та гази. 

Для вивчення цього явища та моделювання розподілу температури у просторі та 

часі використовуються різницеві рівняння. Це дозволяє отримувати чисельні 

розв'язки, які апроксимують поведінку системи та допомагають зрозуміти, як 

тепло розповсюджується через різні середовища. 

Два основних підходи до моделювання теплопровідності за допомогою 

різницевих рівнянь – це методи скінченних різниць та методи скінченних 

елементів [24, c. 33-35].  

Використовуючи різницеві оператори, диференціальне рівняння 

теплопровідності перетворюють на систему алгебраїчних рівнянь. Ці рівняння 

можуть бути розв’язані чисельними методами, такими як метод Гаусса або 

метод прогонки, що дозволяє отримати чисельні значення температури в 

кожному вузлі сітки. 

Застосування різницевих рівнянь для моделювання теплопровідності 

дозволяє вивчати вплив різних факторів, таких як теплові джерела, матеріальні 

властивості та граничні умови, на розподіл температури у системі. Це має 

важливе значення у вирішенні багатьох інженерних та наукових завдань, 
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включаючи дизайн теплових систем, аналіз теплових втрат та вивчення 

теплових процесів. 

2. Гідродинаміка. Гідродинаміка є галуззю фізики, яка досліджує рух 

рідин та газів і вивчає їхню динаміку та взаємодію з оточуючим середовищем. 

Для моделювання та аналізу цих процесів використовуються лінійні різницеві 

рівняння, які допомагають зрозуміти різноманітні явища, пов'язані з рухом 

рідин та газів, від простих течій до складних турбулентних процесів. 

Для моделювання гідродинамічних процесів використовуються різницеві 

методи, такі як метод скінченних різниць або метод скінченних об'ємів. Ці 

методи дозволяють апроксимувати диференціальні рівняння Нав'є-Стокса, які є 

основною математичною моделлю для опису руху рідин та газів. Вони 

включають часткові похідні за часом та просторовими координатами, що 

описують зміну швидкості та тиску у рідині або газі. 

Застосовуючи різницеві оператори, такі як центральні різниці, можна 

отримати апроксимації часткових похідних. Ці значення потім підставляються в 

рівняння Нав'є-Стокса, що призводить до системи алгебраїчних рівнянь. Ці 

рівняння розв'язуються чисельними методами, такими як методи Гаусса чи 

ітераційні методи [25, c. 64-66]. 

Використання різницевих методів для моделювання гідродинамічних 

процесів дозволяє досліджувати різноманітні аспекти руху рідин та газів, 

включаючи течії, турбулентність, струми та інші явища. Такі чисельні аналізи 

допомагають в глибше розумінні природи руху рідин та газів, а також можуть 

бути використані для оптимізації проектування систем, пов'язаних з 

транспортом рідин та газів, наприклад, в системах теплообміну, аеродинаміки, 

гідравліки та багатьох інших. 

3. Акустика та електродинаміка. Акустика та електродинаміка є 

важливими галузями фізики, які досліджують поширення звуку та 
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електромагнітних хвиль у різних середовищах. Для моделювання та аналізу цих 

процесів застосовуються лінійні різницеві рівняння, які дозволяють дослідити 

властивості звуку та світла, їхні взаємодії з оточенням, а також можливість 

використання їх у практичних застосуваннях. 

Для моделювання акустичних та електромагнітних хвиль 

використовуються різницеві методи, такі як метод скінченних різниць або метод 

скінченних елементів. Ці методи дозволяють апроксимувати диференціальні 

рівняння, які описують поширення звуку та електромагнітних хвиль. Для 

акустики це можуть бути рівняння Гельмгольца, що описують поширення 

акустичних хвиль, а для електродинаміки – рівняння Максвелла, що описують 

поширення електромагнітних хвиль. 

Акустика та електродинаміка знаходять застосування в різних областях, 

від дослідження звукових хвиль у рідинних середовищах до моделювання 

електромагнітних хвиль в оптиці та радіоелектроніці. Вивчення властивостей 

акустичних та електромагнітних хвиль дозволяє розробляти нові технології, 

вдосконалювати пристрої та системи зв'язку, діагностики та обробки сигналів, а 

також розуміти природу поширення звуку та світла у різних середовищах. 

4. Квантова механіка: є фундаментальною галуззю фізики, яка описує 

поведінку частинок на мікроскопічному рівні та відображає квантові аспекти 

природи. Для чисельного розв'язування квантово-механічних задач, таких як 

моделювання поведінки атомів, молекул або наноструктур, застосовуються 

лінійні різницеві рівняння. Ці рівняння дозволяють апроксимувати квантові 

рівняння Шредінгера та досліджувати квантові властивості систем. 

Рівняння Шредінгера є одним з ключових різницевих рівнянь у квантовій 

механіці. Це рівняння описує еволюцію хвильової функції системи з часом. Для 

чисельного розв'язування рівняння Шредінгера застосовуються методи, які 

апроксимують простір та час і розв'язують алгебраїчні рівняння [26, c. 59-62].  
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Дослідження квантових систем за допомогою лінійних різницевих рівнянь 

дозволяє вивчати енергетичні рівні, спектри поглинання та випромінювання, 

взаємодію між частинками та багато інших квантових властивостей систем. Такі 

моделі стають цінним інструментом для дослідження і прогнозування поведінки 

матеріалів на наноскопічному рівні, розробки нових квантових технологій та 

розуміння фундаментальних законів квантової фізики. 

5. Математична біологія: є інтердисциплінарною областю, яка поєднує 

методи біології, математики та обчислювальної науки для аналізу та 

моделювання біологічних процесів. Лінійні різницеві рівняння є одним із 

інструментів, які застосовуються для моделювання та дослідження різних 

аспектів біології. 

У біологічних дослідженнях лінійні різницеві рівняння використовуються 

для апроксимації диференціальних рівнянь, які описують динаміку біологічних 

систем. Наприклад, ці рівняння можуть моделювати поширення хвороб, 

взаємодію між різними популяціями організмів, динаміку росту та 

розмноження. Застосовуються методи скінченних різниць або скінченних 

елементів для чисельного розв'язування цих рівнянь. 

Наприклад, для моделювання поширення хвороб у популяціях можуть 

використовуватися лінійні різницеві рівняння для опису динаміки вразливих та 

інфікованих особин. Ці рівняння дозволяють вивчити темпи поширення 

хвороби, визначити ефективність стратегій контролю та передбачити можливі 

сценарії подальшого розвитку ситуації. 

Математична біологія заснована на використанні математичних методів 

для розуміння та передбачення біологічних явищ. Вона відіграє важливу роль у 

вивченні складних взаємодій в біологічних системах та розробці стратегій 

управління та контролю. 
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Це лише кілька прикладів застосування лінійних різницевих рівнянь у 

математичній фізиці. Ці методи дозволяють моделювати та аналізувати 

різноманітні фізичні явища, використовуючи дискретну апроксимацію простору 

та часу. Вони дозволяють досліджувати розвиток систем у реальному часі та 

прогнозувати їхню поведінку у різних умовах. 

 

2.1.2. Використання різницевих рівнянь для моделювання фізичних 

явищ 

Використання різницевих рівнянь для моделювання фізичних явищ є 

важливою та потужною інструментальною методологією. Різницеві рівняння 

дозволяють апроксимувати диференціальні рівняння, які описують фізичні 

закони, шляхом дискретизації простору та часу. Це відкриває можливості для 

чисельного моделювання та аналізу фізичних явищ. Розглянемо деякі з 

основних аспектів використання різницевих рівнянь для моделювання фізичних 

явищ [27, c. 45-48]: 

1. Моделювання розподілу та зміни фізичних величин: є ключовою 

задачею в наукових та інженерних дослідженнях, а різницеві рівняння стають 

незамінним інструментом для аналізу та передбачення таких процесів. 

Застосування різницевих рівнянь дозволяє досліджувати ці процеси з точки зору 

їх розподілу у просторі та еволюції у часі. 

Візьмемо, наприклад, температурний профіль у матеріалі. 

Використовуючи різницеві рівняння, можна апроксимувати диференціальне 

рівняння теплопровідності і вивчити, як температура розподіляється у матеріалі 

з часом. Це дозволяє аналізувати теплові процеси, такі як розподіл тепла при 

тепловій обробці матеріалів. 

Аналогічно, в гідравліці можна використовувати різницеві рівняння для 

моделювання швидкості руху рідини в трубах чи річках. Знання про розподіл 
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цих фізичних величин дозволяє передбачити гідравлічний опір, потік рідини та 

інші аспекти руху рідини. 

Також різницеві рівняння можуть бути використані для моделювання 

електромагнітних полів, таких як електромагнітна хвильова передача у 

просторі. Це важливо для розуміння та передбачення розповсюдження 

радіохвиль, світла та інших електромагнітних сигналів. 

Враховуючи крайові та початкові умови, а також параметри системи, 

різницеві рівняння дозволяють створювати чисельні моделі, які відображають 

реальні фізичні явища. Це важливий інструмент для передбачення та аналізу 

фізичних процесів у різних областях науки і техніки. 

2. Аналіз динаміки систем: є ключовим аспектом в різних наукових і 

технічних областях, і різницеві рівняння відіграють важливу роль у вивченні 

цих динамічних процесів. Вони дозволяють математично описувати зміни 

величин у системі з часом і прогнозувати їхню майбутню поведінку. 

Наприклад, в механіці можна застосовувати різницеві рівняння для 

моделювання коливань систем. Це можуть бути коливання пружинних систем, 

маятників, акустичних систем та інших механічних об'єктів. Розглядання 

динаміки допомагає зрозуміти, як системи реагують на зовнішні впливи і як їхні 

параметри впливають на коливання. 

У хімії та фізиці різницеві рівняння можуть бути використані для 

моделювання реакцій, де концентрації речовин змінюються з часом. Це 

дозволяє аналізувати кінетику хімічних процесів та передбачати, які зміни 

відбуваються в системі з плином часу. 

Різницеві рівняння також можуть бути використані для вивчення руху 

об'єктів у полі сили. Наприклад, в механіці можна застосовувати їх для 

моделювання траєкторій тіл під дією гравітаційної сили або інших силових 

полів. 
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Крім того, різницеві рівняння є потужним інструментом для вивчення 

розповсюдження хвиль. Наприклад, їх можна застосовувати для моделювання 

поширення звуку, електромагнітних хвиль, акустичних хвиль та інших типів 

хвиль. 

Завдяки різницевим рівнянням, дослідники можуть аналізувати та 

передбачати динамічні процеси в різних системах. Це дозволяє зрозуміти їхню 

природу, взаємодії та майбутні зміни, що має велике значення в наукових 

дослідженнях та практичних застосуваннях. 

3. Врахування крайових умов: є ключовим аспектом при використанні 

різницевих рівнянь для моделювання фізичних систем. Крайові умови 

визначають поведінку системи на межі області, відображаючи взаємодію 

системи з її оточенням та обмеження, з якими вона стикається. 

При застосуванні різницевих рівнянь для розв’язування фізичних задач, 

необхідно враховувати крайові умови, щоб визначити, як система веде себе на 

межах досліджуваного простору. Крайові умови можуть мати різний характер в 

залежності від конкретної задачі та фізичної системи. Наприклад: 

1) фіксовані значення. В деяких випадках на межах області можуть бути 

встановлені фіксовані значення фізичних величин, які не змінюються з часом. 

Наприклад, при моделюванні теплопровідності матеріалу, на одній границі 

може бути задана постійна температура. 

2) Градієнти. Крайові умови також можуть включати градієнти фізичних 

величин. Наприклад, при моделюванні руху рідини в трубі, крайова умова може 

вказувати на наявність певного градієнту тиску на вході або виході. 

3) Рефлексія або поглинання. Крайові умови можуть також відображати 

взаємодію системи з зовнішнім середовищем. Наприклад, при моделюванні 

поширення звуку, може враховуватися рефлексія хвиль від границі. 
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4) Періодичні умови. В деяких випадках можуть бути встановлені 

періодичні крайові умови, які відображають симетрію системи відносно певних 

меж. 

Врахування крайових умов дозволяє оточити систему фізичними 

обмеженнями, що часто мають суттєвий вплив на її поведінку та властивості. 

Використовуючи різницеві рівняння разом з відповідними крайовими умовами, 

дослідники можуть отримати більш точне і реалістичне розуміння динаміки 

фізичних систем у різних умовах. 

4. Використання різних чисельних методів. Використання різних 

чисельних методів для розв'язування різницевих рівнянь відіграє важливу роль 

у сучасній обчислювальній науці та інженерії. Різні чисельні методи можуть 

забезпечити більш гнучкий та ефективний підхід до моделювання різних 

фізичних явищ. 

Вибір чисельного методу залежить від конкретної задачі та потреби в 

точності та обчислювальних ресурсах. Деякі задачі можуть вимагати високої 

точності, тому метод скінченних елементів або метод скінченних об'ємів 

можуть бути більш відповідними. У той час як для задач зі звичайними 

геометричними формами та менші обчислювальні витрати метод скінченних 

різниць може бути вигідним. 

Однак важливо враховувати, що кожен метод має свої обмеження та 

підходить для певного діапазону задач. Вибір правильного методу може 

визначити успіх моделювання та дослідження фізичних явищ. 

5. Аналіз і валідація результатів. Аналіз і валідація результатів в 

чисельному моделюванні на основі різницевих рівнянь відіграють ключову роль 

у підтвердженні достовірності та точності отриманих даних. Цей процес 

гарантує, що чисельні результати відповідають реальним фізичним явищам та 
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можуть бути використані для зрозуміння, передбачення та оптимізації різних 

систем. 

1) Порівняння з експериментом. Для валідації чисельних результатів 

важливо порівняти їх з експериментальними даними. Це допомагає 

переконатися, що модель відтворює реальну динаміку системи. Якщо чисельні 

результати суттєво відрізняються від експериментальних даних, це може 

свідчити про неправильність моделі або нестачу точності чисельного методу. 

2) Порівняння з аналітичним розв'язком. У деяких випадках, де доступний 

аналітичний розв'язок, можна порівняти чисельний розв'язок з точним 

розв'язком. Це дозволяє визначити похибку чисельного методу та оцінити його 

точність. Порівняння може бути важливим на початкових етапах розробки 

моделі. 

3) Оцінка точності та стійкості. При використанні різницевих рівнянь 

важливо здійснити оцінку точності та стійкості чисельного методу. Це може 

включати аналіз збіжності та стійкості, розрахунок похибки, аналіз розбиття 

часу та простору. Ці оцінки допомагають встановити довіреність результатів та 

вибрати оптимальні параметри моделювання. 

4) Специфіка задачі. Аналіз та валідація результатів повинні враховувати 

специфіку конкретної задачі. Наприклад, якщо моделюється гідродинаміка, 

важливо враховувати турбулентність та взаємодію рідини з твердими тілами. 

В цілому, аналіз і валідація результатів є невід'ємною частиною 

чисельного моделювання. Цей процес допомагає підтвердити точність та 

достовірність чисельних результатів, а також визначити можливі обмеження та 

недоліки в моделі або чисельному методі. 

Використання різницевих рівнянь для моделювання фізичних явищ 

відкриває перед науковцями та інженерами безмежні можливості для вивчення 

та аналізу складних фізичних процесів. Цей підхід дозволяє створювати 
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віртуальні моделі реальних систем, які можуть бути важливі для різних 

областей науки та технології. Важливим аспектом використання різницевих 

рівнянь є їхня універсальність і застосовність до різних дисциплін. 

1) Прогнозування та аналіз процесів. Використання різницевих рівнянь 

дозволяє проводити прогнози та аналізувати різноманітні процеси, що 

відбуваються в природі. Наприклад, це може бути моделювання погодних змін, 

розповсюдження хвиль, руху тіл у полях сил, еволюції генетичних систем тощо. 

2) Оптимізація та проектування. Використання чисельного моделювання 

на основі різницевих рівнянь дозволяє вдосконалювати процеси та системи 

завдяки оптимізації їх параметрів. Наприклад, в інженерній галузі це може бути 

проектування аеродинамічних форм для покращення ефективності, а в 

медичних дослідженнях – вивчення розповсюдження ліків в організмі. 

3) Віртуальні дослідження. Моделювання на основі різницевих рівнянь 

дозволяє проводити дослідження у віртуальному середовищі, що може бути 

недосяжним у реальному житті. Наприклад, в космічних дослідженнях це може 

бути вивчення поведінки матеріалів у космічних умовах. 

4) Інноваційні рішення. Застосування чисельного моделювання дозволяє 

розробляти нові інноваційні рішення, які могли б бути складними або дорогими 

для реалізації на практиці. Такі рішення можуть стосуватися 

енергоефективності, матеріалознавства, медицини тощо. 

5) Екологічні дослідження. Використання різницевих рівнянь дозволяє 

моделювати розподіл речовин у навколишньому середовищі, таке як 

розповсюдження забруднюючих речовин, що дозволяє вивчати та передбачати 

екологічні наслідки різних дій. 

В цілому, використання різницевих рівнянь у чисельному моделюванні є 

сильним інструментом, який допомагає розкрити глибше розуміння складних 
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фізичних явищ, зробити вагомий внесок у науковий прогрес та вирішити 

практичні завдання в різних галузях знання. 

 

2.2. Застосування лінійних різницевих рівнянь у інженерії 

2.2.1. Основні інженерні галузі, у яких застосовуються різницеві 

рівняння 

Лінійні різницеві рівняння знайшли широке застосування в інженерії, де 

вони допомагають моделювати та розв'язувати різноманітні фізичні процеси та 

інженерні задачі. Ось деякі приклади застосування лінійних різницевих рівнянь 

у різних галузях інженерії. 

1. Механіка та статика. Лінійні різницеві рівняння використовуються для 

моделювання механічних систем та розв'язування задач статики. Наприклад, 

можна моделювати поведінку конструкцій, таких як мости, будівлі, машини, за 

допомогою лінійних різницевих рівнянь. Це дозволяє вивчати напруження, 

деформацію та структурну міцність об'єктів. 

2. Гідродинаміка та гідрологія. В галузі гідродинаміки та гідрології лінійні 

різницеві рівняння використовуються для моделювання руху рідин, річок, 

струменів і течій. Наприклад, лінійні різницеві рівняння можуть бути 

використані для моделювання впливу течії на конструкції, прогнозування 

повеней та розв'язання інженерних задач, пов'язаних з водними ресурсами. 

3. Теплопередача. Лінійні різницеві рівняння дозволяють моделювати та 

аналізувати процеси теплопередачі в різних інженерних системах. Наприклад, 

лінійні різницеві рівняння можуть бути використані для моделювання 

теплообміну в теплообмінниках, теплопровідності в матеріалах, та вивчення 

ефективності теплових систем. 

4. Електричні та електронних системи. Лінійні різницеві рівняння є 

незамінним інструментом для моделювання електричних та електронних 
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систем. Вони можуть бути використані для аналізу електричних колів, 

проектування електромагнітних пристроїв, моделювання електронних ланцюгів 

та розрахунку електромагнітного поля. Наприклад, лінійні різницеві рівняння 

можуть бути використані для моделювання електричних схем, розв'язування 

задач про поширення сигналів у мережах зв'язку, аналізу роботи електронних 

пристроїв та розрахунку параметрів електричних систем. 

5. Керування та автоматика. Лінійні різницеві рівняння є важливим 

інструментом у галузі керування та автоматики. Вони можуть бути використані 

для моделювання та аналізу динаміки систем керування, розв'язування задач 

оптимального керування та проектування регуляторів. Наприклад, лінійні 

різницеві рівняння можуть бути використані для моделювання руху роботів, 

управління процесами виробництва, аналізу систем автоматичного керування та 

оптимізації енергоефективності систем. 

6. Моделювання та симуляція. Лінійні різницеві рівняння широко 

використовуються для чисельного моделювання та симуляції різних інженерних 

систем і процесів. Вони дозволяють отримувати чисельні розв'язки, що 

відображають поведінку системи під різними умовами та параметрами. Це 

допомагає виявити потенційні проблеми, оптимізувати дизайн та приймати 

обґрунтовані рішення в інженерних задачах. 

Це лише кілька прикладів застосування лінійних різницевих рівнянь у 

інженерії. Фактично, вони можуть бути використані в багатьох інших галузях, 

таких як механіка руйнування, аеродинаміка, оптика, геотехніка, розподіл 

енергії та багато інших. 

Застосування лінійних різницевих рівнянь у інженерії дозволяє 

аналізувати та моделювати фізичні процеси, враховуючи різні параметри та 

умови. Це допомагає інженерам та дослідникам краще розуміти поведінку 

систем, вирішувати складні задачі та вдосконалювати технології та процеси. 
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2.2.2. Використання різницевих рівнянь для чисельного моделювання 

технічних систем 

Використання різницевих рівнянь для чисельного моделювання технічних 

систем є важливим інструментом в інженерії. Цей підхід дозволяє 

апроксимувати диференціальні рівняння, які описують поведінку систем, 

шляхом дискретизації простору та часу. Отримані різницеві рівняння можуть 

бути чисельно розв'язані для отримання значень системних змінних у певні 

моменти часу. Ось деякі аспекти використання різницевих рівнянь для 

чисельного моделювання технічних систем [28, c. 89-96]: 

1. Моделювання динаміки систем. Різницеві рівняння дозволяють 

моделювати динаміку технічних систем і вивчати їх поведінку у часі. 

Наприклад, можна моделювати рух тіла, коливання механічних систем, 

розподіл температури у системах теплопередачі, розвиток електричних схем 

тощо. Це дозволяє прогнозувати та аналізувати реакцію системи на зміни у 

вхідних параметрах або умовах. 

2. Аналіз системного стану. Різницеві рівняння дозволяють визначити 

значення системних змінних у певні моменти часу, що дозволяє оцінити стан 

технічної системи. Наприклад, можна вивчати значення швидкості, 

прискорення, температури, тиску, напруги тощо в різні моменти часу. Це 

допомагає виявляти аномалії, перевантаження, статус певних компонентів 

системи та сприяє прийняттю рішень щодо оптимізації та покращення системи. 

3. Врахування граничних умов. Різницеві рівняння дозволяють врахувати 

граничні умови, які характеризують умови на межах системи. Граничні умови 

можуть бути фіксованими значеннями, градієнтами, різними видами зв'язків або 

умовами, які відображають фізичні обмеження системи. Це дозволяє 

моделювати системи з різними формами та властивостями границь, що 

забезпечує більш точне відтворення реальних умов. 
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4. Чисельний аналіз. Використання різницевих рівнянь дозволяє 

проводити чисельний аналіз технічних систем. Можна вивчати вплив різних 

параметрів системи на її поведінку, здійснювати чутливий аналіз, оцінювати 

стійкість системи, проводити оптимізацію параметрів та розробляти стратегії 

управління. Це допомагає вирішувати реальні інженерні задачі, враховуючи 

різноманітні фактори та обмеження. 

5. Валідація та верифікація. Використання різницевих рівнянь для 

чисельного моделювання технічних систем вимагає валідації та верифікації 

результатів. Це може включати порівняння з експериментальними даними, 

порівняння з аналітичними розв'язками (якщо такі доступні), оцінку точності та 

стійкості чисельного методу. Цей процес дозволяє переконатися у достовірності 

отриманих результатів та надає підтвердження правильності моделювання. 

Використання різницевих рівнянь для чисельного моделювання технічних 

систем дозволяє отримати інформацію про їхнє поведінку, зрозуміти взаємодію 

компонентів та зробити аналіз різних сценаріїв. Це допомагає вирішувати 

реальні інженерні задачі, такі як проектування, оптимізація, контроль та 

управління технічними системами. 

 

2.2.3. Приклади задач з різних галузей інженерії, де використовуються 

лінійні різницеві рівняння 

Лінійні різницеві рівняння застосовуються в різних галузях інженерії для 

моделювання та розв'язування різноманітних задач. Ось кілька прикладів задач 

з різних галузей інженерії, де використовуються лінійні різницеві рівняння: 

1. Механічна інженерія. Лінійні різницеві рівняння застосовуються для 

моделювання коливань механічних систем, таких як рух тіл, механічні 

резонатори, пружинні системи тощо. Вони дозволяють вивчати рух та вплив 

зовнішніх сил на систему, а також аналізувати її динаміку та стійкість. 
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2. Теплотехніка. У теплотехніці лінійні різницеві рівняння 

використовуються для моделювання теплопередачі у системах, таких як 

теплообмінники, теплові канали, печі тощо. Вони дозволяють вивчати розподіл 

температури, вплив теплових потоків та оптимізувати ефективність систем 

теплопередачі. 

3. Електротехніка. В електротехніці лінійні різницеві рівняння 

використовуються для моделювання розподілу електричного струму та напруги 

у електричних мережах, електричних кабелях, печах, електронних пристроях 

тощо. Вони дозволяють аналізувати електричні параметри систем та 

розв'язувати задачі зв'язані з електричною енергією. 

4. Гідродинаміка та гідротехніка. В гідродинаміці та гідротехніці лінійні 

різницеві рівняння використовуються для моделювання розподілу рідини або 

газу у системах, таких як канали, трубопроводи, канали, водосховища, морські 

конструкції тощо. Вони дозволяють аналізувати гідродинамічні параметри, такі 

як тиск, швидкість, розподіл потоку та вплив різних факторів на гідродинамічну 

ефективність систем. 

5. Контроль та автоматика. В галузі контролю та автоматики лінійні 

різницеві рівняння використовуються для моделювання та аналізу динаміки 

систем керування, таких як системи стабілізації, системи вимірювання та 

системи автоматичного керування. Вони дозволяють вивчати взаємодію між 

різними компонентами системи та оптимізувати їх роботу. 

6. Аеродинаміка. В аеродинаміці лінійні різницеві рівняння 

використовуються для моделювання руху повітря або газів навколо об'єктів, 

таких як крила літаків, турбіни, автомобілі тощо. Вони дозволяють аналізувати 

характеристики обтікання об'єктів, такі як тиск, швидкість, опір повітря та 

розв'язувати задачі, пов'язані з аеродинамічною ефективністю. 
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Це лише кілька прикладів задач з різних галузей інженерії, де 

використовуються лінійні різницеві рівняння. Вони є потужним інструментом 

для моделювання та аналізу різних фізичних явищ і динаміки систем. 

 

2.4. Оцінка точності та стійкості чисельних методів на конкретних 

прикладах 

Оцінка точності та стійкості чисельних методів є важливим етапом при 

розв'язуванні різницевих рівнянь і моделюванні фізичних явищ. Давайте 

розглянемо детальніше ці поняття на конкретних прикладах. 

1. Оцінка точності. 

При оцінці точності чисельного методу зазвичай порівнюються чисельні 

результати з аналітичними або експериментальними даними. Це дозволяє 

визначити, наскільки добре чисельний метод апроксимує реальне фізичне 

явище. Наприклад, при моделюванні коливань механічної системи, можна 

порівняти чисельні результати з відомими аналітичними розв'язками для певних 

початкових умов. Чим менше розбіжностей між чисельними та аналітичними 

результатами, тим вища точність чисельного методу. 

Для оцінки точності використовуються такі показники, як абсолютна 

похибка (різниця між чисельним та аналітичним значеннями), відносна похибка 

(абсолютна похибка, поділена на аналітичне значення) та інші метрики, 

наприклад, середня квадратична похибка. Важливо також враховувати, що 

точність чисельного методу може залежати від кроку дискретизації часу та 

простору. 

2. Оцінка стійкості. 

Стійкість чисельного методу визначає, як добре він зберігає свою точність 

при послідовному застосуванні протягом довгого часу. Нестійкі чисельні 

методи можуть призводити до виходу нашого розв'язку з-під контролю або 
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експоненційного зростання похибки. Зрозуміння стійкості є важливим, оскільки 

дозволяє забезпечити надійні результати на практиці. 

Для оцінки стійкості чисельного методу зазвичай використовуються 

стійкість функції або умова стійкості, яка обмежує вплив похибки наступного 

кроку на весь процес обчислення. Наприклад, для експліцитних чисельних 

методів, таких як метод скінченних різниць, існує обмеження на величину кроку 

часу, яке забезпечує стійкість. Якщо це обмеження порушується, метод може 

стати нестійким, і похибка може невпинно зростати. 

Оцінка стійкості використовує аналітичні або чисельні методи. 

Наприклад, для лінійних різницевих рівнянь можна використовувати метод 

характеристичних рівнянь для аналізу стійкості. Важливо враховувати, що 

стійкість може бути залежною від параметрів системи та використовуваного 

чисельного методу. 

В цілому, оцінка точності та стійкості чисельних методів вимагає 

досліджень та порівняння результатів з відомими аналітичними розв'язками або 

експериментальними даними. Це допомагає визначити, наскільки надійним та 

точним є чисельний метод у конкретній задачі. Оцінка точності та стійкості є 

важливим кроком для впровадження чисельного методу у практичні 

застосування та забезпечення достовірних результатів. 
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РОЗДІЛ 3. МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ З РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 

3.1. Вибір оптимального методу розв'язування 

3.1.1. Основні критерії вибору методу  

Вибір оптимального методу розв'язування лінійних різницевих рівнянь 

залежить від конкретної задачі, поставлених вимог та обмежень.  

Ось деякі критерії, які можна врахувати при виборі оптимального методу: 

1. Точність. Одним з ключових критеріїв є точність розв'язку. Ви можете 

порівняти точність різних методів, використовуючи аналітичні розв'язки або 

експериментальні дані. Якщо точність є критичним фактором, слід вибрати 

метод, який найточніше апроксимує фізичні процеси, які ви моделюєте. 

2. Обчислювальна складність. Обчислювальна складність пов'язана зі 

швидкістю та ефективністю методу. Це може бути важливо, особливо якщо вам 

потрібно моделювати системи з великою кількістю точок чи виконувати багато 

ітерацій. Враховуйте час виконання, обсяг пам'яті та інші обмеження 

обчислювальних ресурсів при виборі методу. 

3. Стійкість. Стійкість важлива для забезпечення надійності розв'язку. 

Нестійкі методи можуть привести до нефізичних або нестабільних результатів. 

Досліджуйте стійкість методів та їхню здатність зберігати точність при 

довготривалому моделюванні. 

4. Збереження властивостей системи. Деякі методи мають властивості 

збереження, такі як збереження маси, енергії або імпульсу. Якщо ці властивості 

важливі для вашої задачі, слід врахувати цей фактор при виборі методу. 

5. Розмір сітки. Якщо ваша система має велику кількість точок чи складну 

геометрію, слід розглянути методи, які ефективно працюють зі складними 

геометріями або дозволяють застосовувати розпаралелювання для використання 

багатопотоковості. 
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6. Наявність інструментів та пакетів. Розгляньте доступні інструменти та 

програмні пакети, які підтримують вибрані методи розв'язування. Це може 

спростити реалізацію та управління чисельними обчисленнями. 

7. Компроміси. Часто потрібно зробити компроміс між точністю, 

обчислювальною складністю та швидкістю розв'язку. Вирішіть, які аспекти є 

найважливішими для вашої конкретної задачі та оберіть метод, який найкраще 

задовольняє ваші потреби [29, c. 167-188]. 

Враховуючи ці критерії та здійснюючи відповідні дослідження, ви 

зможете вибрати оптимальний метод розв'язування лінійних різницевих рівнянь 

для вашої конкретної задачі.  

Важливо також пам'ятати, що іноді може бути доцільно комбінувати різні 

методи для досягнення найкращих результатів. 

 

3.1.2. Оцінка переваг та недоліків різних методів 

Оцінка переваг та недоліків різних методів розв'язування лінійних 

різницевих рівнянь є важливим етапом при виборі оптимального методу для 

конкретної задачі, що дозволяє досягти балансу між точністю, ефективністю та 

обчислювальною складністю. Цей аналіз також допомагає розробляти підходи 

для подолання можливих обмежень та покращення якості чисельного 

моделювання в різних фізичних доменах. 

Розглянемо детальніше переваги та недоліки деяких поширених методів, 

(табл. 3.1). 
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Таблиця 3.1. Оцінка переваг та недоліків різних методів розв'язування лінійних 

різницевих рівнянь 

Методи Переваги Недоліки 

Експліцитний метод 

скінченних різниць 

Простота реалізації та 

розуміння, низька 

обчислювальна 

складність 

Обмежена стійкість, 

потреба у дуже малому 

кроці часу для точних 

результатів, відсутність 

збереження деяких 

властивостей системи 

Неявний метод 

скінченних різниць 

Більша стійкість, 

можливість 

моделювання складних 

геометрій, збереження 

деяких властивостей 

системи 

Вимога розв'язання 

системи лінійних або 

нелінійних рівнянь, 

вища обчислювальна 

складність, більший 

обсяг пам'яті 

Метод скінченних 

елементів 

Гнучкість у 

використанні для 

складних геометрій, 

точні результати, 

локальний підхід до 

розв'язання 

Вища обчислювальна 

складність, складніший 

процес побудови сітки 

Метод скінченних 

об'ємів 

Збереження маси та 

інших властивостей 

системи, можливість 

моделювання 

нерегулярних сіток 

Вимоги до 

обчислювальних 

ресурсів, складність 

обробки граничних умов 
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Продовження таблиці 3.1 

Метод скінченних 

різниць у часі 

Простота реалізації, 

обчислювальна 

швидкість, збереження 

властивостей системи 

Обмежена точність на 

великих кроках часу, 

вимоги до 

обчислювальних 

ресурсів 

Метод кінцевих різниць 

у часі 

Більша точність на 

великих кроках часу, 

стійкість до чисельних 

похибок 

Вимога до 

обчислювальних 

ресурсів, складність 

обробки граничних умов 

 

3.1.3. Рекомендації щодо вибору методу залежно від конкретної задачі 

При виборі методу розв'язування лінійних різницевих рівнянь для 

конкретної задачі рекомендується враховувати наступні фактори: 

1. Структура задачі. Розгляньте геометричну структуру задачі, таку як 

розмір та форма області, наявність меж, складність крайових та початкових 

умов. Це допоможе визначити, який метод найкраще підходить для 

моделювання геометрії та розподілу фізичних величин у задачі. 

2. Вимоги до точності. Якщо задача вимагає високої точності, зверніть 

увагу на методи, які демонструють високу точність при невеликому кроці часу 

чи простору. Наприклад, метод скінченних елементів може забезпечити більш 

точні результати за рахунок більш деталізованої сітки. 

3. Стійкість. Якщо задача має нестійкі розв'язки або потребує великого 

кроку часу для забезпечення стійкості, рекомендується використовувати 

методи, які забезпечують стійкість незалежно від величини кроку часу, 

наприклад, неявний метод скінченних різниць. 
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4. Обчислювальні ресурси. Оцініть доступні обчислювальні ресурси, такі 

як обсяг пам'яті, обчислювальна швидкість та можливість паралельного 

обчислення. Деякі методи, як от метод скінченних елементів або метод 

скінченних об'ємів, можуть бути вимогливими до пам'яті та обчислювальної 

потужності. 

5. Застосування. Врахуйте конкретну галузь застосування, наприклад, 

інженерію, фізику чи комп'ютерну графіку. Деякі методи можуть бути більш 

підходящими для певних галузей або конкретних фізичних явищ. Наприклад, 

метод скінченних різниць у часі може бути ефективним для моделювання 

динаміки систем у фізиці, тоді як метод скінченних елементів може бути 

корисним для розв'язування задач механіки або еластичності. 

6. Досвід та ресурси. Врахуйте наявний досвід та наявність відповідних 

програмних засобів або бібліотек для реалізації обраних методів. Наявність 

відповідних інструментів може спростити реалізацію та розв'язання обраного 

методу. 

Загальна рекомендація полягає в тому, щоб врахувати специфіку вашої 

задачі та аналізувати переваги та недоліки різних методів. Іноді комбінування 

декількох методів або використання адаптивних підходів може бути корисним 

для досягнення кращих результатів. 

 

3.2. Пояснення кроків і процедур при розв'язуванні задач з 

використанням різницевих рівнянь 

Розв'язання задач з використанням різницевих рівнянь вимагає виконання 

кількох кроків і процедур. Нижче наведено загальну послідовність кроків, які 

зазвичай використовуються при розв'язуванні таких задач. 

1. Визначення геометрії задачі. Спочатку необхідно визначити 

геометричну структуру задачі, тобто форму та розміри області, в якій 
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проводиться моделювання. Це може бути прямокутна область, кругла область 

або складніша форма в залежності від конкретної задачі. 

2. Розбиття області на сітку. Область моделювання поділяється на сітку, 

що складається з вузлів та елементів. Вузли визначають точки на області, де 

будуть розраховані значення фізичних величин. Елементи встановлюють зв'язки 

між вузлами та визначають граничні умови та різницеві рівняння для 

обчислення значень. 

3. Вибір різницевого методу. Наступним кроком є вибір певного 

різницевого методу, який використовуватиметься для апроксимації похідних у 

рівнянні. Це може бути метод скінченних різниць, метод скінченних елементів 

або інший метод, в залежності від вимог задачі та її особливостей. 

4. Встановлення початкових та крайових умов. Для визначення розв'язку 

різницевого рівняння необхідно встановити початкові умови, які вказують 

значення фізичних величин на початковий момент часу або початковий стан 

системи. Крім того, необхідно задати крайові умови, які описують поведінку 

системи на межах області моделювання. 

5. Формулювання різницевого рівняння. За допомогою різницевого 

методу апроксимується похідна у вихідному диференціальному рівнянні. Це 

призводить до отримання різницевого рівняння, яке зв'язує значення фізичних 

величин на різних вузлах сітки. 

6. Обчислення значень на сітці. За допомогою різницевого рівняння та 

заданих умов обчислюються значення фізичних величин на кожному вузлі 

сітки. Цей крок може вимагати ітераційного процесу, де значення оновлюються 

крок за кроком залежно від отриманих результатів. 

7. Аналіз та інтерпретація результатів. Після обчислення значень на сітці 

проводиться аналіз отриманих результатів. Це може включати візуалізацію 

результатів, порівняння з експериментальними даними або іншими джерелами, 
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а також визначення характеристик системи, таких як стійкість, точність чи інші 

важливі параметри. 

8. Перевірка та оптимізація. Після аналізу результатів може бути 

необхідно перевірити їх достовірність та точність. Якщо результати не 

задовольняють поставлені вимоги, можуть бути вжиті заходи для оптимізації 

методу або внесення корекцій до моделі [30, c. 125-141]. 

Ці кроки та процедури є загальною загальною послідовністю для 

розв'язування задач за допомогою різницевих рівнянь. Однак, кожна конкретна 

задача може мати свої особливості та вимоги, тому деталізація та конкретизація 

кожного кроку залежатиме від самої задачі та обраного методу розв'язування. 

 

3.3. Перспективи подальших досліджень 

Застосування лінійних різницевих рівнянь може бути розширене та 

удосконалене за допомогою різних підходів та методів. Ось деякі можливості 

розширення та удосконалення застосування лінійних різницевих рівнянь. 

1. Використання складніших геометричних структур. Застосування 

лінійних різницевих рівнянь не обмежується лише прямокутними або простими 

геометричними формами. Вони можуть бути застосовані до складніших 

геометричних структур, таких як криволінійні, тривимірні або неправильні 

форми, що відповідають реальним системам. 

2. Використання більш точних різницевих схем. Застосування більш 

точних різницевих схем дозволяє отримати більш точні результати при 

апроксимації похідних у рівнянні. Наприклад, можна використовувати 

центральні різницеві схеми замість прямих або зворотних різницевих схем. 

3. Врахування нелінійності. Лінійні різницеві рівняння можуть бути 

розширені для врахування нелінійних ефектів у системі. Це може включати 

використання нелінійних різницевих схем, розширення рівняння до нелінійного 
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вигляду або використання ітераційних методів для розв'язування нелінійних 

систем рівнянь. 

4. Використання адаптивних розбиттів сітки. Замість регулярного 

розбиття сітки можна використовувати адаптивні методи, які дозволяють 

розташовувати вузли більш щільно в областях зі складнішою динамікою або 

крайовими умовами, що дозволяє збільшити точність та ефективність 

чисельного розв'язку. 

5. Використання паралельних обчислень. Застосування лінійних 

різницевих рівнянь може бути розширене шляхом використання паралельних 

обчислень. Це дозволяє використовувати багатоядерні архітектури або 

розподілені обчислювальні ресурси для прискорення обчислень та забезпечення 

більш швидкого розв'язку задач. 

6. Інтеграція з іншими чисельними методами. Лінійні різницеві рівняння 

можна поєднувати з іншими чисельними методами, такими як метод скінченних 

елементів, метод скінченних об'ємів або метод частинних похідних. Це дозволяє 

розширити можливості моделювання та отримати більш точні результати у 

відповідних областях задач. 

7. Розвиток спеціалізованого програмного забезпечення. Удосконалення 

застосування лінійних різницевих рівнянь може включати розвиток 

спеціалізованого програмного забезпечення, яке дозволяє автоматизувати 

процес розв'язування задач та забезпечує зручний інтерфейс для введення 

параметрів, візуалізації результатів та аналізу [31, c. 275-308]. 

Загалом, розширення та удосконалення застосування лінійних різницевих 

рівнянь спрямоване на поліпшення точності, ефективності та гнучкості 

чисельного моделювання. Це дозволяє вирішувати більш складні задачі, 

враховувати реальні фізичні процеси та отримувати більш достовірні 

результати. 
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Для майбутніх досліджень у області застосування лінійних різницевих 

рівнянь варто враховувати наступні вказівки. 

1. Розвиток нових чисельних методів. Продовжуйте розробку та 

удосконалення чисельних методів розв'язування лінійних різницевих рівнянь. 

Досліджуйте нові різницеві схеми та методи, які забезпечують більш точні та 

ефективні результати. Розгляньте можливість використання адаптивних методів 

та паралельних обчислень для поліпшення продуктивності. 

2. Розширення областей застосування. Розгляньте можливості 

застосування лінійних різницевих рівнянь в нових галузях інженерії та науки. 

Вивчайте, як ці рівняння можуть бути застосовані для моделювання 

різноманітних фізичних явищ, включаючи електромагнетизм, акустику, 

теплопередачу, рух рідини та багато інших [32, c. 117-118]. 

3. Врахування нелінійності та неоднорідності. Розширте розв'язування 

лінійних різницевих рівнянь для врахування нелінійних та неоднорідних 

ефектів у системі. Досліджуйте нові методи розв'язування нелінійних рівнянь, 

розгляньте можливість використання різних нелінійних різницевих схем та 

розвивайте ітераційні методи для ефективного розв'язання цих систем. 

4. Використання багатофізичного моделювання. Розгляньте можливості 

інтеграції лінійних різницевих рівнянь з іншими фізичними моделями, такими 

як електромагнетизм, механіка, теплопередача тощо. Вивчайте, які різницеві 

рівняння можуть бути комбіновані з різними фізичними моделями для 

отримання комплексних багатофізичних моделей [33, c. 55-56]. Розгляньте 

використання методу скінченних елементів, методу скінченних об'ємів або 

інших чисельних методів для інтеграції цих моделей та досліджуйте їх 

ефективність та точність. 

5. Розвиток адаптивних різницевих схем. Вивчайте можливість 

використання адаптивних різницевих схем, які дозволяють автоматично 
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адаптувати розмір кроку та точність розв'язку залежно від властивостей задачі. 

Досліджуйте різні стратегії адаптації, такі як адаптивні сітки, локальне 

змінювання розміру кроку та точності в окремих областях, забезпечуючи 

оптимальне використання ресурсів обчислювальної системи. 

6. Розширення до нестаціонарних задач. Розгляньте можливість 

застосування лінійних різницевих рівнянь для розв'язування нестаціонарних 

задач, де стан системи змінюється з часом [34, c. 77-84]. Вивчайте методи 

розв'язування різницевих рівнянь у динаміці та розробляйте чисельні 

алгоритми, які забезпечують стійкість, точність та ефективність при 

моделюванні динамічних процесів. 

7. Використання оптимізаційних методів. Розгляньте можливість 

поєднання чисельних методів з оптимізаційними методами для розв'язування 

задач з оптимізацією. Вивчайте методи градієнтного спуску, еволюційні 

алгоритми та інші методи оптимізації, які можуть бути використані для 

покращення розв'язків різницевих рівнянь. Розгляньте можливість використання 

оптимізаційних методів для підбору оптимальних параметрів різницевих схем, 

врахування обмежень та покращення якості розв'язків. 

8. Вивчення нових математичних та комп'ютерних технік. Досліджуйте 

нові математичні техніки, такі як теорія стійкості, теорія збурень, методи 

нелінійної динаміки, які можуть бути застосовані до лінійних різницевих 

рівнянь. Розгляньте використання комп'ютерних технологій, таких як 

високопродуктивні обчислювальні системи, паралельні обчислення, графічні 

процесори, для поліпшення швидкості та ефективності чисельного 

моделювання [35, c. 29-31]. 

9. Застосування в реальних системах. Проводьте дослідження, спрямовані 

на використання лінійних різницевих рівнянь у реальних системах. Розробляйте 

моделі, які можуть бути використані для прогнозування, контролю та 
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оптимізації різних інженерних систем. Вивчайте можливості використання 

різницевих рівнянь у реальному часі для симуляції та аналізу роботи систем. 

10. Експериментальна верифікація. Забезпечуйте експериментальну 

верифікацію отриманих результатів. Порівнюйте чисельні розв'язки з 

результатами реальних експериментів або аналітичними розв'язками, якщо такі 

є доступними. Це допоможе підтвердити точність та надійність розроблених 

методів. 

Робота у цій області є безмежною, і з кожним новим дослідженням 

відкриваються нові можливості. Ці вказівки варто використовувати як підставу 

для подальшого дослідження та розвитку застосування лінійних різницевих 

рівнянь. Також слід пам'ятати про важливість вивчення фундаментальних 

принципів, теоретичних основ та прикладних аспектів чисельного моделювання 

та спілкуватися з іншими дослідниками та фахівцями у цій галузі, обмінюватися 

думками та ідеями для створення нових та цікавих досліджень.  
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ВИСНОВКИ 

У даній магістерській роботі було детально досліджено лінійні різницеві 

рівняння та їх застосування в різних галузях, зокрема в математичній фізиці та 

інженерії. Було встановлено, що лінійні різницеві рівняння мають велике 

значення в чисельному моделюванні технічних систем та фізичних явищ. 

У першому розділі було розглянуто основні поняття та методи 

розв'язування лінійних різницевих рівнянь. Були представлені класичні методи, 

такі як застосування характеристичних рівнянь та знаходження загального 

розв'язку. Також були розглянуті числові методи, зокрема метод скінченних 

різниць та метод скінченних елементів. 

Використання лінійних різницевих рівнянь у математичній фізиці та 

інженерії дозволяє ефективно моделювати різноманітні фізичні явища та 

технічні системи. У другому розділі наведені приклади задач, де застосування 

різницевих рівнянь є особливо ефективним, наприклад, моделювання дифузії, 

коливань струн, теплопередачі, електромагнітних полів та інших. Також 

здійснено порівняльний аналіз методів розв’язування, де показано, що деякі 

методи можуть мати переваги щодо стійкості або точності в конкретних умовах.  

Третій розділ містить рекомендації щодо вибору оптимального методу 

залежно від конкретної задачі. 

На підставі проведених досліджень можна зробити наступні висновки. 

1. Лінійні різницеві рівняння є потужним інструментом для моделювання 

фізичних явищ та технічних систем. Вони дозволяють описати різноманітні 

процеси з високою точністю та ефективністю. 

2. Класичні методи розв'язування лінійних різницевих рівнянь, такі як 

застосування характеристичних рівнянь та знаходження загального розв'язку, є 

корисними для аналітичного розв'язування простих задач. 
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3. Числові методи, такі як метод скінченних різниць та метод скінченних 

елементів, є ефективними для розв'язування складних задач, де аналітичний 

підхід складний або неможливий. Вони забезпечують чисельну стійкість та 

точність розв'язків. 

4. Під час вибору методу розв'язування необхідно враховувати 

особливості конкретної задачі, такі як граничні умови, розмірність простору та 

часу, тип рівняння тощо. Розглянуті в роботі рекомендації можуть допомогти 

зробити оптимальний вибір. 

5. Для підвищення точності та ефективності розв'язку різницевих рівнянь 

можна використовувати різні техніки, такі як адаптивна сітка, удосконалені 

чисельні методи або комбінацію різних методів. 

6. Для подальшого розвитку застосування лінійних різницевих рівнянь 

рекомендується проводити дослідження в сферах, де вони є потенційно 

корисними, таких як біомедична інженерія, екологія, фізика плазми, енергетика 

та інші. Можна зосередитися на розробці нових чисельних методів, які б ще 

більше покращували точність та швидкість обчислень. Також варто вивчати 

можливості використання розподілених обчислювальних систем та паралельних 

обчислень для розв'язування великомасштабних задач. 

Загалом, подальші дослідження у цій області можуть призвести до 

вдосконалення та розширення застосування лінійних різницевих рівнянь, що в 

свою чергу сприятиме розвитку наукових досліджень, технологічного прогресу 

та вирішенню складних інженерних проблем. 
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