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1. Методичні вказівки та приклад розв’язування 

типового варіанту 

Завдання 1. Для лінії 𝑟 = (𝑡3,   1 + 𝑡, 𝑡2)  в точці 

𝑡 = 1 написати рівняння всіх елементів тригранника 

Френе. В цій же точці знайти координатні вектори 

канонічного репера. 

Розв’язання 

Тригранник Френе складається із шести елементів: 

трьох прямих (дотичної, бінормалі та головної нормалі) та 

трьох площин (стичної, нормальної та спрямної), що ними 

попарно визначаються. 

Перейдемо до параметричних рівнянь кривої: 















2

3

,1

tz

ty

tx

 

та знайдемо 















tz

y

tx

1,

2

    














z

y

tx

,     














0

0

0

2,

z

y

x

    














0

0

0

1,

z

y

x

    














0

0

0

0,

z

y

x

 





 kjijkji

kji

rr





00    


00

rr


 

Рівняння дотичної, як відомо, має вид: 
















0

0

0

0

0

0

z

zz

y

yy

x

xx

 
В даному випадку матимемо: 
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












 zyx
 

Рівняння нормальної площини має вид 

0.)()() 


zzzyyyxxx  

Звідси отримуємо 

0)()()  zyx  

або 

0,23  zyx  

0.7  zyx  

Рівняння стичної площини запишемо, вибравши точку 

(1;2;1) за початкову, а вектори 
0

r


 та 

0
r


 – за напрямні. Тоді 









yzyx

zyx

 

 zyxyzyx  

звідки  zyx  – рівняння стичної площини. 

Бінормаллю регулярної кривої в точці називається 

пряма, яка проходить через цю точку
 
перпендикулярно до 

стичної площини. Рівняння бінормалі запишемо, вибравши 

точку (1;2;1) за початкову, а нормальний вектор стичної 

площини  (1;3;n


 – за напрямний. Матимемо: 














 zyx
 

Спрямною площиною регулярної кривої в точці 

називається площина, яка визначається дотичною і 

бінормаллю в цій точці. Щоб записати її рівняння, виберемо 

точку (1;2;1) за початкову, а вектори (3;1;2) та (1;3;-3) – за 

напрямні. Матимемо: 
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







zzyx

zyx

 yzzyxxy  

 zyxx  

звідки  zyx  – рівняння спрямної площини. 

Головною нормаллю кривої в точці називається пряма, 

яка проходить через цю точку
 
перпендикулярно до спрямної 

площини. Тому, щоб записати її рівняння, виберемо точку 

(1;2;1) за початкову, а нормальний вектор  11;(9;n
1


 

спрямної площини – за напрямний. Отримаємо: 














 zyx
 

Координатні вектори 

, 


  та 



 
канонічного репера 

тригранника Френе знайдемо за відомими формулами: 







































)(

)(

tr

tr





, 

   










































rr

rr



, 

   
 
 






















rrr

rrr





 























  

 

Завдання 2. Обчислити довжину дуги кривої 

𝑟(𝑡) = (
5

2
𝑡2 ,     

2

3
√10𝑡

3

2,     𝑡) для 1 t . 
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Розв’язання 

Оскільки криву задано векторним способом, то для 

знаходження довжини її дуги скористаємось відомою 

формулою 

 




t

t

dttrs )(


 

В даному випадку 




2222222 )10()(5)()()(|)( tttztytxtr  

 ttttt 5|5(525 22
 

Тоді 

од.). л.
1

0

2
1

0
























  ttdtts  

 

Завдання 3. Обчислити кривину і скрут кривої  









 tt

t
tr ln

2
)(



 
в довільній точці. 

Розв’язання 

Для знаходження кривини і скруту користуватимемося 

формулами: 

 







3

r

rr
k 



         







2rr

rrr




 

В даному випадку 





























34232

212
)(

14
)(

12
)(

tt
tr

tt
trt

tt
tr


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






2

26

4

26

2

24

4414

t

tt

t

tt
t

tt
r


 





 i
t

j
t

k
t

k
t

j
t

i
t

tt

t
tt

kji

rr




 244282

2
14

2
12

2442

23

2

 

 k
t

j
t

i
t


42

2124
 

Отже, 









42

2124
],

ttt
rr


 Тоді  





4

46

842

2414416
],

t

tt

ttt
rr


 










55555

34

23

2

248241624

0
212

2
14

2
12

,
ttttt

tt

tt

t
tt

rrr


 

Остаточно маємо: 



















 




 326

462

2

26

4

46

2

2

tt

ttt

t

tt

t

tt

k  


















 


46

3

2

4

46

5 6

2

24

tt

t

t

tt

t  
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Завдання 4. Знайти натуральні рівняння кривої 

   aattatatr sincos)(


.  

Розв’язання 

Натуральні рівняння кривої мають вид 








).

),

s

skk
 Тут 

роль параметра s

 

виконує довжина дуги. 

Знайдемо кривину і скрут даної кривої: 

    tatatratatatr sincos)(cossin)(


   tatatr cossin)(


 

 aaatatatr 222222 cossin)(


 





  ktaktajta

tata

atata

kji

rr





cossincos

0sincos

cossin 2  

  kajtaitaita


cossinsin  

Отже,  2cossin atatarr  
. Тоді 

  2442cossin aaatatarr


 









  atata

tata

tata

atata

rrr 2sincos

cossin

sincos

cossin

)


 

 

 


















aa

a

r

rr
k

2

3



 

          

















aa

a

rr

rrr
2

2

3

2


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Оскільки останні два рівняння не містять t , то вони і є 

натуральними рівняннями даної кривої. 

Зауваження. Якби хоч у одне з цих рівнянь входив 

параметр t , то слід би було знайти зв'язок між t

 

та s , і 

замінити у цих рівняннях t

 

на відповідний вираз через s . 

 

Завдання 5. В кожній точці кривої )teetr tt  

відкладено вектор  rrta ,


. Знайти параметричні 

рівняння лінії, утвореної кінцями цих векторів. 

Розв’язання 

Позначимо ),,( zyxM  – біжучу точку кривої, рівняння 

якої слід знайти, O
 
– початок відліку. Тоді  tatrOM


. 

Знайдемо ta


: 

); tt eetr


 





 



 iejtekkjeite

tee

ee

kji

rr tttt

tt

tt





 

  iejtekkjeite tttt


 

Отже,    teterr tt
, і  

     tttttt teteeteeteta(


. 

Таким чином, 

  tteeteeteteteeOM tttttttt
. 

Перейшовши від векторного задання кривої до 

параметричного, остаточно отримаємо: 
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
















ttz

teety

teetx
tt

tt

(

 

Завдання 6. Скласти параметричні рівняння 

поверхні, утвореної дотичними до лінії )4ttttr  
. 

Розв’язання 

Зауважимо, що напрямним вектором дотичної є вектор 

 tr


.  

Позначимо ),,( zyxM  – біжучу точку поверхні, 

рівняння якої слід знайти, O
 

– початок відліку. Тоді 

 trvtrOM


. Знайдемо: 

. )3ttttr  
 

Отже, 

. )) 33 vttvttvtttttvtttOM  
 

Поклавши ut 

 
та перейшовши від векторної форми 

запису до параметричної, отримаємо: 





















vuuz

uvuy

vuux

 

 

Завдання 7. Написати параметричні рівняння 

конічної поверхні з вершиною у точці S(1;1;2) і 

напрямною

 
)cossin ttt etetetr 


. 

Розв’язання 

Нехай ),,( zyxM  – біжуча точка конічної поверхні, O
 
– 

початок відліку, точка A

 
належить напрямній. Тоді 
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 ASvtrAMOAOM 


.  

Знайдемо: 

),cossin ttt eteteAS   

),cossincossin tttttt eteteveteteOM   

покладемо ut 

 
та перейдемо до параметричної форми 

запису: 















uu

uu

uu

evez

uevuey

uevuex

coscos

sinsin

 

 

Завдання 8. Дано поверхню ), 3  vuuvvuvur


 
і на ній лінію  vu , яка проходить через точку 

Р(2;1)  поверхні. 

1) Напишіть рівняння дотичної площини і нормалі до 

поверхні в точці Р. 

2) Знайдіть координати одиничного вектора нормалі. 

3) Напишіть рівняння дотичної до даної кривої в точці 

Р. 

4) Обчисліть кривину даної кривої в точці Р. 

5) Обчисліть нормальну і геодезичну кривини в точці 

Р. 

6) Обчисліть повну і середню кривини в точці Р. 

7) Визначте тип точки Р. 
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8) Обчисліть кути, які утворює крива з координатними 

лініями в точці Р. 

9) Знайдіть головні напрямки на поверхні точці Р. 

10) Знайдіть асимптотичні напрямки поверхні в точці 

Р (якщо вони є). 

11) Знайдіть асимптотичні лінії на поверхні, які 

проходять через точку Р. 

12) Знайдіть лінії кривини на поверхні, які проходять 

через точку Р. 

Розв’язання 

1) Знайдемо 

),), 22 vuruvr
vu




 

).),), vrrur
vvuvuu




 

Тоді  

)9;4;3()( Рr


, ),3;4;1()(),12;2;1()(  РrРr vu


 

).6,0,0()(),0;2;0()(),12,0;0()(  РrРrРr vvuvuu


 

Рівняння дотичної площини до поверхні у точці має 

вид: 

  
vu

rrvurOM


),,  

В даному випадку 









zzyx

zyx

 

 yzzyxxy

 zyxx  

або  zyx
 
– рівняння дотичної площини. 
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Рівняння нормалі знайдемо, вибравши точку )9;4;3(P  – 

за початкову, а нормальний вектор )2;9;42( N


 дотичної 

площини – за напрямний: 

.
2

9

9

4

42

3











 zyx
 

2) Одиничний вектор нормалі знайдемо, унормувавши 

її напрямний вектор: 

.
43

2
;

43

9
;

43

42

1849

)2;9;42(

)2()9(42

)2;9;42(

|| 222


















N

N
n 




 

3) Знайдемо зовнішнє рівняння кривої γ : 

))1(,22,12())1(,)1(2,1()( 33233 vvvvvvvvvvvvr 


. 

Тоді рівняння дотичної запишемо, вибравши точку 

)9;4;3(P  – за початкову, а вектор )(Pr 


 – за напрямний: 

);3)1(3,24,()( 22 vvvvvr 


 

);15,6,1()1()(  rPr


 

.
15

9

6

4

1

3 





 zyx
 

4) Для обчислення кривини кривої скористаємось 

формулою: 

 
.

,
3

r

rr
k




 



 

Знайдемо 

);6)1(6,4,1()( vvvr 


 

);18,4,1()(  Рr


 

;3413241611841|)(| 222  Рr

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.234860186415108

1841

1561)](),([ kjiijkkji

kji

РrРr





  

Отже,  .2;3;48])(,)([  РrРr


 Тоді  

2317492304)2()3(48])(,)([ 222  РrРr


 і 

.
341341

2317

341

2317
)(

3
Рk  

5) Для обчислення нормальної кривини скористаємось 

формулою: 

.
1

2




nk  

Знайдемо першу та другу квадратичну форми поверхні 

в точці P : 

),3;4;1()(),12;2;1()(  РrРr vu


 

).6,0,0()(),0;2;0()(),12,0;0()(  РrРrРr vvuvuu


 

,149144411221)()( 2222  РrРЕ u


 

,4536813124211)()()(  РrРrРF vu


 

,269161341)()( 2222  РrPG v


 

,26901492)( 2222
1 dvdudvduGdvFdudvEduР   

,242448

1200

341

1221

),,( uuvu rrr


 

,18624

020

341

1221

),,( uvvu rrr

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,121224

600

341

1221

),,( vvvu rrr


 

,
43

24

1849

24

4526149

24),,(
)(

22








FEG

rrr
PL uuvu



 

,
43

18),,(
)(

2





FEG

rrr
PM uvvu



 

,
43

12),,(
)(

2





FEG

rrr
PN vvvu



 

.
43

12

43

36

43

24
2)( 2222

2 dvdudvduNdvMdudvLduР   

Тоді 

.
2690149

43

12

43

36

43

24

)(
22

22

dvdudvdu

dvdudvdu

Рkn




  

Оскільки нормальну кривину обчислюємо у напрямку 

кривої  vu , то dvdu  . З урахуванням цього, маємо: 

.
11395

72

265

43

72

2690149

43

12

43

36

43

24

2690149

43

12

43

36

43

24

)(
222

222












dvdvdv

dvdvdv

Рkn
 

Тоді геодезична кривина 

...
11395

72

341341

2317
)()()(

22

22 






















 РkРkРk ng

 

6) Знайдемо повну та середню кривини поверхні: 

,
43

36

1849

43

324288

1849

43

18

43

12

43

24

)(
4

2

2

2

2























FEG

MLN
РК  
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










18492

43

12
149

43

18
452

43

24
26

)(2

2
)(

2FEG

ENFMGL
РН  

.
43

396

432

792

432

17881620624
333








  

7) Оскільки 0
43

36
)(

4
РК , то Р – точка гіперболічного 

типу. 

8) Для знаходження кута між кривими 

користуватимемось формулою: 







11

1

φφ

φ
cos

d

d
 

Оскільки  vu , то dvdu  . 

Нехай constu :γ1 . Тоді 0u , і 







2222
1

2

)(
),(cos

vGvuFuEGdvFdudvEdu

vGdvudvvduFuEdu
  







2222 26901492690149

26)(45149

vvuudvdudvdu

vdvudvvduudu
 







2222 2609001492690149

26)0(450149

vvdvdvdvdv

vdvdvvdvdv
 

.
6890

71

26265

71

26265

2645

22












vdv

vdv

vdv

vdvvdv
 

Нехай тепер constv :γ2 . Тоді 0v , і 







2222
2

2

)(
),(cos

vGvuFuEGdvFdudvEdu

vGdvudvvduFuEdu
  







2222 0260901492690149

026)0(45149

uudvdvdvdv

dvudvdvudv
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.
39485

194

149265

194

149265

45149

22












udv

udv

udv

udvudv
 

9) Головні напрямки в точці Р  шукатимемо з рівняння 






NdvMduMdvLdu

GdvFduFdvEdu
 

Маємо: 

,0

43

12

43

18

43

18

43

24
264545149






dvdudvdu

dvdudvdu
 

    ,034)2645(23)45149(  dvdudvdudvdudvdu  

 dudvdudvdudvdudvdudvdu 10413518090135298447 222  

,078 2  dv  

,012194267 22  dvdudvdu  

,012194267

2










dv

du

dv

du
 

,248201281637636122674194 2 D  

,
267

620597

2672

62052194

2672

24820194
)














dv

du
а  

звідки 

,
267

620597
dvdu


  

,
267

976205

2672

24820194
)









dv

du
б  

звідки 

.
267

976205
dvdu


  

10) Асимтотичні напрямки знайдемо з умови  

02  . 

Звідси 
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,0
43

12

43

36

43

24 22  dvdudvdu  

або 

,0132

2










dv

du

dv

du
 

,18912432 D  

,1
4

13

22

13
) 









dv

du
а  

звідки 

,dvdu   

,
2

1

4

13
) 




dv

du
б  

звідки 

.
2

1
dvdu   

11) Асимптотичні лінії знайдемо, проінтегрувавши 

знайдені у пункті 10) асимптотичні напрямки: 

,1Сvu   

.
2

1
2Сvu   

Підставимо у знайдені рівняння двох сімей 

асимптотичних ліній гаусові координати точки P : 













,1
2

1
2

,12

2

1

С

С

 

звідки 













,
2

3

,3

2

1

С

С

 

тобто шуканими асимптотичними лініями є: 
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3 vu  

та 

.
2

3

2

1
 vu  

12) Лінії кривини знайдемо, проінтегрувавши знайдені 

у пункті 9) головні напрямки: 

,
267

620597
1Сvu 


  

.
267

976205
2Сvu 


  

Підставимо у знайдені рівняння двох сімей ліній 

кривини гаусові координати точки P : 























,1
267

976205
2

,1
267

620597
2

2

1

С

С

 

звідки 

























,
267

6205631

267

976205
2

,
267

6205631

267

620597
2

2

1

С

С

 

тобто шуканими лініями кривини є: 

267

6205631

267

620597 



 vu  

та 

.
267

6205631

267

976205 



 vu  
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2. Завдання для самостійного виконання 

Завдання 1.  

Для лінії 𝑟 = 𝑟(𝑡) написати рівняння всіх елементів 

тригранника Френе в точці Р. В цій же точці знайти 

координатні вектори канонічного репера 

1.  𝑟⃗⃗⃗ = (3𝑡 − 𝑡3,   3𝑡2, 3𝑡 + 𝑡3),  в точці 𝑡 = 0. 

2. 𝑟⃗⃗⃗ = (𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑒𝑡),  в точці 𝑡 = 0. 

3. 𝑟 = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡),  в точці 𝑡 =
𝜋

2
. 

4. 𝑟 = (𝑡3,   1 + 𝑡, 𝑡2),  в точці 𝑡 = 1. 

5. 𝑟 = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑏𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

6. 𝑟 = (2𝑡, 𝑙𝑛𝑡, 𝑡2), в точці 𝑡 = 1. 

7. 𝑟 = (𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, −𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑡),         в точці 𝑡 = 0. 

8. 𝑟 = (4𝑐𝑜𝑠𝑡, 4𝑠𝑖𝑛𝑡, 3𝑡),        в точці 𝑡 = 0. 

9.  ttt eteter  sincos


, в точці 𝑡 =
𝜋

2
. 

10. 𝑟 = (𝑡2√
3

2
, 2 − 𝑡, 𝑡3), в точці 𝑡 = 0. 

11. 𝑟 = (𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑒𝑡,   𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

12. 𝑟 = (2𝑐𝑜𝑠𝑡,   2𝑠𝑖𝑛𝑡, 3𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

13. 𝑟 = (𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑡𝑔𝑡), в точці 𝑡 =
𝜋

4
. 

14. 𝑟 = (2𝑡, 𝑙𝑛𝑡, 𝑡2), в точці 𝑡 = 1. 

15.  teer tt  
, в точці 𝑡 = 0. 

16. 𝑟 = (𝑡, 𝑡2,
3

2
𝑡), в точці 𝑡 = 1. 

17. 𝑟 = (1 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

18. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡), в точці 𝑡 = 𝜋. 
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19. 𝑟 = (𝑎𝑠𝑖𝑛2𝑡, 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

20. 𝑟 = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡, 4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
), в точці 𝑡 = 𝜋. 

21. 𝑦 = 𝑥2, 𝑧 = 𝑦2  в точці 𝑥 = 1. 

22. 𝑦 = 𝑥, 𝑧 = 2𝑥2 в точці 𝑥 = 2. 

23. 𝑦 = 𝑥3, 𝑧 = 2𝑦  в точці 𝑥 = 1. 

24. 𝑟 = (𝑎𝑐ℎ𝑡, 𝑎𝑠ℎ𝑡, 𝑎𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

25. 𝑟 = (𝑡,
1

2
𝑙𝑛𝑡,

1

2
𝑡), в точці 𝑡 = 1. 

26. 𝑟 = (𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑡𝑒𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

27. 𝑟 = (𝑡, 𝑡2, 𝑒𝑡), в точці 𝑡 = 0. 

28. 𝑦 =
1

2
𝑥2,   𝑧 =

1

6
𝑥3 в точці 𝑥 = 1 

29. 𝑟 = (
1

2
𝑎𝑠𝑖𝑛2𝑡, 𝑎𝑠𝑖𝑛2𝑡,   𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡), в точці 𝑡 =

𝜋

2
. 

30. 1. 𝑟 = (3𝑡 − 𝑡3,   3𝑡2, 3𝑡 + 𝑡3),  в точці 𝑡 = 0. 

31.𝑟 = (𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑒𝑡),  в точці 𝑡 = 0. 

32.𝑟 = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡),  в точці 𝑡 =
𝜋

2
. 

33.𝑟 = (𝑡3,   1 + 𝑡, 𝑡2),  в точці 𝑡 = 1. 

 

Завдання 2.  

Обчислити довжину дуги кривої. 

1. 𝑟(𝑡) = (𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑡2), 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

2. 𝑟(𝑡) = (𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡, 2𝑡 + 1),             1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

3. 𝑟(𝑡) = (
5

2
𝑡2 ,     

2

3
√10 ∙ 𝑡

3

2,     𝑡) , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

4.  𝑦 =
1

2
𝑙𝑛𝑥, 𝑧 =

𝑥2

2
     3 ≤ 𝑡 ≤ 4 
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5. 𝑟(𝑡) = (𝑡, 𝑡2 ,    
2

3
𝑡3) , 0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

6. 𝑟(𝑡) = (𝑒𝑡, 𝑒−𝑡,   𝑡√2), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

7. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑠𝑖𝑛3𝑡, 𝑐𝑜𝑠2𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

8. 𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠3𝑡,   𝑦 = 𝑎𝑠𝑖𝑛3𝑡 

9. 






 

t

tttr ln


   1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

10. 𝑟(𝑡) = (3𝑡 − 𝑡3, 3𝑡2, 3𝑡 + 𝑡3), 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

11. 𝑟(𝑡) = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
) , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

12. 𝑟(𝑡) = (𝑡 +
1

3
𝑡3, 𝑡 −

1

3
𝑡3, 𝑡2), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

13. 𝑥3 = 3𝑎2𝑦, 2𝑥𝑧 = 𝑎2;  1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

14. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐ℎ𝑡, 𝑎𝑠ℎ𝑡, 𝑎𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

15. 𝑥 =
1

𝑡
−

1

2
𝑠ℎ2𝑡, 𝑦 = 2𝑐ℎ𝑡;  1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

16. 𝑦 =
𝑥2

2
, 𝑧 =

𝑥3

6
;    0 ≤ 𝑡 ≤ 3 

17. 𝑟(𝑡) = (𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑡2), 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

18. 𝑥
2

3 + 𝑦
2

3 = 𝑎
2

3; 

19. 𝑟(𝑡) = (3𝑎 cos 𝑡,   3𝑎 sin 𝑡,    4𝑎𝑡),2 ≤ 𝑡 ≤ 3 

20. 𝑟(𝑡) = (√
3

2
𝑡2 ,    2 − 𝑡 ,   𝑡3), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

21. 𝑟(𝑡) = (𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡), 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

22. 𝑟(𝑡) = (2𝑐ℎ𝑡,   2𝑠ℎ𝑡,   2𝑡  ), 2 ≤ 𝑡 ≤ 3 

23. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑡,   𝑠𝑖𝑛𝑡  ), 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

24. 𝑟(𝑡) = (𝑡√2,   𝑒𝑡,   𝑒−𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 
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25. 𝑟(𝑡) = (𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑡 ,    𝑡√2), 1 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

26. 𝑟(𝑡) = (3𝑐𝑜𝑠𝑡,   4𝑡,   3𝑠𝑖𝑛𝑡  ), 1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

27. 𝑟(𝑡) = (∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡,   ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 ,     𝑏𝑡), 1 ≤ 𝑡 ≤ 2 

28. 𝑟(𝑡) = (2𝑐𝑜𝑠𝑡,    2𝑠𝑖𝑛𝑡,   5𝑡 + 2  ), 1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

29. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡,   ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 ,   3 + 2𝑡  ), 1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

30. 𝑟(𝑡) = (
4

3
𝑡3,   1 + 𝑡,   √2𝑡2  ) , 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 

31. 𝑥 = 2(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡),   𝑦 = 2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

32. 𝑟(𝑡) = (𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡, 2𝑡 + 1),             1 ≤ 𝑡 ≤ 3 

33. 𝑟(𝑡) = (
5

2
𝑡2 ,     

2

3
√10 ∙ 𝑡

3

2,     𝑡) , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

 

Завдання 3.  

Обчислити кривину і скрут кривої  𝑟 = 𝑟(𝑡), в 

довільній точці. 

1. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑐𝑜𝑠2𝑡) 

2. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑡,     𝑎√2𝑙𝑛𝑡,    
𝑎

𝑡
) 

3. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑠𝑖𝑛3𝑡, 𝑐𝑜𝑠2𝑡). 

4. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐ℎ𝑡, 𝑎𝑠ℎ𝑡, 𝑎𝑡). 

5. 𝑟(𝑡) = (𝑡,   𝑒𝑡,   𝑒−𝑡). 

6. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡,      𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑏𝑡). 

7. 𝑟(𝑡) = (2𝑡,   𝑙𝑛𝑡2,   𝑡3). 

8. 𝑟(𝑡) = (𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑒𝑡). 

9.  𝑟(𝑡) = (𝑡,   𝑡2,   𝑡3). 

10. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑡). 
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11. 𝑟(𝑡) = (𝑡,     √2𝑙𝑛𝑡,    
1

𝑡
). 

12. 𝑟(𝑡) = (3𝑡 − 𝑡3, 3𝑡2, 3𝑡 + 𝑡3). 

13. 𝑟(𝑡) = (𝑡,    𝑡2 ,   
3

2
𝑡). 

14. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐ℎ𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,      𝑎𝑐ℎ𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑎𝑡). 

15. 𝑦 = 𝑥2, 𝑧 = 𝑦2. 

16. 𝑟(𝑡) = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑠𝑖𝑛𝑡). 

17. 𝑟(𝑡) = (3𝑡 − 𝑡2, 3𝑡2, 3𝑡 + 𝑡2). 

18. 𝑟(𝑡) = (2𝑡,   𝑙𝑛𝑡,   𝑡2). 

19. 𝑟(𝑡) = (𝑡,    𝑡2,   𝑒𝑡). 

20. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑠𝑖𝑛3𝑡, 𝑐𝑜𝑠2𝑡). 

21. 𝑦 = 𝑥3, 𝑧 =
1

6
𝑥3. 

22. 𝑟(𝑡) = (
2

𝑡
,   𝑙𝑛𝑡,   𝑡2). 

23. 𝑟(𝑡) = (3𝑐𝑜𝑠𝑡,    3𝑠𝑖𝑛𝑡,   4𝑡  ). 

24. 𝑟(𝑡) = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
). 

25. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡,     − 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑏𝑡). 

26. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,   
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑡). 

27. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑡,     𝑎√2𝑙𝑛𝑡,    
𝑎

𝑡
). 

28. 𝑟(𝑡) = (𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑒𝑡). 

29. 𝑟(𝑡) = (  𝑒𝑡,   𝑒−𝑡,   𝑡√2 ). 

30. 𝑟(𝑡) = (
𝑡

 √2
,    𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑡,   

𝑡

 √2
 ). 

31. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑐𝑜𝑠2𝑡). 
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32. 𝑟(𝑡) = (√
3

2
𝑡2 ,    4 − 𝑡 ,   𝑡3). 

33. 𝑟(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑠𝑖𝑛3𝑡, 𝑐𝑜𝑠2𝑡). 

Завдання 4.  

Знайти натуральні рівняння кривої. 

1. 𝑟(𝑡) = ( 1 −  𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑐𝑜𝑠𝑡,    𝑡). 

2.  tytx cos
5

1
sin

5

1
 

3.  ttttr shch


 

4. 𝑥 = −
1

2
𝑐𝑜𝑠𝑡 + 3;    𝑦 =

1

2
𝑠𝑖𝑛𝑡 + 5. 

5. 𝑟(𝑡) = (2𝑡,   2𝑐ℎ𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,      𝑎𝑐ℎ𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡). 

6. 𝑟(𝑡) = (4𝑡,    3𝑠𝑖𝑛𝑡, 3𝑐𝑜𝑠𝑡 ). 

7. 𝑟(𝑡) = (𝑐ℎ𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,      𝑐ℎ𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑡). 

8. 𝑟(𝑡) = (𝑡√2,   𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠𝑡). 

9. 𝑟(𝑡) = (𝑡√2,   𝑒𝑡,   𝑒−𝑡). 

10. 𝑟(𝑡) = (  𝑒𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,      𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡). 

11. 𝑟(𝑡) = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
). 

12. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐ℎ𝑡, 𝑎𝑠ℎ𝑡, 𝑎𝑡). 

13. 𝑟(𝑡) = (𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑒𝑡). 

14. 𝑟(𝑡) = ( 𝑒𝑡,      𝑡√2,   𝑒−𝑡). 

15. 𝑟(𝑡) = ( 𝑒𝑡,     𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡   ). 

16. 𝑟(𝑡) = ( 𝑒−𝑡,      𝑡√2,   𝑒𝑡). 

17. {
𝑥 = 𝑎(2𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡),
𝑦 = 𝑎(1 − cos 2𝑡).
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18. 𝑦 = √2𝑙𝑛𝑥, 𝑧 =
1

𝑥
. 

19. 𝑦 = 2𝑐ℎ
𝑥

2
. 

20. 𝑟(𝑡) = (2𝑠ℎ𝑡,   2𝑐ℎ𝑡,   2𝑡). 

21. 𝑟(𝑡) = (4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
,    𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡). 

22. 𝑥 =
1

𝑐
𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑎;    𝑦 = −

1

𝑐
𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑏. 

23. {
𝑥 = 2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝑡,
𝑦 = 1 − cos 2𝑡 .

 

24. 𝑦 = 𝑎𝑐ℎ
𝑥

2
; 

25. {
𝑥 = 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡),
𝑦 = 𝑎(𝑠𝑖𝑛𝑡 − tcos 𝑡).

 

26. 𝑟(𝑡) = (5𝑠ℎ𝑡,   5𝑐ℎ𝑡,   5𝑡). 

27. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑡,    𝑎𝑠ℎ𝑡,   𝑎𝑐ℎ𝑡). 

28. 𝑟(𝑡) = (𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   1 + 𝑡). 

29. 𝑟(𝑡) = (𝑠ℎ𝑡,     𝑡,      𝑐ℎ𝑡). 

30. 𝑟(𝑡) = (𝑡,     √2𝑙𝑛𝑡,    
1

𝑡
). 

31. 𝑟(𝑡) = (3𝑡,     3𝑐𝑜𝑠𝑡,   3𝑠𝑖𝑛𝑡 ). 

32. 𝑟(𝑡) = ( 1 −  𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑐𝑜𝑠𝑡,    𝑡). 

33. 𝑟(𝑡) = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡,      𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑎𝑡). 

 

Завдання 5.  

В кожній точці кривої    𝑟 = 𝑟(𝑡)  відкладено вектор 

 𝑎⃗(𝑡). Знайти параметричні рівняння лінії, утвореної 

кінцями цих векторів. 

1. 𝑟 = (𝑐ℎ𝑡,   𝑠ℎ𝑡,   𝑡),      𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′] 
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2. 𝑟 = ( 𝑒𝑡,       2𝑒−𝑡 ,     2𝑡),   𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅]′ 

3. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑐𝑜𝑠2𝑡), 𝑟 =

(𝑡,   𝑡2,
2

3
 𝑡2) ,      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′] 

4. 𝑟 = (𝑡,   𝑡2,
2

3
 𝑡2) ,      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′]𝑟 =

(𝑐ℎ𝑡,   𝑠ℎ𝑡,   𝑡),      𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′] 

5. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑡2),   𝑎 = [[𝑟̅, 𝑟̅′]𝑟̅] 

6. 𝑟 = (𝑡2,   1 − 𝑡,   𝑡3),      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′]′ 

7. 𝑟 = (2𝑡, ln 𝑡 , 𝑡2),   𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′]; 

8. 𝑟 = (3𝑡 − 𝑡3,   3𝑡2, 3𝑡 +  𝑡3),      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′]′′ 

9. 𝑟 = (𝑡,   𝑡2,
2

3
 𝑡2) ,      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′] 

10. 𝑟 = (𝑡2,   𝑡3,   1 + 𝑡2),      𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅]′ 

11. 𝑟 = (𝑡2, 1 − 𝑡,    𝑡3),      𝑎 = [[𝑟̅, 𝑟̅′]𝑟̅′′] 

12. 𝑟 = (𝑐ℎ𝑡,   𝑠ℎ𝑡,   𝑡),      𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′] 

13. 𝑟 = (𝑒𝑡,   𝑒−𝑡,   𝑡2),      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′]′ 

14. 𝑟 = (𝑡,   𝑡2,   𝑡3),      𝑎 = [𝑟̅′, [𝑟̅, 𝑟̅′′]]; 

15. 𝑟 = ( 𝑡2,   𝑒−𝑡,   𝑒𝑡), 𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′]′ 

16. 𝑟 = (2𝑡, ln 𝑡 , 𝑡2),    𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′] 

17. 𝑟 = (
𝑡4

4
,     

𝑡3

3
,    

𝑡2

2
) ,      𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅]′ 

18. 𝑟 = (𝑡3,   1 + 𝑡,  𝑡2 ),      𝑎 = [[𝑟̅′, 𝑟̅′′]𝑟̅′] 

19. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑐𝑜𝑠2𝑡), 𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′]′ 

20. 𝑟 = (2𝑐ℎ𝑡,   2𝑠ℎ𝑡,   2𝑡),      𝑎 = [𝑟̅′′, 𝑟̅] 

21. 𝑟 = (𝑡2,   𝑡3,   𝑡 + 1),      𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′]′ 
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22. 𝑟 = (3𝑡2, 2 − 𝑡,    𝑡3),      𝑎 = [𝑟̅[𝑟̅′′, 𝑟̅′]] 

23. 𝑟 = (3𝑐𝑜𝑠𝑡,    3𝑠𝑖𝑛𝑡,   4𝑡  ), 𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′] 

24. 𝑟 = (𝑡,   𝑡2,   𝑡4),      𝑎 = [𝑟̅′, [𝑟̅′, 𝑟̅]] 

25. 𝑟 = ( 𝑒𝑡,       𝑒−𝑡 ,     𝑡√2),   𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′]′ 

26. 𝑟 = ( 𝑡3,     𝑡2 − 2,     𝑡2 + 2),      𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′]′ 

27. 𝑟 = (𝑡3,   𝑡,  3𝑡2 ),  𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′] 

28. 𝑟 = (   𝑡2 + 1,     𝑙𝑛𝑡,    2𝑡),     𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′]′′ 

29. 𝑟 = (𝑠𝑖𝑛𝑡,     𝑐𝑜𝑠𝑡,   2𝑡2 + 3),  𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅] 

30. 𝑟 = (
3

4
𝑡3,   1 + 𝑡2, √2𝑡 ),   𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′] 

31. 𝑟 = (𝑡2 + 1,     𝑒𝑡,      𝑡√2 ),   𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅′′] 

32. 𝑟 = (1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    2𝑡),     𝑎 = [𝑟̅, 𝑟̅′′] 

33. 𝑟 = ( 𝑒𝑡,       2𝑒−𝑡 ,     2𝑡),   𝑎 = [𝑟̅′, 𝑟̅]′ 

 

Завдання 6.  

Скласти параметричні рівняння поверхні, 

утвореної дотичними до лінії  𝑟 = 𝑟(𝑡). 

1. 𝑟 = (𝑡,
1

2
𝑙𝑛𝑡,

𝑡2

2
). 

2. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑠𝑖𝑛𝑡). 

3. 𝑟 = (𝑡,    𝑡2,    𝑡3  ) 

4. 𝑟 = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
). 

5. 𝑟 = (𝑡,    𝑠𝑖𝑛𝑡, −𝑐𝑜𝑠𝑡). 

6. 𝑟 = (𝑡 + 2,   
1

4
𝑡2 ,   

1

3
𝑡3). 

7. 𝑟 = (𝑡, 𝑎𝑡2,   𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑). 
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8. 𝑟 = (1 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,      𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑡). 

9. 𝑟 = ( 𝑡2,   2 − 𝑡,    𝑡3). 

10. 𝑟 =  (𝑡3,     𝑡2,    𝑡 + 1). 

11. 𝑟 = (𝑡2√
3

2
,    2 − 𝑡,     𝑡3). 

12. 𝑟 = (𝑡,    𝑡2,    𝑡3  ). 

13. 𝑟 = (𝑡, √2𝑙𝑛𝑡,    
1

𝑡
). 

14. 𝑟 = (𝑡3,     𝑡2,   𝑡3 + 3). 

15. 𝑟 = (3𝑐𝑜𝑠𝑡,    3𝑠𝑖𝑛𝑡,   4𝑡  ). 

16. 𝑟 = (𝑎𝑐ℎ𝑡, 𝑎𝑠ℎ𝑡, 𝑎𝑡). 

17. 𝑟 = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   4𝑠𝑖𝑛
𝑡

2
). 

18. 𝑟 = ( 𝑒𝑡,       𝑒−𝑡 ,     𝑡√2). 

19. 𝑟 = ( 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   𝑠𝑖𝑛𝑡,      1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡). 

20. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡,    1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡). 

21. 𝑟 = (𝑡 + 1,   𝑡2 − 2,    𝑡4). 

22. 𝑟 = (2𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡). 

23. 𝑟 = (2𝑡, 𝑙𝑛𝑡,    𝑡2). 

24. 𝑟 = (𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡,   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑠𝑖𝑛𝑡). 

25. 𝑟 = (𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑒𝑡). 

26. 𝑟 = (3𝑠𝑖𝑛2𝑡, 3𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, 3𝑐𝑜𝑠𝑡). 

27. 𝑟 = ( 𝑡2,   3𝑡,   𝑙𝑛𝑡). 

28. 𝑟 =  (𝑡3,    1 + 𝑡,     𝑡2). 

29. 𝑟 = (𝑡 +
𝑡3

3
,     𝑡 −

𝑡3

3
,     𝑡2). 
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30. 𝑟 = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡, 2𝑡 + 3). 

31. 𝑟 = (𝑡,    𝑠𝑖𝑛𝑡, −𝑐𝑜𝑠𝑡). 

32. 𝑟 = (
𝑡4

4
,     

𝑡3

3
,    

𝑡2

2
). 

33. 𝑟 = (𝑡3,   1 + 𝑡2,   𝑡4 ). 

 

Завдання 7.  

Написати параметричні рівняння: 

а) конічної поверхні з вершиною в точці S і напрямною  

𝑟̅ = 𝑟̅(t); 

1. 𝑟̅ = (𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,   𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡,    3𝑒𝑡);      𝑆(2; 1; 3); 

2. 𝑟̅ = (𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑠𝑖𝑛3𝑡, 𝑐𝑜𝑠2𝑡);   𝑆(0; 4; 2); 

3. 𝑟̅ = (𝑡,    𝑡2,   𝑒𝑡 );     𝑆(1; 2; 1); 

4. 𝑟̅ = ( 𝑒𝑡,       𝑒−𝑡 ,     2𝑡);    𝑆(0; 3; 2); 

5. 𝑟̅ = (3𝑐ℎ𝑡, 3𝑠ℎ𝑡, 3𝑡);    𝑆(3; 4; 1); 

6. 𝑟̅ = (𝑡2,   𝑡 + 1,    𝑡3 );    𝑆(3; 1; 1); 

7. 𝑟̅ = (𝑡2, 𝑒𝑡,    𝑡3 );    𝑆(3; 0; 2); 

8. 𝑟̅ = (𝑐𝑜𝑠𝑡,     𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡);   𝑆(0; 1; 2); 

9. 𝑟̅ = (𝑡 − sin 𝑡,   1 − cos 𝑡 , sin 𝑡);   𝑆(0; 3; 1) 

10. 𝑟̅ = (𝑡 + 1, 𝑡2, 𝑡3 + 2);    𝑆(2; 1; 2); 

11. 𝑟̅ = (2𝑡, 2 𝑡2, 𝑡3 + 1);    𝑆(3; 0; 1); 

12. 𝑟̅ = (2 𝑡2, 𝑡 + 1, 𝑡3 − 1);    𝑆(1; 2; 1); 

13. 𝑟̅ = (𝑡3, 1 + 𝑡2, 𝑡4);  𝑆(1; 0; 3); 

14. 𝑟̅ = (𝑡 +
𝑡3

3
, 𝑡 −

𝑡3

3
, 𝑡2) ;  𝑆(1; 3; 1); 
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15. 𝑟̅ = (cos 𝑡 , sin 𝑡 ,
1

2
sin 2𝑡) ; 𝑆(0; 2; 1); 

16. 𝑟̅ = (sin 𝑡 , cos 2𝑡,
1

2
sin 2𝑡) ; 𝑆(2; 1; 4); 

17. 𝑟̅ = (ln cos 𝑡 , ln sin 𝑡 , 𝑡2); 𝑆(3; 3; 1); 

б) циліндричної поверхні з напрямною лінією 𝑟̅ = 𝑟 ̅(𝑡) 

і прямолінійними твірними паралельними до вектора 𝑎⃗ . 

18. 𝑟̅ = ( 𝑡2, 𝑡3, 𝑒𝑡);   𝑎⃗(0; 2; 1) 

19. 𝑟̅ = (𝑡 − 2, 𝑡2 + 1, 𝑡3);   𝑎⃗(1; 2; 3) 

20. 𝑟̅ = ( 𝑡2 + 1, 𝑡3, 𝑒𝑡);   𝑎⃗(4; 3; 1) 

21. 𝑟̅ = ( 𝑡2, cos 𝑡 , sin 𝑡);    𝑎⃗(2; 1; 5) 

22. 𝑟̅ = (cos 𝑡 , sin 𝑡, 𝑡);   𝑎⃗(2; −1; 3) 

23. 𝑟̅ = (𝑡,
𝑡2

2
,

𝑡3

3
) ;   𝑎⃗(4; 1; 2) 

24. 𝑟̅ = ( 𝑡 − sin 𝑡, 1 − cos 𝑡, sin 𝑡);   𝑎⃗(2; 4; 1) 

25. 𝑟̅ = (sin2 𝑡, sin 𝑡𝑐𝑜𝑠 𝑡, cos 𝑡);   𝑎⃗(3; 2; 4) 

26. 𝑟̅ = (− cos 𝑡, 𝑡, sin 𝑡);   𝑎⃗(2; 4; 1) 

27. 𝑟̅ = ( 𝑡2, 3𝑡, ln 𝑡);   𝑎⃗(5; 3; 2) 

28. 𝑟̅ = ( 𝑡3 + 1, 𝑡2 − 1, 𝑡 + 1);   𝑎⃗(2; 3; 4) 

29. 𝑟̅ = ( 𝑒𝑡, 𝑒−𝑡, 𝑡√2);   𝑎⃗(1; 3; 1) 

30. 𝑟̅ = (cos 𝑡 𝑐ℎ𝑡, sin 𝑡 𝑠ℎ𝑡, 𝑡);   𝑎⃗(−3; 0; 2) 

31. 𝑟̅ = (cos 𝑡 , sin 𝑡, 𝑡);   𝑎⃗(2; −1; 3) 

32. 𝑟̅ = ( 𝑡 − sin 𝑡, 1 − cos 𝑡, sin 𝑡);   𝑎⃗(2; 4; 1) 

33. 𝑟̅ = ( 𝑒𝑡, 𝑒−𝑡, 𝑡√2);   𝑎⃗(1; 3; 1) 
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Завдання 8.  

Дано поверхню 𝑟 = 𝑟(𝑢, 𝑣) і на ній лінію  𝛾, яка 

проходить через точку Р  поверхні. 

1) Напишіть рівняння дотичної площини і нормалі до 

поверхні в точці Р. 

2) Знайдіть координати одиничного вектора нормалі. 

3) Напишіть рівняння дотичної до даної кривої в точці 

Р. 

4) Обчисліть кривину даної кривої в точці Р. 

5) Обчисліть нормальну і геодезичну кривини в точці 

Р. 

6) Обчисліть повну і середню кривини в точці Р. 

7) Визначте тип точки Р і схематично зобразіть вид 

поверхні біля цієї точки. 

8) Обчисліть кути, які утворює крива з координатними 

лініями в точці Р. 

9) Знайдіть головні напрямки на поверхні точці Р. 

10) Знайдіть асимптотичні напрямки поверхні в точці 

Р (якщо вони є). 

11) Знайдіть асимптотичні лінії на поверхні, які 

проходять через точку Р. 

12) Знайдіть лінії кривини на поверхні, які проходять 

через точку Р. 

1. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣),     𝛾: 𝑢 = 2𝑢,   𝑃(1; 2); 
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2. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 2𝑣, 3𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑢 +

1,   𝑃(2; 1); 

3. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢3 + 𝑣3, 𝑢𝑣, 𝑢 + 1),     𝛾: 𝑢 =

2𝑢,   𝑃(1; 2); 

4. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (3𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 3𝑢,   𝑃(2; 1); 

5. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑣 +

2,   𝑃(2; 0); 

6. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑣2,   𝑃(0; 0); 

7. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 2𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3), 𝛾: 𝑢 = 𝑣 +

1, 𝑃(1; 0); 

8. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),   𝛾: 𝑢 = 2𝑣, 𝑃(2; 1); 

9. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (2𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),   𝛾: 𝑢 = 3𝑢  , 𝑃(1; 3); 

10. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 2𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣2), 𝛾: 𝑢 = 2𝑢 +

3,   𝑃(1; 5); 

11. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 2𝑢𝑣, 𝑢2 + 𝑣3), 𝛾: 𝑢 = 𝑣 +

2, 𝑃(2; 0); 

12. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑣2,   𝑃(0; 0); 

13. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢3 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 𝑢2,   𝑃(0; 0); 

14. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 2𝑣,   𝑃(0; 0); 

15. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 2𝑢,   𝑃(0; 0); 

16. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 2𝑣, 𝑢2 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 2𝑣2,   𝑃(2; 1); 

17. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (2𝑢, 𝑣, 𝑢3 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 𝑢2,   𝑃(0; 0); 

18. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (3𝑢, 2𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 2𝑣,   𝑃(0; 0); 

19. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 2𝑣, 𝑢 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 2𝑣,   𝑃(2; 1); 
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20. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 2𝑣, 𝑢3 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 𝑢2,   𝑃(0; 0); 

21. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (3𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 3𝑢,   𝑃(2; 1); 

22. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 2𝑣, 2𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑢 +

2,   𝑃(0; 2); 

23. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢2, 𝑣2, 𝑢2 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑣,   𝑃(1; 1); 

24. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣),     𝛾: 𝑢 = 2𝑢,   𝑃(0; 0); 

25. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (2𝑢 + 𝑣, 𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 2𝑢 +

1,   𝑃(1; 3); 

26. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 3𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑢 +

2,   𝑃(1; 3); 

27. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢3 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 𝑢2,   𝑃(1; 1); 

28. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (2𝑢, 𝑣, 𝑢 + 𝑣),     𝛾: 𝑢 = 2𝑣,   𝑃(2; 1); 

29. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 𝑣, 𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑣 +

2,   𝑃(2; 0); 

30. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 3𝑣,   𝑃(0; 0); 

31. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (2𝑢, 2𝑣, 𝑢3 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 𝑢2,   𝑃(1; 1); 

32. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢 + 2𝑣, 𝑢𝑣, 𝑢3 + 𝑣3),     𝛾: 𝑢 = 𝑢 +

1,   𝑃(1; 2); 

33. 𝑟(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑢2 + 𝑣2),     𝛾: 𝑢 = 𝑣,   𝑃(1; 1) 
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