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on Potapov’s method, which reformulates moment problems in terms of matrix 

inequalities and introduces auxiliary matrices satisfying a J-inner property. 

We construct Hankel matrices from the prescribed moments and analyze 

solvability conditions via positive semidefiniteness. In the non-degenerate case, we 

derive the associated Nevanlinna (resolvent) matrix, which characterizes the solution 

set. 

The main contribution of this work is a representation of the Nevanlinna matrix 

in terms of orthogonal matrix polynomials and their associated polynomials of the 

second kind evaluated at the endpoint b. Furthermore, we establish new identities and 

provide an explicit relationship between the Nevanlinna matrices at the endpoints a and 

b. 
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Тіло кватерніонів є розширенням поля комплексних чисел ℂ. Довільний 

кватерніон 𝑞 = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 можна подати у вигляді 𝑞 = (𝑎 + 𝑖𝑏) + (𝑐 +

𝑑𝑖)𝑗 = 𝑧1 + 𝑧2 𝑗, де 𝑧1 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑧2 = 𝑐 + 𝑑𝑖, оскільки 𝑘 = 𝑖𝑗. Кватерніони виду 

𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 0𝑗 + 0𝑘, як неважко перевірити, утворюють поле, ізоморфне 

полю 𝐶 комплексних чисел, тому елементи 𝑧1, 𝑧2  
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Таким чином, кватерніони можна означити як формальні вирази виду: 𝑧1 +

𝑧2𝑗 , де 𝑧1, 𝑧2 – комплексні числа, а 𝑗 – деякий символ такий, що 𝑗2 = −1, 

додавання і множення яких здійснюється за правилами:  

(𝑧1 + 𝑧2𝑗) + (𝑤1 + 𝑤2𝑗) = (𝑧1 + 𝑤1) + (𝑧2 + 𝑤2)𝑗, 

(𝑧1 + 𝑤1𝑗) (𝑧2 + 𝑤2𝑗) = (𝑧1𝑤1 − 𝑤2𝑧2) + (𝑤2𝑧1 + 𝑧2𝑤1)𝑗. 

Побудуємо, виходячи з тіла кватерніонів, ще одну алгебру Α з діленням 

скінченого рангу над полем ℝ дійсних чисел, т.з. алгебру Келі (в честь 

англійського математика А.Келі). Розглянемо множину А всіх формальних 

виразів виду 𝑞1 + 𝑞2𝑒, де 𝑞1,𝑞2–кватерніони, е – символ, такий, що 𝑒2 = −1. 

Додавання і множення цих виразів задамо формулами: 

(𝑞1 + 𝑞2𝑒) + (𝑟1 + 𝑟2𝑒) = (𝑞1 + 𝑟1) + (𝑞2 + 𝑟2)𝑒, 

(𝑞1 + 𝑞2𝑒) (𝑟1 + 𝑟2𝑒) = (𝑞1𝑟1 − 𝑟2𝑞2) + (𝑟2𝑞1 + 𝑞2𝑟1)𝑒. 

Якщо 𝑞1 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘, 𝑞2 = 𝐴 + 𝐵𝑖 + 𝐶𝑗 + 𝐷𝑘, то  

𝑞1 + 𝑞1𝑒 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 + 𝐴𝑒 + 𝐵(𝑖𝑒) + 𝐶(𝑗𝑒) + 𝐷(𝑘𝑒).  

Кожний елемент 𝑞1 + 𝑞1𝑒 взаємно однозначно визначається своїми 

дійсними коефіцієнтами 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, тому алгебра Келі А має ранг 8 над 

полем ℝ дійсних чисел із базисом 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑒 = 𝐸, 𝑖𝑒 = 𝐼, 𝑗𝑒 = 𝐽, 𝑘𝑒 = 𝐾, a її 

елементи однозначно подаються у вигляді 

∗∗= 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 + 𝐴 𝐸 + 𝐵 𝐼 + 𝐶𝐽 + 𝐷 𝐾 

і називається октавами. Якщо у формулі множення 𝑞2 = 𝑟2 = 0, то дістанемо: 

(𝑞1 + 0𝑒) ∙ (𝑟1 + 0𝑒) − 𝑞1𝑟1 + 0𝑒. Звідси випливає, що таблиця множення 

базисних елементів 1, i, j, k в алгебрі А така сама, як і в алгебрі кватерніонів.  

Правила множення інших базисних елементів, які можна аналогічним 

чином отримати із загальної формули множення, легко запам’ятати, якщо 

виписати наступні сім трійок: 𝑖, 𝑗, 𝑘; 𝐽, 𝐽, −𝑘; 𝐽, −𝑗, 𝐾; −𝐼, 𝐽, 𝐾; 𝐼, 𝐸, 𝐽; 𝑗, 𝐸, 𝐽; 𝑘, 𝐸, 𝐾.  

Виявляється, що в кожній трійці базисни елементи перемножаються точно так 

само, як і в трійці 𝐼, 𝑗, 𝑘,  тобто якщо ,,   - одна з даних трійок, то 𝛼2 = 𝛽2 = 𝛾2 =

−1,𝛼𝛽 = −𝛽𝛼 = 𝛾, 𝛽𝛾 = −𝛾𝛽 = 𝛼, 𝛾𝛼 = −𝛼𝛾 = 𝛽. Алгебра Келі вже не є ні 

комутативною, ні асоціативною, бо (𝑖𝑗)𝐸 = 𝑘𝐸 = 𝐾, 𝑖(𝑗𝐸) = 𝑖𝐽 = −𝐾. 

Перевіркою можна переконатися, що для ∗∗ справджується лівий і правий закони 

дистрибутивності множення відносно додавання. 

Якщо 𝜉 = 𝑞1 + 𝑞2𝑒 - довільна октава, то октава  𝜉 = 𝑞1 − 𝑞2𝑒   називається 

спряженою до неї. Із правила множення октав і властивостей спряжених 

кватернонів легко отримуються наступні властивості спряжених октав:  

𝜉 + 𝜉 = 𝜉 + 𝜉, 𝜉 ∙ 𝜉 = 𝜉 ∙ 𝜉, 𝜉 ∙ 𝜉 = 𝜉 ∙ 𝜉 = 𝑞1𝑞1 + 𝑞2𝑞2 = 𝑁(𝑞1) + 𝑁(𝑞2),  

де 𝑁(𝑞1) і 𝑁(𝑞2) -  норми кватерніонів 𝑞1 і 𝑞2. Невід’ємне дійсне число 

𝑁(𝜉) = 𝜉 ∙ 𝜉 = 𝑁(𝑞1) + 𝑁(𝑞1),  називається нормою октави 𝜉 = 𝑞1 + 𝑞2𝑒.  
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Якщо октава 𝜉 відмінка від нуля, то 𝜉 (
1

𝑁(𝜉)
∙ 𝜉) = (

1

𝑁(𝜉)
∙ 𝜉) = 1 , тому 

октава 
1

𝑁(𝜉)
∙ 𝜉 є оберненим елементом, до октави 𝜉. Звідси, зокрема, випливає, що 

для довільних октав 𝜉 ≠ 0 , 𝜂 знайдуться такі октави 𝑥 і 𝑦, що 𝜉 ∙ 𝑥 = 𝜂 , 𝑦 ∙ 𝜉 = 𝜂 

, тобто алгебра Келі є алгеброю із діленням. Справді, за 𝑥, 𝑦 можна взяти октави 

𝑥 =
1

𝑁(𝜉)
𝜉𝜂, 𝑦 =

1

𝑁(𝜉)
𝜂𝜉. 

Як уже відзначалося вище, алгебра Келі неасоціативна. Але все ж для 

операції множення октав справджується властивість, яку можна вважати деяким 

послабленням закону асоціативності. Так, для довільних октав справджуються 

рівності: (𝜉𝜉)𝜂 = 𝜉(𝜉𝜂) , (𝜂𝜉)𝜉 = 𝜂(𝜉𝜉) . Справді, якщо 𝜉 = 𝑞1 + 𝑞2𝑒, 𝜂 = 𝑟1 +

𝑟2𝑒, то  

(𝜉𝜉)𝜂 = [(𝑞1
2 − 𝑞2𝑞2) + (𝑞2𝑞1 + 𝑞2𝑞1) 𝑒] (𝑟1 + 𝑟2𝑒) =, 

= [(𝑞1
2 − 𝑞2𝑞2) 𝑟1 − −𝑟2 (𝑞2𝑞1 + 𝑞2𝑞1)] + [𝑟2 (𝑞1

2 − 𝑞2𝑞2) + (𝑞2𝑞1 + 𝑞2𝑞1) 𝑟1] 𝑒 = 

= [𝑞1
2𝑟1 − 𝑟2𝑞2 (𝑞1 + +𝑞1) − 𝑁(𝑞2)𝑟1] + [𝑟2𝑞1

2 + 𝑞2 (𝑞1 + 𝑞1) 𝑟1 − 𝑟2𝑁(𝑞2)] 𝑒  

𝜉(𝜉𝜂) = (𝑞1 + 𝑞1𝑒) ∙ [(𝑞1𝑟1 − 𝑟2𝑞2) + (𝑟2𝑞1 + 𝑞2𝑟1)𝑒] = 

  = [𝑞1(𝑞1𝑟1 − 𝑟2𝑞2) − 𝑟2𝑞1 + 𝑞2𝑟1𝑞2] + [(𝑟2𝑞1 + 𝑞2𝑟1)𝑞1 + 𝑞2𝑞1𝑟1 − 𝑟2𝑞2]𝑒 = 

= [𝑞1
2𝑟1 − (𝑞1 + 𝑞1) 𝑟2𝑞2 − 𝑟1𝑁(𝑞1)] + [𝑟1𝑞1

2 + 𝑞2𝑟1 (𝑞1 + 𝑞2) − 𝑁(𝑞2)𝑟2] 𝑒. 

Оскільки 𝑞1 + 𝑞2 і 𝑁(𝑞2) - дійсні числа, тому переставні при множенні з 

довільними кварніонами, то звідси отримуємо: (𝜉𝜉)𝜂 = 𝜉(𝜉𝜂) . Рівність (𝜂𝜉)𝜉 =

𝜂(𝜉𝜉) доводиться аналогічно. Алгебра, множення в який задовольняє вказаному 

вище послабленому закону асоціативності, називається альтернативною. Отже, 

алгебра Келі є альтернативною алгеброю. Виявляється, що довільна 

альтернативна алгебра з діленням скінченого рангу над полем ℝ дійсних чисел 

ізоморфна або полю ℝ, або полю ℂ, або тілу кватерніонів К, або ж алгебрі Келі 

А. Це твердження називається узагальненою теоремою Фробеніуса. 
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