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знизу від середини верхньої сторони цього прямокутника. 

Доведемо, що розроблений алгоритм працюватиме за будь-яких значень 

𝑟𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ та 𝑟ℎ𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡. На рис. 1 показано шлях для 𝑟𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ = 𝑟ℎ𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 = 1 як базовий 

приклад успішної роботи алгоритму. За допомогою зигзагів можна змінити або 

ширину, або висоту ядра, і перейти до 𝑟𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ = 1 + 𝑧 або 𝑟ℎ𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 = 1 + 𝑧, де 𝑧 ∈

[1, ∞). За допомогою оточень від довільного прямокутника «m на n» можливо 

перейти до прямокутника «(m+2*𝑧) на (n+2*𝑧)», де 𝑧 ∈ [1, ∞). Це означає, що 

будь-який прямокутник із сторонами непарного розміру можна звести до ядра, і 

для будь-якого ядра можна побудувати гамільтонів шлях. Що і треба було 

довести. 

Висновки. Результати теоретичної роботи є наступними. Успішно 

розроблено алгоритм побудови гамільтонового шляху з центру графа ходів 

короля. Введено терміни ядра та оточення, за допомогою яких доведено дієвість 

алгоритму для всіх графів «m на n» де 𝑚 = 2 ∗ 𝑧𝑚 + 1, 𝑛 = 2 ∗ 𝑧𝑛 + 1; 𝑧𝑚, 𝑧𝑛 ≥ 1. 

Практично значимі результати є наступними. На основі розробленого 

алгоритму створено комп’ютерну програму мовою Python, яку можна 

застосовувати в різних галузях. Одним з застосувань алгоритму може бути 

пересування між прилеглими картографічними областями, що дозволяє 

вивільнити апаратні ресурси, пов’язані з обчислювально витратними запитами 

за координатами. 

В перспективі можливо розробити узагальнене та розширене рішення, за 

якого алгоритм працює на графах із сторонами парного розміру та графах із 

сторонами, розмір яких менший за 3. 
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Тілом називається довільне асоціативне кільце з одиницею, в якому для 

кожного ненульового елемента існує обернений елемент. Якщо операція 

множення є комутативною, то маємо поле, тобто комутативне тіло є полем. 

Теорема. Довільне скінчене тіло є полем. 

Доведення. Нехай К– скінченне тіло і 𝑍– його центр, тобто множина всіх 

елементів із К, які переставні при множені з усіма елементами тіла 𝐾:  

𝑍 = {𝑧| 𝑧𝑎 = 𝑎𝑧, 𝑧, 𝑎 ∈ 𝐾}.  Множина 𝑍 непорожня, бо 𝜃, 𝑒 ∈ 𝑍 і 𝑍 є полем, 

оскільки вона замкнена відносно операцій віднімання і множення: 

 ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑍, ∀𝑎 ∈ 𝐾 (𝑧1−𝑧2)𝑎 =  𝑧1𝑎 − 𝑧2𝑎 =  𝑎𝑧1 − 𝑎𝑧2 =   𝑎(𝑧1−𝑧2), 

 (𝑧1, 𝑧2)𝑎 = 𝑧1(𝑧2𝑎) = 𝑧1(𝑎𝑧2) = (𝑧1𝑎)𝑧2 = (𝑎𝑧1)𝑧2 = 𝑎(𝑧1𝑧2), 

 

Тому Z підкільце тіла К [1,с.9] і замкнена відносно взяття обернених елементів  

∀𝑧 ∈ 𝑍, ∀𝑎 ∈ 𝐾 𝑎𝑧−1 = (𝑧𝑎−1)−1 = (𝑎−1𝑧)−1 = 𝑧−1𝑎 . 

Операція множення в 𝑍 комутативна, тому 𝑍 є полем, причому скінченим, 

тобто |𝑍| = 𝑞 = 𝑝𝑚, де 𝑝– просте натуральне число. Тіло К можна розглядати як 

векторний простір над полем 𝑍, причому [𝐾: 𝑍] = 𝑛 для деякого натурального 𝑛. 

Фіксуючи в просторі К деякий базис 𝑤1, … , 𝑤𝑛, дістанемо, що тіло К складається 

з 𝑞𝑛елементів. ∀𝑎 ∈ 𝐾 позначимо через 𝑁𝑎 множину всіх тих елементів із К, які 

переставні при множенні з елементами 𝑎: 𝑁𝑎 = {𝑥|𝑥𝑎 == 𝑎𝑥, 𝑥 ∈ 𝐾}. Очевидно, 

𝑍 ∈ 𝑁𝑎 для довільного 𝑎 ∈ 𝐾. Підмножина 𝑁𝑎 сама є тілом, тобто підтілом тіла 

К. Для цього достатньо переконатися в замкненості підмножини 𝑁𝑎 відносно 

операцій віднімання, множення і взяття обернених елементів [1,с.10]. Для 

довільних елементів 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑁𝑎 будемо мати:  

(𝑏 − 𝑐)𝑎 =  𝑏𝑎 − 𝑐𝑎 =  𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 =  𝑎(𝑏 − 𝑐), 

(𝑏𝑐) 𝑎 =  𝑏(𝑐𝑎)  = 𝑏(𝑎𝑐) = (𝑏𝑎)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐). 

Якщо 𝑏 ≠ 0, то з 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏 випливає 𝑏−1(𝑏𝑎)𝑏−1 = 𝑏−1(𝑎𝑏)𝑏−1, звідки 

𝑎𝑏−1 = 𝑏−1𝑎. Отже, 𝑏 − 𝑐, 𝑏𝑐, 𝑏−1 ∈ 𝑁𝑎, тому півкільце 𝑁𝑎 є тілом. Так як 

операція множення в тілі асоціативна і, що для довільного його ненульового 

елемента існує обернений елемент, дістанемо, то множина всіх ненульових 

елементів довільного тіла є мультиплікативною групою. Розглянемо 

мультиплікативні групи 𝐾∗, 𝑁𝑎∗, 𝑍∗ порядків 𝑞𝑛 − 1, 𝑞𝑑 − 1 і 𝑞 − 1, де d–  

розмірність векторного простору 𝑁𝑎 над полем 𝑍 (тоді 𝑁𝑎 складається з 𝑞𝑑 

елементів). Очевидно, 𝑍∗ ≤ 𝑁𝑎∗ ≤ 𝐾∗, причому 𝑍∗ є центром групи 𝐾∗, а 𝑁𝑎∗– 

нормалізатор елемента 𝑎 ∈ 𝐾∗ у групі 𝐾∗. Покажемо, що 𝑛 ⋮ 𝑑. Оскільки 𝑁𝑎∗ є 

підгрупою групи 𝐾∗, то 𝑞𝑛 − 𝐼 ділиться на 𝑞𝑑 − 1. Якщо 𝑛 = 𝑑𝑘 + 𝑡, де 0 ≤ 𝑡 <
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𝑑, то 𝑞𝑛 − 1 =  𝑞𝑑𝑘𝑞𝑡 − 1 = 𝑞𝑡(𝑞𝑑𝑘 − 1) + (𝑞𝑡 − 1).  𝑞𝑑𝑘 − 1 = (𝑞𝑑)𝑘 − 1 =

(𝑞𝑑 − 1)(𝑞𝑑(𝑘−1) + + ⋯ + 𝑞𝑑 + 1), то  𝑞𝑑𝑘 − 1 і 𝑞𝑛 − 1 діляться на 𝑞𝑑 − 1, отже 

𝑞𝑡 − 1 теж ділитися на 𝑞𝑑 − 1, а це можливо лише у випадку 𝑞𝑡 − 1 = 0. Тобто 

𝑡 = 0, бо 𝑞𝑡 − 1 < 𝑞𝑑 − 1. Отже, 𝑛 = 𝑑𝑘 і 𝑛 ⋮ 𝑑. Група 𝐾∗ розпадається на класи 

спряжених елементів 𝐾(𝑎𝑖), причому клас 𝐾(𝑎і) складається лише з одного 

елемента тоді і тільки тоді коли 𝑎𝑖 ∈ 𝑍∗. Маємо многочлен поділу кола [1,с.10]:  

 𝑞𝑛 − 1 = |𝐾∗| = |𝑍∗| + |𝐾(𝑎і)| + ⋯ + |𝐾(𝑎1)| = 

= 𝑞 − 1 + [𝐾∗ ⋮ 𝑁𝑎і
∗] + ⋯ + [𝐾∗ ⋮ 𝑁𝑎1

∗] =  𝑞 − 1 +
𝑞𝑛−1

𝑞𝑑𝑖−1
+ ⋯ +

𝑞𝑛−1

𝑞𝑑1−1
, 

 

тобто 𝑞𝑛 − 1 = 𝑞 − 1 + ∑𝑟
𝑡=1

𝑞𝑛−1

𝑞𝑑𝑖−1
 , де 𝑑𝑖 , … , 𝑑𝑟 додатні дільники числа 𝑛, 

відміні від 𝑛. Круговий многочлен ф𝑛(𝑥) з цілочисловими коефіцієнтами, є 

дільником многочленів 𝑥𝑛 − 1 𝑖 
𝑥𝑛−1  

𝑥𝑑−1  
 з цілочисловими коефіцієнтами, для 

довільного додатного дільника d числа n, відмінного від n [1,с.103]. При 𝑥 = 𝑞 

ціле число  є дільником чисел 𝑞𝑛 − 1 𝑖 
𝑞𝑛−1  

𝑞𝑑−1  
  і числа 𝑞 − 1. Оцінимо  число 

ф𝑛(𝑞) = (𝑞 − 𝜀1) ∙ … ∙ (𝑞 − 𝜀𝜑(𝑛)), де 𝜀1, … , 𝜀𝜑(𝑛) первісні корені n-го степені з 1 

(можна обмежитися випадком, коли ці корені обчислюються в полі комплексних 

чисел С). Геометрично модуль числа 𝑞 − 𝜀𝑖 дорівнює відстані від точки 𝜀𝑖 до 

точки , що розміщена на дійсній осі, тому , причому   

лише у випадку, коли 𝜀𝑖 = 1, тобто коли 𝑛 = 1, бо 𝜀𝑖 – первісний корінь. Отже, 

|𝑞 − 𝜀𝑖| > 𝑞 − 1 для всіх 𝑖 = 1, … , 𝜑(𝑛) . У випадку   𝑛 = І, 𝐾 = 𝑍 , твердження 

теореми виконується. Для інших випадків маємо, |ф𝑛(𝑞)| = |𝑞 − 𝜀| ∙ … ∙ |𝑞 −

𝜀𝜑(𝑛)| > 𝑞 − 1 

і ціле число ф𝑛(𝑞) не може бути дільником числа 𝑞 − 1. Отримана суперечність 

показує, що 𝐾 = 𝑍, тобто скінчене тіло 𝐾 є полем. Теорема доведена. 
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