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Означення.[1,с.95] Симетрією геометричної фігури 𝐹 називається будь-

який рух 𝜑 площини або простору, що переводить фігуру 𝐹 в себе: 𝜑(𝐹) = 𝐹. 

Множина всіх симетрій плоскої фігури 𝐹 утворює групу відносно операції 

композиції рухів, яку називають групою симетрій фігури 𝐹. Справді, якщо 𝜑 і 𝜓–

довільні симетрії фігури 𝐹, то (𝜑 ∘ 𝜓)(𝐹) = 𝜑(𝜓(𝐹)) = 𝜑(𝐹) =  𝐹 , 

і 𝜑 ∘ 𝜓 є симетрією 𝐹.  Тотожній рух 𝜀, очевидно, є симетрією будь якої фігури. 

Далі, 𝜑−1(𝐹)  =  𝜑−1(𝜑(𝐹)) = (𝜑−1 ∘ 𝜑)(𝐹) = 𝜀(𝐹)  =  𝐹, то і є симетрією. 

Композиція двох рухів 1-го роду є рухом 1-го роду і такими ж є тотожній 

рух 𝜀 і рух, обернений до руху 1-го роду, то множина всіх симетрій фігури 𝐹, що 

є рухами 1-го роду теж утворює групу. Оскільки група разом з кожним своїм 

елементом 𝜑 містить всі елементи 𝜑𝑛(𝑛 є 𝑍), то група симетрій обмеженої 

фігурами не може містити паралельних перенесень і гвинтових рухів з 

ненульовими векторами. Із властивостей обмежених фігур випливає, що з рухів 

1-го роду симетріями обмеженої фігури можуть бути лише повороти. Тому групу 

симетрій 1-го роду обмеженої фігури 𝐹 будемо називати групою поворотів 

фігури 𝐹. Ковзна симетрія з ненульовим вектором теж не може бути симетрією 

обмеженої фігури. Отже, з рухів площини симетріями обмеженої фігури можуть 

бути лише повороти і осьові симетрії. 

Оскільки кожний правильний  многокутник є обмеженою фігурою, то всі 

рухи 1-го роду площини, що є його симетріями, можуть бути лише поворотами. 

Неважко зрозуміти, що правильний 𝑛 – кутник суміщається сам із собою лише 

mailto:mariakozacenko2005@gmail.com
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при таких поворотах площини, центр яких збігається з центром 𝑛 – кутника, 

причому кут повороту повинен бути кратний 
2𝜋

𝑛
.  

Отже, група поворотів правильного 𝑛 – кутника на площині складається з 

поворотів на кути 0,
2𝜋

𝑛
,

4𝜋

𝑛
, . . . ,

2𝜋(𝑛−1)

𝑛
 навколо центра 𝑛 – кутника, оскільки 

повороти на кути 
2𝜋𝑚

𝑛
 і 

2𝜋𝑘

𝑛
 при 𝑚 = 𝑞𝑛 + 𝑟 є одним і тим самим рухом площини, 

Ця група ізоморфна циклічній групі 𝐶𝑛 𝑛– го  порядку і породжується поворотом 

на кут 
2𝜋

𝑛
  (або 

2𝜋𝑘

𝑛
 при НСД(𝑘, 𝑛) = 1). 

Розглянемо тепер групу всіх симетрій правильного 𝑛 – кутника на 

площині. Крім уже розглянутих 𝑛 поворотів навколо центра 𝑛 – кутника на кути 

0,
2𝜋

𝑛
, . . . ,

2𝜋(𝑛−1)

𝑛
 ця група буде містити ще 𝑛 осьових симетрій відносно прямих, 

що проходять через центр 𝑛 – кутника та одну з його вершин або середину 

сторони. На площині ніяких інших симетрій правильний 𝑛 – кутник не має. 

Справді, якщо 𝜑 – довільний рух 2-го роду площини, який переводить 

правильний 𝑛–кутник у себе, 𝑠–одна з його симетрій  відносно однієї  із вказаних 

вище 𝑛–осей, то 𝜑 ∘ 𝑠 є вже рухом 1-го роду, який теж переводить  𝑛– кутник у 

себе,  тобто є одним із  𝑛 поворотів групи поворотів 𝑛 – кутника:  

𝜑 ∘ 𝑠 = 𝑟𝑘, 

де 𝑟 – поворот на кут 
2𝜋

𝑛
 навколо центра 𝑛 – кутника, 𝑘 – одне з чисел 1,2, . . . , 𝑛. 

Оскільки 𝑠2 = 𝜀, то звідси отримаємо: 𝜑 = 𝑟𝑘 ∘ 𝑠. Неважко перевірити 

безпосередньо, що елементи 𝑟 ∘ 𝑠,  𝑟2 ∘ 𝑠, . . . , 𝑟𝑛 ∘ 𝑠 = 𝑠 є осьовими симетріями 

відносно 𝑛 – осей, що проходять  через центр та одну з вершин або середину 

сторони правильного 𝑛 – кутника.  

Отже, група всіх симетрій правильного 𝑛– кутника на площині ізоморфна 

групі діедра 𝐷𝑛, оскільки вона породжується двома своїми елементами 𝑟 і 𝑠, для 

яких справджуються співвідношення: 

𝑟𝑛 = 𝜀, 𝑠2 = 𝜀, (𝑟 ∘ 𝑠)2 = 𝜀. 

Ця група при 𝑛 > 2 неабелева, оскільки   

𝑟 ∘ 𝑠 =  (𝑟 ∘ 𝑠)−1 =  𝑠−1 ∘ 𝑟−1 =  𝑠 ∘ 𝑟𝑛−1  ≠ 𝑠 ∘ 𝑟. 

Таким чином має місце наступне твердження. 

Теорема. Група поворотів правильного 𝑛–кутника на площині ізоморфна 

циклічній групі 𝐶𝑛 𝑛–го  порядку, а група всіх симетрій правильного  𝑛 –кутника 

на площині ізоморфна групі діедра 𝐷𝑛. 
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1.1 Аналітичні функціонали 

Нехай 𝐴 = 𝐴(C) — векторний простір цілих функцій з топологією 

рівномірної збіжності на компактах в  C. Неперервні лінійні функціонали в 

топологічному векторному просторі 𝐴 називаються аналітичними 

функціоналами. Простір таких аналітичних функціоналів будемо позначати за 

𝐴′. Якщо 𝑇 ∈ 𝐴′ і 𝑓 ∈ 𝐴, то дію лінійного функціонала 𝑇 на вектор 𝑓 будемо 

позначати як (𝑇, 𝑓), або (𝑇(𝑧), 𝑓(𝑧)). 

Теорема 5. Нехай 𝑇 ∈ 𝐴′. Тоді існує така стала 𝑀 > 0, що  

 |(𝑇(𝑧), 𝑧𝑛 )| ≤ 𝑀𝑛  для всіх 𝑛 = 0, 1, 2, . . ., і 

(𝑇, 𝑓) = ∮|𝑧|=𝑅
𝑓(𝑧)𝜔(𝑧)𝑑𝑧, де 𝑅 > 𝑀 , і   𝜔(𝑧) =

∑∞
𝑛=0

(𝑇(𝑧),𝑧𝑛)

𝑧𝑛+1
 

(1) 

Означення 6. Функція 𝜔(𝑧) називається перетворенням Коші-Стілтьєса 

аналітичного функціонала 𝑇. 

Відмітимо, що перетворення Коші-Стілтьєса функціонала 𝑇 є 

голоморфною функцією в  області |𝑧| > 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 √|(𝑇(𝑧), 𝑧𝑛)|𝑛
  (див. [8]). 

1.2 Похідна аналітичного функціоналу 

Нехай 𝑇 ∈ 𝐴′. Похідну функціонала 𝑇 визначимо так, як і в класичній теорії 

узагальнених функцій:  (𝑇′, 𝑓) = −(𝑇, 𝑓′),  𝑓 ∈ 𝐴. 

Згідно з теоремою Вейерштрасса, лінійний функціонал 𝑇′ є неперервним, 

тобто 𝑇′ ∈ 𝐴′. 

Теорема 6. Нехай 𝜔(𝑧) — перетворення Коші-Стілтьєса аналітичного 

функціоналу 𝑇. Тоді ряд Лорана 𝜔′(𝑧) є перетворенням Коші-Стілтьєса 

функціоналу 𝑇′. 




