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Системою комплексних чисел називається алгебра 〈𝑪; +, ∙ ;  𝟎, 𝟏, 𝒊〉, для якої 

виконуються такі властивості (аксіоми комплексних чисел): 

𝒄𝟏: ∀𝒂 ∈ 𝑪, ∀𝒃 ∈ 𝑪, ∀𝒄 ∈ 𝑪, (𝒂 + (𝒃 + 𝒄) = (𝒂 + 𝒃) + 𝒄); 

𝒄𝟐: ∀𝒂 ∈ 𝑪, ∀𝒃 ∈ 𝑪, (𝒂 + 𝒃 = 𝒃 + 𝒂); 

𝒄𝟑: ∃𝟎 ∈ 𝑪, ∀𝒂 ∈ 𝑪, (𝒂 + 𝟎 = 𝒂); 

𝒄𝟒:  ∀𝒂 ∈ 𝑪, ∃ − 𝒂 ∈ 𝑪, (𝒂 + (−𝒂) = 𝟎); 

𝒄𝟓: ∀𝒂 ∈ 𝑪, ∀𝒃 ∈ 𝑪, ∀𝒄 ∈ 𝑪, (𝒂 ∙ (𝒃 + 𝒄) = 𝒂 ∙ 𝒃 + 𝒂 ∙ 𝒄); 

𝒄𝟔: ∀𝒂 ∈ 𝑪, ∀𝒃 ∈ 𝑪, ∀𝒄 ∈ 𝑪, (𝒂 ∙ (𝒃 ∙ 𝒄) = (𝒂 ∙ 𝒃) ∙ 𝒄); 

𝒄𝟕: ∀𝒂 ∈ 𝑪, ∀𝒃 ∈ 𝑪, (𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒃 ∙ 𝒂); 

𝒄𝟖: ∃𝟏 ∈ 𝑪, ∀𝒂 ∈ 𝑪, (𝒂 ∙ 𝟏 = 𝒂); 

𝒄𝟗: ∀𝒂 ∈ 𝑪, (𝒂 ≠ 𝟎 ⇒ ∃𝒂−𝟏 ∈ 𝑪, (𝒂 ∙ 𝒂−𝟏 = 𝟏)); 

𝒄𝟏𝟎: 〈𝑹; +, ∙ ;  𝟎, 𝟏〉, – система дійсних чисел; 

𝒄𝟏𝟏:  𝑹 ⊆ 𝑪;  

𝒄𝟏𝟐: 𝒊 (𝒊𝟐 + 𝟏 = 𝟎); 

𝒄𝟏𝟑: (Аксіома мінімальності). Якщо 𝑴 ⊆ 𝑪 і для М виконуються умови:  

a) 𝑹 ⊆ 𝑴;  б) 𝒊 ∈ 𝑴;  в) ∀𝒛𝟏 ∈ 𝑴, ∀𝒛𝟐 ∈ 𝑴, (𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 ∈ 𝑴 ∧  𝒛𝟏 ∙ 𝒛𝟐 ∈ 𝑴), – 

то тоді М = С.  

Аксіоми 𝒄𝟏 − 𝒄𝟗 характеризують С як поле відносно операцій додавання і 

множення, згідно 𝒄𝟏𝟎, 𝒄𝟏𝟏 поле С є розширенням поля дійсних чисел. За аксіомою 

𝒄𝟏𝟐 у полі С рівняння 𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝟎 має корені. За аксіомою мінімальності 𝒄𝟏𝟑 поле 

С є мінімальним розширенням поля 𝑹 дійсних чисел серед всіх розширень, які 

мають перераховані вище властивості. 

Теорема. Аксіоматична теорія комплексних чисел несуперечлива.  

Доведення. Доведемо несуперечливість відносно теорії дійсних чисел. 

Розглянемо множину Р пар (𝒂, 𝒃) дійсних чисел і означимо  операції ⊕ 𝒊 ⊗: 

(𝒂, 𝒃)⨁(𝒄, 𝒅) = (𝒂 + 𝒄, 𝒃 + 𝒅), (𝒂, 𝒃)⨂(𝒄, 𝒅) = (𝒂𝒄 − 𝒃𝒅, 𝒂𝒅 + 𝒃𝒄).  

Так означені операції додавання і множення пар мають властивості 

асоціативності і комутативності, а операція множення дистрибутивна відносно 

додавання [1, с.103]. Нульовим елементом відносно додавання є (𝟎, 𝟎), 

одиничним елементом відносно множення – (𝟏, 𝟎). До будь-якої пари (𝒂, 𝒃) у 



 

 

173 

 

множині Р існує протилежний елемент (−𝒂, −𝒃). Якщо пара (𝒂, 𝒃) ненульова, то 

до неї в множині Р існує обернений елемент  (
𝒂

𝒂𝟐+𝒃𝟐
,

−𝒃

𝒂𝟐+𝒃𝟐). Отже, множина Р є 

полем, тобто в Р виконуються перші дев’ять аксіом комплексних чисел. 

Виділимо в Р підмножину 𝑹𝟎 всіх пар виду (𝒂, 𝟎) і задамо відображення  поля 𝑹 

дійсних чисел на множину 𝑹𝟎: (𝒂) = (𝒂, 𝟎). Відображення  – взаємно 

однозначне, тому поле Р містить підполе, ізоморфне полю дійсних чисел, тобто 

в Р виконуються аксіоми 𝒄𝟏𝟎 𝒊 𝒄𝟏𝟏 комплексних чисел.  

Для пари (𝟎, 𝟏) справджується рівність (𝟎, 𝟏)𝟐 + (𝟏, 𝟎) = (𝟎, 𝟎), тому в Р 

виконується аксіома 𝒄𝟏𝟐. Для перевірки виконання аксіоми мінімальності 

візьмемо в  Р довільну підмножину М, для якої виконуються  такі умови:  

a) 𝑹𝟎 ⊆ 𝑴; б) (𝟎, 𝟏)𝑴; 

в) (𝒂, 𝒃) ∈ 𝑴 ∧ (𝒄, 𝒅) ∈ 𝑴 ⇒ (𝒂, 𝒃)⨁(𝒄, 𝒅) ∈ 𝑴⋀(𝒂, 𝒃)⨂(𝒄, 𝒅) ∈ 𝑴.  

Нехай (𝒎, 𝒏) Р. Оскільки (𝒎, 𝒏) = (𝒎, 𝟎)⨁(𝒏, 𝟎)⨂(𝟎, 𝟏), то (𝒎, 𝒏) ∈ 𝑴, тобто 

М = Р. Це означає, що у полі Р виконується аксіома 𝒄𝟏𝟑 і Р є моделлю 

аксіоматичної теорії комплексних чисел. Теорема доведена. 

Можна побудувати ще одну модель аксіоматичної теорії комплексних 

чисел, взявши за основу множину Ρ всіх квадратних матриць другого порядку 

(𝒂 𝒃 − 𝒃 𝒂 ), де 𝒂, 𝒃 ∈ 𝑹. Множина Ρ є полем відносно операцій додавання і 

множення матриць[1, с.47]. Поле комплексних чисел С ізоморфне полю Ρ. 

Ізоморфізм задається відображенням : С, для якого (𝒂 + 𝒃𝒊) = (𝒂 𝒃 − 𝒃 𝒂 ).  

Відображення   взаємно однозначне і виконуються дві основні властивості 

ізоморфізму полів:  

 ((𝒂 + 𝒃𝒊) + (𝒄 + 𝒅𝒊)) = ((𝒂 + 𝒄) + (𝒃 + 𝒅)𝒊) = 
= (𝒂 + 𝒄 𝒃 + 𝒅 − (𝒃 + 𝒅) 𝒂 + 𝒄 ) =  (𝒂 𝒃 − 𝒃 𝒂 ) + (𝒄 𝒅 − 𝒅 𝒄 ) = 

= (𝒂 + 𝒃𝒊) + (𝒄 + 𝒅𝒊); 
((𝒂 + 𝒃𝒊)(𝒄 + 𝒅𝒊)) =  ((𝒂𝒄 − 𝒃𝒅) + (𝒂𝒅 + 𝒃𝒄)𝒊) == (𝒂𝒄 − 𝒃𝒅 𝒂𝒅 + 𝒃𝒄 −

(𝒂𝒅 + 𝒃𝒄) 𝒂𝒄 − 𝒃𝒅 ) == (𝒂 𝒃 − 𝒃 𝒂 )(𝒄 𝒅 − 𝒅 𝒄 ) = (𝒂 + 𝒃𝒊)(𝒄 + 𝒅𝒊). 

 

 

Таким чином, – ізоморфізм поля С на поле , тобто поле є моделлю 

аксіоматичної теорії комплексних чисел. 
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