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м

 е
та

по
м

 р
оз

ви
тк

у 
ге

ом
ет

рі
ї 

ст
ал

о 
ви

ни
кн

ен
ня

 
ко

ор
ди

на
тн

ог
о 

м
ет

од
у,

 
по

в'
яз

ан
ог

о 
на

са
м

пе
ре

д 
із

 п
ра

ця
м

и 
Ре

не
 Д

ек
ар

та
 т

а 
П

'єр
а 

Ф
ер

м
а 

у 
X

V
II

 
ст

ол
іт

ті
. 

За
вд

як
и 

ко
ор

ди
на

тн
ом

у 
пі

дх
од

у 
ге

ом
ет

ри
чн

і 
об

'є
кт

и 
та

 
їх

 
вз

ає
м

оз
в'

яз
ки

 
от

ри
м

ал
и 

ан
ал

іт
ич

ни
й 

оп
ис

. 
Ц

е 
ст

во
ри

ло
 

м
ож

ли
во

ст
і 

дл
я 

до
сл

ід
ж

ен
ня

 г
ео

м
ет

ри
чн

их
 п

ер
ет

во
ре

нь
 з

а 
до

по
м

ог
ою

 
ко

ор
ди

на
т,

 
рі

вн
ян

ь,
 

ве
кт

ор
ів

 
та

 
ін

ш
их

 
ал

ге
бр

аї
чн

их
 

за
со

бі
в.
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8)
 Д

ан
о 

∆
A

B
C

 
і 

то
чк

у 
H

  
пе

ре
ти

ну
 й

ог
о 

ви
со

т.
 

Д
ов

ес
ти

, 
щ

о 
то

чк
и 

си
м

ет
ри

чн
і 

H
 

 в
ід

но
сн

о 
ст

ор
ін

 
ць

ог
о 

тр
ик

ут
ни

ка
, л

еж
ат

ь 
на

 к
ол

і д
ан

ог
о 

тр
ик

ут
ни

ка
.  

9)
 Д

ов
ес

ти
, 

щ
о 

в 
рі

вн
об

ед
ре

но
м

у 
тр

ик
ут

ни
ку

 с
ум

а 
ві

дс
та

не
й 

ко
ж

но
ї 

то
чк

и 
ос

но
ви

 в
ід

 б
іч

ни
х 

ст
ор

ін
 є

 
ст

ал
ою

 в
ел

ич
ин

ою
. 

10
) 

В
 р

ом
бі

 A
B

C
D

 г
ос

тр
ий

 к
ут

 6
0

0
. Н

а 
ст

ор
он

ах
 A

B
 і 

B
C

 в
зя

то
 т

оч
ки

 M
 і

 N
 т

ак
, 

щ
о 

A
M

=
B

N
. 

Д
ов

ес
ти

, 
щ

о 
тр

ик
ут

ни
к 

M
N

B
 –

 р
ів

но
ст

ор
он

ні
й.

 
11

) 
Н

а 
ст

ор
он

ах
 A

D
 

i 
B

C
 

 п
ар

ал
ел

ог
ра

м
а 

A
B

C
D

 
по

бу
до

ва
ні

 
тр

ик
ут

ни
ки

 
A

E
D

 
і 

C
K

B
 

, 
пр

ич
ом

у 
∆

A
E

d
=
∆

C
K

B
. 

Т
оч

ка
 O

 
- 

то
чк

а 
пе

ре
ти

ну
 д

іа
го

на
ле

й 
па

ра
ле

ло
гр

ам
а.

 В
ер

ш
ин

а 
E

 
ле

ж
ит

ь 
по

 і
нш

у 
ст

ор
он

у 
ві

д 
пр

ям
ої

 A
D

, 
ні

ж
 т

оч
ка

 O
. 

В
ер

ш
ин

а 
K

 
ле

ж
ит

ь 
по

 
ін

ш
у 

ст
ор

он
у 

ві
д 

пр
ям

ої
  B

C
, н

іж
 т

оч
ка

 O
. 

Д
ов

ес
ти

, щ
о 

то
чк

и 
K

, 
O

, 
E

 л
еж

ат
ь 

на
 о

дн
ій

 п
ря

м
ій

. 
12

) 
Н

а 
ст

ор
он

ах
 A

D
 

i 
B

C
 

 п
ар

ал
ел

ог
ра

м
а 

A
B

C
D

 

по
бу

до
ва

ні
 

рі
вн

ос
то

ро
нн

і 
тр

ик
ут

ни
ки

 
A

E
D

 
i 

B
K

C
. 

Т
оч

ка
 O

– 
то

чк
а 

пе
ре

ти
ну

 д
іа

го
на

ле
й.

 Т
оч

ка
 O

 
і 

E
 

ле
ж

ат
ь 

по
 р

із
ні

 с
то

ро
ни

 в
ід

 п
ря

м
ої

 A
D

. 
Д

ов
ес

ти
, 

щ
о 

то
чк

а 
O

 є
 с

ер
ед

ин
ою

 в
ід

рі
зк

а 
K

E
. 

13
) 

Д
ов

ес
ти

, 
щ

о 
пр

ям
а,

 
як

а 
пр

ох
од

ит
ь 

че
ре

з 
се

ре
ди

ни
 

ос
но

в 
рі

вн
об

іч
но

ї 
тр

ап
ец

ії,
 

є 
її 

ві
сс

ю
 

си
м

ет
рі

ї. 
14

) 
Н

а 
бі

чн
их

 с
то

ро
на

х 
рі

вн
об

іч
но

ї 
тр

ап
ец

ії 
A

B
C

D
  

по
бу

до
ва

ні
 к

ва
др

ат
и 

A
B

K
L

 і
 C

D
E

F
 .

 Т
оч

ки
 C

 
і 

K
 

ле
ж

ат
ь 

по
 р

із
ні

 с
то

ро
ни

 в
ід

 п
ря

м
ої

 A
B

. 
Т

оч
ки

 A
 і

 E
 

ле
ж

ат
ь 

по
 р

із
ні

 с
то

ро
ни

 в
ід

 п
ря

м
ої

 C
D

. 
Д

ов
ес

ти
, 

щ
о:

 
а)

 
пр

ям
і 

K
F

 
і 

L
E

 
па

ра
ле

ль
ні

; 
б)

 
A

C
=

B
D

, 
K

E
=

L
F

, 

A
F

=
D

K
; 

в)
 т

оч
ка

 п
ер

ет
ин

у 
пр

ям
их

 L
A

 і
 D

E
 л

еж
ит

ь 
на
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l:
x=

0
; 

4.
 п

ря
м

ої
 1

0
x 

+
7

y=
0

 п
ри

 п
ов

ор
от

і н
ав

ко
ло

 п
оч

ат
ку

 

ко
ор

ди
на

т 
на

 к
ут

 
23π

α
=

. 

4)
 Д

ов
ед

іт
ь,

 щ
о 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 f 
є 

ру
х,

 я
кщ

о:
 

1.

  

−
=

+
+

=

y
x

y

y
x

x

f

37
32

'

,1
32

37
'

:
 

2.

  

−
+

=

+
−

=

11
0

21
21

'

,
11

0
21

21
'

:
y

x
y

y
x

x

f
 

3.


−
−

=

+
−

=

3
2

'
,3

2
'

:
y

y

x
x

f
 

 5)
 

За
пи

са
ти

 
ф

ор
м

ул
и 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 
α M

a
R

T
f

�
:

, 
і 

зн
ай

ти
 й

ог
о 

ін
ва

рі
ан

тн
і т

оч
ки

 , 
як

щ
о:

 

1.
 

)1,2(
=

a�
, 

3π
α

=
, 

M
(1

, 
1

;)
 

2.
 

)
10,7(

=
a�

, 
6π

α
=

, 
M

(-
2

, 
1

);
 

3.
 

)3
,1(
−

=
a�

, 
4π

α
=

, 
M

(3
, 

-6
).

 

 6)
 Д

ов
ес

ти
, 

щ
о 

тр
ап

ец
ія

, 
в 

як
ої

 д
іа

го
на

лі
 р

ів
ні

 є
 

рі
вн

об
іч

но
ю

. 
7)

 Д
ов

ес
ти

, щ
о 

як
щ

о 
в 

тр
ик

ут
ни

ку
 д

ві
 м

ед
іа

ни
 р

ів
ні

, 
то

 в
ін

 р
ів

но
бе

др
ен

ий
. 

 
5

У
 

по
да

ль
ш

ом
у 

те
ор

ія
 

ге
ом

ет
ри

чн
их

 
пе

ре
тв

ор
ен

ь 
ст

ал
а 

ва
ж

ли
во

ю
 

ск
ла

до
во

ю
 

су
ча

сн
ої

 
ге

ом
ет

рі
ї. 

О
со

бл
ив

ог
о 

зн
ач

ен
ня

 н
аб

ул
о 

ви
вч

ен
ня

 в
ла

ст
ив

ос
те

й,
 

як
і 

за
ли

ш
аю

ть
ся

 
не

зм
ін

ни
м

и 
пі

д 
ча

с 
пе

вн
их

 
пе

ре
тв

ор
ен

ь.
 З

ок
ре

м
а,

 д
ля

 п
ер

ем
іщ

ен
ь 

пл
ощ

ин
и 

та
ки

м
и 

вл
ас

ти
во

ст
ям

и 
є 

зб
ер

еж
ен

ня
 

ві
дс

та
не

й,
 

до
вж

ин
 

ві
др

із
кі

в 
і 

ве
ли

чи
н 

ку
ті

в.
 

Д
ос

лі
дж

ен
ня

 
пе

ре
тв

ор
ен

ь 
сп

ри
ял

о 
вс

та
но

вл
ен

ню
 т

іс
но

го
 з

в'
яз

ку
 м

іж
 г

ео
м

ет
рі

єю
 

та
 а

лг
еб

ро
ю

. 
У

 
ць

ом
у 

по
сі

бн
ик

у 
ро

зг
ля

да
ю

ть
ся

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

пл
ощ

ин
и,

 з
ок

ре
м

а 
та

кі
 п

ер
ет

во
ре

нн
я,

 я
кі

 з
бе

рі
га

ю
ть

 
ро

зм
ір

и 
і 

ф
ор

м
у 

ге
ом

ет
ри

чн
их

 ф
іг

ур
, 

—
 п

ер
ем

іщ
ен

ня
, 

аб
о 

ру
хи

. 
Ра

зо
м

 
із

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
м

 
пл

ощ
ин

и 
зд

ій
сн

ю
єт

ьс
я 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 в
сі

х 
ф

іг
ур

, щ
о 

ле
ж

ат
ь 

у 
ні

й.
 

П
ри

 
ць

ом
у 

бу
де

м
о 

пр
ип

ус
ка

ти
, 

щ
о 

пл
ощ

ин
а 

пе
ре

тв
ор

ю
єт

ьс
я 

са
м

а 
в 

се
бе

. 
О

тж
е,

 к
ож

на
 ф

іг
ур

а,
 я

ка
 

зн
ах

од
ит

ьс
я 

в 
да

ні
й 

пл
ощ

ин
і, 

у 
ре

зу
ль

та
ті

 п
ер

ем
іщ

ен
ня

 
пе

ре
хо

ди
ть

 у
 ф

іг
ур

у,
 щ

о 
та

ко
ж

 н
ал

еж
ит

ь 
ці

й 
пл

ощ
ин

і. 
П

ер
ем

іщ
ен

ня
 п

ло
щ

ин
и 

є 
од

ни
м

 і
з 

ва
ж

ли
ви

х 
по

ня
ть

 
ге

ом
ет

рі
ї, 

ос
кі

ль
ки

 
во

но
 

да
є 

зм
ог

у 
ро

зг
ля

да
ти

 
ге

ом
ет

ри
чн

і 
ф

іг
ур

и 
з 

то
чк

и 
зо

ру
 ї

х 
ру

ху
 т

а 
вз

ає
м

но
го

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

пр
и 

зб
ер

еж
ен

ні
 

ос
но

вн
их

 
м

ет
ри

чн
их

 
ха

ра
кт

ер
ис

ти
к.

 
Д

о 
ос

но
вн

их
 

ви
ді

в 
пе

ре
м

іщ
ен

ь,
 

як
і 

ро
зг

ля
да

ю
ть

ся
 

в 
по

сі
бн

ик
у,

 
на

ле
ж

ат
ь 

па
ра

ле
ль

не
 

пе
ре

не
се

нн
я,

 
по

во
ро

т,
 

ос
ьо

ва
 

си
м

ет
рі

я,
 

це
нт

ра
ль

на
 

си
м

ет
рі

я 
та

 к
ов

зн
а 

си
м

ет
рі

я.
 

О
со

бл
ив

е 
зн

ач
ен

ня
 п

ід
 ч

ас
 в

ив
че

нн
я 

пе
ре

м
іщ

ен
ь 

м
ає
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по
єд

на
нн

я 
ге

ом
ет

ри
чн

ог
о 

та
 

ан
ал

іт
ич

но
го

 
пі

дх
од

ів
. 

Ге
ом

ет
ри

чн
о 

пе
ре

м
іщ

ен
ня

 м
ож

на
 р

оз
гл

яд
ат

и 
як

 р
ух

 
ф

іг
ур

и 
на

 
пл

ощ
ин

і, 
а 

ан
ал

іт
ич

но
 

—
 

оп
ис

ув
ат

и 
за

 
до

по
м

ог
ою

 
ко

ор
ди

на
т,

 
ве

кт
ор

ів
, 

рі
вн

ян
ь 

і 
м

ат
ри

ць
. 

Т
ак

ий
 п

ід
хі

д 
сп

ри
яє

 ф
ор

м
ув

ан
ню

 в
м

ін
ня

 п
ер

ех
од

ит
и 

ві
д 

ге
ом

ет
ри

чн
ог

о 
об

ра
зу

 д
о 

йо
го

 м
ат

ем
ат

ич
но

ї 
м

од
ел

і 
та

 в
ик

ор
ис

то
ву

ва
ти

 р
із

ні
 с

по
со

би
 д

ос
лі

дж
ен

ня
 о

дн
ог

о 
й 

то
го

 с
ам

ог
о 

об
'є

кт
а.

 
Т

ео
рі

я 
пе

ре
м

іщ
ен

ь 
м

ає
 

не
 

ли
ш

е 
те

ор
ет

ич
не

, 
а 

й 
пр

ак
ти

чн
е 

зн
ач

ен
ня

. 
Ге

ом
ет

ри
чн

і 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

ви
ко

ри
ст

ов
ую

ть
ся

 
пі

д 
ча

с 
м

ат
ем

ат
ич

но
го

 
м

од
ел

ю
ва

нн
я,

 
у 

ко
м

п'
ю

те
рн

ій
 

гр
аф

іц
і, 

ав
то

м
ат

из
ов

ан
ом

у 
пр

оє
кт

ув
ан

ні
, 

ро
бо

то
те

хн
іц

і, 
ка

рт
ог

ра
ф

ії,
 о

бр
об

ле
нн

і 
зо

бр
аж

ен
ь 

та
 і

нш
их

 г
ал

уз
ях

, 
у 

як
их

 
ви

ни
ка

є 
по

тр
еб

а 
зм

ін
ю

ва
ти

 
по

ло
ж

ен
ня

 
аб

о 
ор

іє
нт

ац
ію

 
об

'є
кт

ів
 

і 
во

дн
оч

ас
 

до
сл

ід
ж

ув
ат

и 
вл

ас
ти

во
ст

і, 
щ

о 
пр

и 
ць

ом
у 

зб
ер

іг
аю

ть
ся

. 
Д

ля
 м

ай
бу

тн
ьо

го
 в

чи
те

ля
 м

ат
ем

ат
ик

и 
зн

ан
ня

 т
ео

рі
ї 

ге
ом

ет
ри

чн
их

 
пе

ре
тв

ор
ен

ь 
є 

ва
ж

ли
ви

м
 

ск
ла

дн
ик

ом
 

пр
оф

ес
ій

но
ї 

м
ат

ем
ат

ич
но

ї 
пі

дг
от

ов
ки

. 
У

чи
те

ль
 

по
ви

не
н 

не
 

ли
ш

е 
зн

ат
и 

оз
на

че
нн

я 
та

 
вл

ас
ти

во
ст

і 
пе

ре
м

іщ
ен

ь,
 а

 й
 у

м
іт

и 
по

яс
ню

ва
ти

 ї
х 

ге
ом

ет
ри

чн
ий

 
зм

іс
т,

 в
ст

ан
ов

лю
ва

ти
 з

в'
яз

ки
 м

іж
 р

із
ни

м
и 

сп
ос

об
ам

и 
по

да
нн

я,
 д

об
ир

ат
и 

до
ці

ль
ні

 м
ет

од
и 

ро
зв

'я
зу

ва
нн

я 
за

да
ч 

та
 

де
м

он
ст

ру
ва

ти
 

уч
ня

м
 

пр
ак

ти
чн

е 
зн

ач
ен

ня
 

м
ат

ем
ат

ич
ни

х 
по

ня
ть

. 
В

ив
че

нн
я 

пе
ре

м
іщ

ен
ь 

сп
ри

яє
 р

оз
ви

тк
у 

пр
ос

то
ро

во
го
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та
ки

х 
сп

ів
ві

дн
ош

ен
ь 

м
іж

 д
ан

им
и 

ві
др

із
ка

м
и:

 
A

D
-B

C
<

2
M

N
<

A
D

+
B

C
, 

A
B

-C
D

<
C

1
 D

1
<

A
B

+
C

D
. 

 
§2

. З
ад

ач
і 

дл
я

 с
ам

ос
ті

й
н

ог
о 

р
оз

в
’я

зу
в

ан
н

я
. 

1)
 З

ап
ис

ат
и 

ф
ор

м
ул

и 
ан

ал
іт

ич
но

го
 з

ав
да

нн
я 

1.
 п

ар
ал

ел
ьн

ог
о 

пе
ре

не
се

нн
я 

a
T
�
, д

е 
a�

(-
2;

1)
; 

2.
 о

сь
ов

ої
 с

им
ет

рі
ї 

l
S

, д
е 

;0
2

:
=

+
y

x
l

 

3.
 п

ов
ор

от
у 

α M
R

, д
е 

(
),0,1

M
 

6π
α
=

; 

4.
 к

ов
зн

ої
 с

им
ет

рі
ї 

l
a

S
T
�
�

, д
е 

(
)1

,1
−

a�
 

0
:

=
+

y
x

l
. 

 2)
 З

на
йт

и 
об

ра
з 

1.
 т

оч
ки

 М
(2

,3
) п

ри
 п

ов
ор

от
і 

α M
R

, д
е 

4π
α
=

; 

2.
 т

оч
ки

 А
(-

2,
1)

 п
ри

 п
ар

ал
ел

ьн
ом

у 
пе

ре
не

се
нн

і 
α� T

, 
де

 
(

)0,4
a�

; 
3.

 п
ря

м
ої

 x
+

2
y-

7
=

0
 п

ри
 п

ар
ал

ел
ьн

ом
у 

пе
ре

не
се

нн
і 

на
 в

ек
то

р 
(

)1
,3
−

−
b�

; 
4.

 п
ря

м
ої

 2
x+

3
y=

0
 п

ри
 о

сь
ов

ій
 с

им
ет

рі
ї 

l
S

, д
е 
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E
 

(д
ив

. р
ис

. 2
0)

. 
В

ик
он

ає
м

о 
па

ра
ле

ль
не

 п
ер

ен
е-

се
нн

я 
ст

ор
ін

 В
А

 і 
C

D
: 

 
(

)
B

M
M

P
T

B
A

=
, 

(
)

C
M

M
Q

T
C

D
=

, 

то
ді

 
ст

ор
он

а 
В

А
 

рі
вн

а 
і 

па
ра

ле
ль

на
 

М
Р

, 
ст

ор
он

а 
C

D
 

рі
вн

а 
і 

па
ра

ле
ль

на
 

M
Q

, 
ал

е,
 

за
 

ум
ов

ою
 

 
B

A
=

C
D

,  
тр

ик
ут

ни
к 

M
P

Q
 

– 
рі

вн
об

ед
ре

ни
й 

(M
P

=
M

Q
) 

і 
то

м
у 

4
3

∠
=

∠
, 

M
S

—
се

ре
дн

я 
лі

ні
я 

тр
ик

ут
ни

ка
 

A
C

D
, 

от
ж

е,
 

то
чк

а 
S

 
–

се
ре

ди
на

 с
то

ро
ни

 A
D

, 
зв

ід
си

 N
S

 
–

 
се

ре
дн

я 
лі

ні
я 

тр
ик

ут
ни

ка
 

A
B

D
. 

Тр
ик

ут
ни

ки
 

M
S

N
 

i 
S

T
Q

 
рі

вн
об

ед
ре

ні
 

і 
то

м
у 

4
6

5
∠

=
∠

=
∠

. 
Ч

от
ир

ик
ут

ни
ки

 
A

B
N

T
, 

M
C

D
Q

 
i 

P
M

N
T

 
–

 
па

ра
ле

ло
гр

ам
и,

 
зв

ід
си

 
4

5
2

∠
=

∠
=

∠
, 

1
6

∠
=

∠
 

(я
к 

рі
зн

ос
то

ро
нн

і 
пр

и 
па

ра
ле

ль
ни

х 
пр

ям
их

). 
О

тж
е,

 
2

1
∠

=
∠

, 
щ

о 
й 

тр
еб

а 
до

ве
ст

и.
 

За
да

ч
а 

29
. 

Н
ех

а
й

 
M

, 
N

 –
 с

ер
ед

и
н
а

 
п

р
о

т
и
ле

ж
н
и
х 

Ри
с.

 2
0 

 
9

В
ід

об
ра

ж
ен

ня
 к

ол
а 

на
 д

іа
м

ет
р 

не
 є

 б
іє

кт
ив

ни
м

: в
 о

дн
у 

і т
у 

ж
 в

ну
тр

іш
ню

 т
оч

ку
 д

іа
м

ет
ра

 п
ро

ек
ту

єт
ьс

я 
дв

і р
із

ні
 

то
чк

и 
ко

ла
. 

А
ле

 я
кщ

о 
пр

ое
кт

ув
ат

и 
на

 д
іа

м
ет

р 
не

 в
се

 
ко

ло
, а

 т
іл

ьк
и 

пі
вк

ол
о,

 к
ін

ці
 я

ко
го

 с
пі

вп
ад

аю
ть

 з
 к

ін
ця

м
и 

да
но

го
 д

іа
м

ет
ра

, т
о 

ві
до

бр
аж

ен
ня

 с
та

не
 б

іє
кт

ив
ни

м
. 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
Бу

дь
-я

ке
 

вз
ає

м
но

-о
дн

оз
на

чн
е 

ві
до

б-
ра

ж
ен

ня
 

f 
м

но
ж

ин
и 

А
 

на
 

се
бе

 
на

зи
ва

єт
ьс

я 
 

п
ер

ет
во

р
ен

н
я
м

 ц
іє

ї м
но

ж
ин

и.
  

О
зн

ач
ен

н
я

. 
П

ер
ет

во
ре

нн
я 

1−
f

, 
о

б
ер

н
ен

е 
до

 
да

но
го

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 f,

 з
ад

ає
ть

ся
 у

м
ов

ою
: 

як
щ

о 
M

M
f

′
→

:
, т

о 
 

M
M

f
→′

−
:

1
. 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
В

за
єм

но
-о

дн
оз

на
чн

е 
(б

іє
кт

ив
не

) 
ві

до
бр

аж
ен

ня
 

пл
ощ

ин
и 

на
 

се
бе

 
на

зи
ва

єт
ьс

я 
п

ер
ет

во
р

ен
н

я
м

 п
ло

щ
и

н
и

. 
 

§2
. Г

р
уп

а 
п

ер
ет

в
ор

ен
ь 

п
л

ощ
и

н
и

 

Н
ех

ай
 

1f
 і

 
2f
 -

 д
ва

 п
ер

ет
во

ре
нн

я 
пл

ощ
ин

и,
 п

ри
чо

м
у 

1f
(М

) 
=

 
М

',
 
f 2

(М
')

 
=

 
М

".
 

Т
од

і 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

1f
 і

 
2f
 

по
ро

дж
ую

ть
 н

ов
е 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 f,
 т

ак
е,

 щ
о 

f(
М

) 
= 

М
".

  

О
зн

ач
ен

н
я.

  
 Я

кщ
о 

  
пе

ре
тв

ор
ен

ня
  

  
1f
  

 в
из

на
че

но
   

та
к,

  
  

щ
о 

  
 

M
M

f
′


→


1

,  
  

а 
  

пе
ре

тв
ор

ен
ня

  
 f

2
 т

ак
, 

щ
о 

M
M

f
′′


→

′
2

, 
то

 п
ер

ет
во

ре
нн

я 
f 

 т
ак

е,
 щ

о 
M

M
f

′′

→


 

на
зи

ва
ю

ть
 

к
о

м
п

о
зи

ц
іє

ю
 

п
ер

е
т

во
р

е
н

ь
 

1f
 

і 
2f
. 

П
ри

 
ць

ом
у 

пи
ш

ут
ь:

 
1

2
f

f
f

�
=

. 
Л

ег
ко

 
вп

ев
ни

ти
сь

, 
щ

о 
ко

м
по

зи
ці

я 
пе

ре
тв

ор
ен

ь 
   

пл
ощ

ин
и 

   
м

ає
 в

ла
ст

ив
іс

ть
  а

со
ці

ат
ив

но
ст

і: 
 д

ля
  б

уд
ь-

як
их

 т
рь

ох
  

пе
ре

тв
ор

ен
ь 

 в
ик

он
ує

ть
ся

 с
пі

вв
ід

но
ш

ен
ня

:  

1
2

3
1

2
3

)
(

)
(

f
f

f
f

f
f

�
�

�
�

=
. 
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Д
ій

сн
о,

 я
кщ

о 
M

M
f

′
=)

(
1

,
M

M
f

′′
=

′ )
(

2
, 

M
M

f
′′′

=
′′ )

(
3

, 

то
(

)
(

)
(

)
3

2
1

3
2

1
3

2
3

(
)(

)
(

(
(

))
f

f
f

M
f

f
f

M
f

f
M

f
M

M
′

′′
′′′

=
=

=
=

�
�

. 

З 
ін

ш
ог

о 
бо

ку
 

3
2

1
3

2
1

3
2

(
)

(
(

))
(

)
f

f
f

f
f

f
M

f
f

M
′

=
=

=
�
�

�
�

 
3

2
3

(
(

))
(

)
.

f
f

M
f

M
M

′
′′

′′′
=

=
=

  
В

ве
де

м
о 

по
ня

тт
я 

гр
уп

и 
ге

ом
ет

ри
чн

их
 п

ер
ет

во
ре

нь
. 

 О
зн

ач
ен

н
я.

 
Н

еп
ор

ож
ня

 
м

но
ж

ин
а 

G
 

на
зи

ва
єт

ьс
я 

гр
уп

о
ю

, 
як

щ
о:

  
1)

 н
а 

ні
й 

ви
зн

ач
ен

а 
бі

на
рн

а 
оп

ер
ац

ія
 �

 ; 
2)

 
О

пе
ра

ці
я 
�
 а

со
ці

ат
ив

на
, 

то
бт

о 
)

(
c

b
a

�
�

= 
(

)
c

b
a

�
�

 
дл

я 
G

c
b

a
∈

∀
,

,
; 

3)
 
в 

м
но

ж
ин

і 
G

 
іс

ну
є 

ел
ем

ен
т 

е
, 

не
йт

ра
ль

ни
й 

ві
дн

ос
но

 о
пе

ра
ці

ї �
 , 

то
бт

о 
та

ки
й,

 щ
о 

а
�
е

 =
 е
�
а

 =
 а

  д
ля

  
G

a
∈

∀
; 

4)
 д

ля
G

a
∈

∀
 

іс
ну

є 
та

ки
й 

 
ел

ем
ен

т 
G

a
∈

−1
 

(н
аз

ив
ає

ть
ся

 
об

ер
не

ни
м

 
до

 
ел

ем
ен

та
 

a
), 

щ
о 

e
a

a
a

a
=

=
−

−
�

�
1

1
. 

М
но

ж
ин

а 
K

 в
сі

х 
пе

ре
тв

ор
ен

ь 
пл

ощ
ин

и 
є 

гр
уп

ою
 

ві
дн

ос
но

 к
ом

по
зи

ці
ї п

ер
ет

во
ре

нь
. Д

ій
сн

о:
 

 к
ом

по
зи

ці
я 

дв
ох

 
пе

ре
тв

ор
ен

ь 
пл

ощ
ин

и 
є 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 п
ло

щ
ин

и;
 

ко
м

по
зи

ці
я 

пе
ре

тв
ор

ен
ь 

ас
оц

іа
ти

вн
а;

 
то

то
ж

не
 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 
E

 
є 

на
 

м
но

ж
ин

і 
К

 
не

йт
ра

ль
ни

м
 е

ле
м

ен
то

м
; 

дл
я 

ко
ж

но
го

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

f 
пл

ощ
ин

и 
іс

ну
є 

об
ер

не
не

 п
ер

ет
во

ре
нн

я 
1−

f
. 

Н
ех

ай
 М

 –
 п

ід
м

но
ж

ин
а 

м
но

ж
ин

и 
К

. 
В

из
на

чи
м

о,
 п

ри
 

як
их

 у
м

ов
ах

 м
но

ж
ин

а 
M

 є
 г

ру
по

ю
 -

 п
ід

гр
уп

ою
 г

ру
пи

 
К

 –
 

ві
дн

ос
но

 
ко

м
по

зи
ці

ї 
пе

ре
тв

ор
ен

ь.
 

Д
ля

 
ць

ог
о 

не
об

хі
дн

о,
 п

ер
ш

 з
а 

вс
е,

 щ
об

 н
а 

М
 

бу
ла

 в
из

на
че

на
 

 
51

ш
ук

ан
ог

о 
тр

ик
ут

ни
ка

. Д
ал

і б
уд

ує
м

о 
B

=Z
M

(M
`)

 –
 т

ре
тю

 
ве

рш
ин

у 
ш

ук
ан

ог
о 

тр
ик

ут
ни

ка
. 

Зн
ай

де
ні

 
ве

рш
ин

и 
A

,B
,C

 
ви

зн
ач

аю
ть

 
ш

ук
ан

ий
 

тр
ик

ут
ни

к.
 

За
да

ча
 

м
ає

 
єд

ин
ий

 р
оз

в’
яз

ок
, я

кщ
о 

|m
b

 -
 m

c|
 m

a
 <

 m
c 
+

 m
b
. 

 
М

ет
од

 п
ар

ал
ел

ьн
ог

о 
п

ер
ен

ес
ен

н
я 

 За
да

ч
а 

27
. 

Я
к
щ

о
 

п
ло

щ
у 

д
ея

к
о
го

 
т

р
и

к
ут

н
и

к
а

 
A

B
C

 

п
о
зн

а
ч
и

т
и

 ч
ер

ез
 S

, 
т

о
 п

ло
щ

а
 т

р
и
к
ут

н
и

к
а

, 
ст

о
р

о
н
а
м

и
 

я
к
о

го
 

є 
м

ед
іа

н
и

 
д
а
н
о

го
 

 
т

р
и
к
ут

н
и
к
а
 

ст
а

н
о
ви

т
ь 

43
S

. 
 Д

о
ве

ст
и

 ц
е.

 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
Н

ех
ай

 
 

A
A

1
 

,B
B

1
,C

C
1

 –
 

м
ед

іа
ни

 
A

B
C

∆
 

(р
ис

.1
9)

. 
П

об
уд

ує
м

о 

B
`=

T
1

A
B

(A
B

). 
О

че
ви

дн
о,

 C
1B

`=
T

1
A

C
(A

A
1)

 

і 
ст

ор
он

ам
и 

C
B

`
C

1
∆

 
бу

ду
ть

 
м

ед
іа

ни
 

A
B

C
∆

. 
`

1B
C

A
S
∆

=
41

S
, 

бо
 

C
B

A
S

`
1

∆
 =

  
C

B
A

S
1

1
∆

 =
 

=
)

21
(

41
21

41
21

21
21

21
1

1
c

A
B

C
c

c
h

C
K

S
ch

h
c

C
K

B
A

=
=

⋅
=

⋅
⋅

=
⋅

⋅
∆

, 
де

 К
 –

 

ос
но

ва
 в

ис
от

и 
з 

ве
рш

ин
и 

C
 н

а 
ст

ор
он

у 
B

`B
1
. 

Н
ев

аж
ко

 
пе

ре
ко

на
ти

сь
, 

щ
о 

то
чк

а 
A

1
 

є 
пе

ре
ти

н 
м

ед
іа

н 
B

`M
, 

C
1
N

,C
P

 т
ри

ку
тн

ик
а 

C
C

1
B

`. 
О

ск
іл

ьк
и 

у 
 т

ри
ку

тн
ик

ів
 

C
1
B

`M
 i 

C
B

`M
 р

ів
ні

 о
сн

ов
и 

C
1
M

 і
 C

M
 i 

сп
іл

ьн
а 

ви
со

та
, 

то
 

M
B

C
S

`
1

∆
=

M
C

B
S

`
∆

. 
Т

ак
 

са
м

о
M

A
C

S
1

1
∆

=
M

C
A

S
1

∆
. 

В
ід

ня
вш

и 
по

чл
ен

но
 о

ст
ан

нi
 р

ів
но

ст
і, 

ді
ст

ан
ем

о 
 

M
B

C
S

`
1

∆
–

M
A

C
S

1
1

∆
=

M
C

B
S

`
∆

–
M

C
A

S
1

∆
аб

о 
1

1
`A

B
C

S
∆

=
1

`A
C

B
S
∆

.  
А

на
ло

гі
чн

о 
пе

ре
ко

ну
єм

ос
ь,

 
щ

о 
1

`A
C

B
S
∆

=
1

1C
C

A
S
∆

. 
О

тж
е,

 

Ри
с.

 1
9 
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Д
ос

лі
дж

ен
ня

 
по

ка
зу

є,
 

щ
о 

за
да

ча
 

м
ає

 
ст

іл
ьк

и 
ро

зв
’я

зк
ів

, 
ск

іл
ьк

и 
сп

іл
ьн

их
 т

оч
ок

 м
аю

ть
 п

ря
м

а 
A

B
 і

 
ко

ло
 (O

1
,r

), 
то

бт
о 

дв
а,

 о
ди

н,
 а

бо
 н

е 
м

ає
 ж

од
но

го
. 

Ц
ен

тр
ал

ьн
у 

си
м

ет
рі

ю
 

ви
ко

ри
ст

ов
ую

ть
 

та
ко

ж
 

дл
я 

по
бу

до
ви

 п
ар

ал
ел

ог
ра

м
ів

 а
бо

 і
нш

их
 ф

іг
ур

, 
щ

о 
м

аю
ть

 
це

нт
р 

си
м

ет
рі

ї і
 д

о 
по

бу
до

ви
 ф

іг
ур

 н
а 

ос
но

ві
 з

ро
бл

ен
ий

 
пр

ип
ущ

ен
ь.

 
 За

да
ч

а 
26

. 
П

о
б
уд

ув
а

т
и

 т
р
и

к
ут

н
и

к
 з

а
 т

р
ьо

м
а

 й
о

го
 

м
ед

іа
н
а

м
и

 m
a

 , 
m

b
 , 

m
c 
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
Н

ех
ай

 
A

B
C

 
- 

ш
ук

ан
ий

 
тр

ик
ут

ни
к 

з 
м

ед
іа

на
м

и 
A

A
1
=m

a
, 

B
B

1
=

m
b
, 

C
C

1
=m

c, 
M

 - 
то

чк
а 

їх
 

пе
ре

ти
ну

 
(р

ис
. 

18
). 

П
об

уд
ує

м
о 

то
чк

у 
M

`=
Z

1
B

(M
) 

і 
ро

зг
ля

не
м

о 
чо

ти
ри

ку
тн

ик
 A

M
C

M
`. 

У
 н

ьо
го

 M
B

1
=

B
1
M

` і
 A

B
1
=

B
1
C

,  
а 

то
м

у 
ві

н 
па

ра
ле

ло
гр

ам
. В

ра
ху

ва
вш

и,
 щ

о 
м

ед
іа

ни
 т

ри
ку

тн
ик

а 
ді

ля
ть

ся
 т

оч
ко

ю
 їх

 
пе

ре
ти

ну
 у

 в
ід

но
ш

ен
ні

 2
:1

, 
ра

ху
ю

чи
 

ві
д 

ве
рш

ин
и,

 м
ає

м
о:

 M
M

` 
= 

32
 

m
b

 
, 

M
C

=
A

M
` 

= 
32

 m
c, 

C
M

` 
=

 A
M

 =
 32

 m
a
. 

Ц
е 

оз
на

ча
є,

 щ
о 

по
бу

до
ва

 ш
ук

ан
ог

о 
тр

ик
ут

ни
ка

 з
во

ди
ть

ся
 д

о 
по

бу
до

ви
 

до
по

м
іж

но
ї 

ф
іг

ур
и:

 о
дн

ог
о 

з 
тр

ик
ут

ни
кі

в 
C

M
M

` 
аб

о 
A

M
M

`. 
Бу

ду
єм

о,
 н

ап
ри

кл
ад

 
`

C
M

M
∆

 (
C

- 
пе

рш
а 

ве
рш

ин
а 

ш
ук

ан
ог

о 
тр

ик
ут

ни
ка

) 
за

 т
рь

ом
а 

да
ни

м
и 

ст
ор

он
ам

и 
32

 

m
a

 
,  

32
 m

b
 
, 

32
 m

c. 
Н

ех
ай

 т
оч

ка
 B

1
– 

се
ре

ди
на

 с
то

ро
ни

 

M
M

`, 
то

ді
 

бу
ду

єм
о 

B
= 

Z
1

B
(C

) 
– 

др
уг

у 
ве
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у 
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11

ко
м

по
зи

ці
я 

пе
ре

тв
ор

ен
ь,

 т
об

то
, щ

об
 к

ом
по

зи
ці

я 
бу

дь
-

як
их

 
дв

ох
 

пе
ре

тв
ор

ен
ь 

із
 

М
 

та
ко

ж
 

на
ле

ж
ал

а 
М

. 
О

ск
іл

ьк
и 

ас
оц

іа
ти

вн
а 

вл
ас

ти
ві

ст
ь 

ко
м

по
зи

ці
ї 

сп
ра

ве
дл

ив
а 

дл
я 

бу
дь

-я
ки

х 
пе

ре
тв

ор
ен

ь,
 т

о 
м

но
ж

ин
а 

М
 

бу
де

 
гр

уп
ою

, 
як

щ
о 

на
 

М
 

бу
ду

ть
 

ви
ко

ну
ва

ти
сь

 
ум

ов
и 

3)
 і

 4
), 

сф
ор

м
ул

ьо
ва

ні
 в

 о
зн

ач
ен

ні
 г

ру
пи

. 
П

ри
 

ць
ом

у 
ви

ко
на

нн
я 

на
  

м
но

ж
ин

і 
М

 у
м

ов
и 

4)
 (

де
 Е

 
- 

то
то

ж
не

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
) 

оз
на

ча
є,

 
щ

о 
Е
∈

М
 

і, 
щ

о 
ви

ко
ну

єт
ьс

я 
ум

ов
а 

3)
. 

Д
ій

сн
о,

 
не

ха
й 

де
як

е 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 f

 н
ал

еж
ит

ь 
М

. 
За

 у
м

ов
ою

 4
) 

1−
f

 т
ак

ож
 

на
ле

ж
ит

ь 
М

. 
В

ра
хо

ву
ю

чи
 

ум
ов

у 
1)

 
м

ає
м

о,
 

щ
о 

і 
ко

м
по

зи
ці

я 
M

f
f

∈
−1

�
. 

А
ле

 
1−

f
f
�

 ,
 з

а 
оз

на
че

нн
ям

 
об

ер
не

но
го

 
ел

ем
ен

та
, 

є 
то

то
ж

не
 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 
Е

. 

Т
ак

им
 ч

ин
ом

, Е
 ∈

 М
 ,
 т

об
то

 в
ик

он
ує

ть
ся

 у
м

ов
а 

2)
. 

О
тж

е,
 м

и 
до

ве
ли

 н
ас

ту
пн

у 
те

ор
ем

у.
 

 
Те

ор
ем

а.
 Я

к
щ

о
 д

ея
к
а
 м

н
о
ж

и
н
а
 п

ер
ет

во
р
ен

ь 
п
ло

щ
и
н
и
 

м
іс

т
и
т

ь 
к
о
м

п
о
зи

ц
ію

 
б

у
д

ь
-я

к
и

х
 
д

в
о

х
 
її

 
е
л
е
м

е
н

т
ів

 
і 

д
л
я
 
к
о

ж
н

о
го

 
її

 
е
л
е
м

е
н

т
а

 
м

іс
т

и
т

ь
 
п

е
р

е
т

в
о

р
е
н

н
я
, 

о
б

е
р

н
е
н

е
 й

о
м

у
, 

т
о

 т
а

к
а

 м
н

о
ж

и
н

а
 п

е
р

е
т

в
о

р
е
н

ь
 є

 

гр
у
п

о
ю
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2.
 З

аг
ал

ьн
а 

те
ор

ія
 п

ер
ем

іщ
ен

н
я 

п
л

ощ
и

н
и

 

§1
. П

ер
ем

іщ
ен

н
я

 п
л

ощ
и

н
и

 і
 й

ог
о 

в
л

ас
ти

в
ос

ті
 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
П

ер
ет

во
ре

нн
я 

пл
ощ

ин
и 

на
зи

ва
єт

ьс
я 

п
е
р

е
м

іщ
е
н

н
я

м
 

(р
у
х

о
м

),
 

як
щ

о 
зб

ер
іг

ає
ть

ся
 

ві
дс

та
нь

 
м

іж
 б

уд
ь-

як
им

и 
дв

ом
а 

то
чк

ам
и,

 т
об

то
 я

кщ
о 

дл
я 

бу
дь

-
як

их
 

дв
ох

 
то

чо
к 

пл
ощ

ин
и 

А
,В

 
і 

їх
 

об
ра

зі
в 

А
',
 

В
' 

ви
ко

ну
єт

ьс
я 

сп
ів

ві
дн

ош
ен

ня
: 

 
)

,
(

)
,

(
B

A
B

A
ρ

ρ
=

′
′

 
(1

) 
Ро

зг
ля

не
м

о 
вл

ас
ти

во
ст

і п
ер

ем
іщ

ен
ня

. 
1.

 
П

р
и

 
п

ер
ем

іщ
ен

н
і 

зб
ер

іг
а

єт
ь
ся

 
ві

д
н
о

ш
ен

н
я
”

 

ле
ж

а
т

и
 м

іж
”

. 

Я
к 

ві
до

м
о,

 т
оч

ка
 В

 л
еж

ит
ь 

м
іж

 т
оч

ка
м

и 
А

 і
 С

 т
од

і 
і 

ті
ль

ки
 т

од
і, 

ко
ли

 

 
ρ

(А
 ,С

)=
 ρ

(А
,В

)+
 ρ

(В
,С

) 
 (2

) 
де

 к
ож

ни
й 

із
 д

од
ан

кі
в 

пр
ав

ої
 ч

ас
ти

ни
 в

ід
м

ін
ни

й 
ві

д 
ну

ля
. 

Д
ов

ед
ен

ня
. 

Я
кщ

о 
А

’ 
В

’ , 
С

' 
- 

об
ра

зи
 т

оч
ок

 А
, 

В
, 

С
 

пр
и 

пе
ре

м
іщ

ен
ні

 f,
 т

од
і з

 (
1)

 о
тр

им
ає

м
о:

 

ρ
(А

’,
В

’)
=

ρ
(А

,B
),

 
ρ

(В
',
С

')
=

ρ
(В

,С
),

 
ρ

(А
’,

С
’)

=
 

=
ρ

(А
,C

).
 

В
ра

хо
ву

ю
чи

 о
ст

ан
ні

 с
пі

вв
ід

но
ш

ен
ня

 і 
(2

) м
ає

м
о:

 

 ρ
(А

’,
 

С
’)

=
 
ρ

(А
’,

 
В

’)
+

 
ρ

(В
'  

,С
')

. 
 

 
О

тр
им

ан
а 

рі
вн

іс
ть

  
 д

ов
од

ит
ь,

  
 щ

о 
 т

оч
ка

  
 В

' 
ле

ж
ит

ь 
м

іж
 

то
чк

ам
и 

А
' 
і С

'. 

2.
 

П
ер

ем
іщ

ен
н
я
 

зб
ер

іг
а

є 
п
р
о

ст
е 

ві
д

н
о

ш
ен

н
я
 

т
р

ьо
х 

т
о

ч
о
к
. 
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М
ет

од
 ц

ен
тр

ал
ьн

ої
 с

и
м

ет
р

ії
 

 За
да

ч
а 

24
. 

У
 

т
р

а
п

ец
ії

 
A

B
C

D
 

б
іч

н
а

 
ст

о
р
о

н
а
 

А
В

 
1

0
 м

. 

за
вд

о
вж

к
и

, 
п

ер
п

ен
д

и
к
ул

яр
н
а

 
д

о
 

о
сн

о
ви

, 
а

 т
о

ч
к
а

 Е
 с

ер
ед

и
н
а

 С
D

, 

д
р

уг
о
ї 

н
еп

а
р
а

ле
ль

н
о

ї 
ст

о
р

о
н
и

, 

зн
а

хо
д
и

т
ьс

я
 

ві
д

 
ве

р
ш

и
н
и

 
 

А
 

н
а
 

ві
д

ст
а

н
і 

1
8

м
. 

В
и

зн
а

ч
и

т
и

 
п

ло
щ

у 

т
р

а
п

ец
ії

. 

Ро
зв

’я
за

нн
я:

 З
’є

дн
ає

м
о 

то
чк

у 
А

 з
 с

ер
ед

ин
ою

 с
то

ро
ни

 
С

D
 

то
чк

ою
 

Е
, 

ві
др

із
ок

 
пр

ям
ої

 
А

Е
 

до
рі

вн
ю

є 
18

 
м

. 
П

ри
йм

ем
о 

то
чк

у 
Е

 з
а 

це
нт

р 
си

м
ет

рі
ї, 

то
ді

 
E

Z
(D

)=
C

 

(р
ис

.1
7)

. 
П

об
уд

ує
м

о 
 

E
Z

F
=

(A
), 

то
ді

 з
а 

вл
ас

ти
во

ст
ям

и 
це

нт
ра

ль
но

ї 
си

м
ет

рі
ї 

C
F

||
A

D
і 

C
F=

A
D

.Т
оч

ки
 

В
,С

,F
 

на
ле

ж
ат

ь 
од

ні
й 

пр
ям

ій
. О

ск
іл

ьк
и

E
Z

(
A

E
D

∆
)=

∆
FE

C
,т

о 
 

F
E

C
A

E
D

∆
=

∆
. 

Т
ом

у 
пл

ощ
а 

тр
ап

ец
ії 

A
B

C
D

 д
ор

ів
ню

є 
пл

ощ
і п

ря
м

ок
ут

но
го

 т
ри

ку
тн

ик
а 

A
B

F,
 в

 я
ко

го
 A

B
=1

0м
 

і 
A

F 
= 

36
м

. 
За

 т
ео

ре
м

ою
 П

іф
аг

ор
а 

B
F

=
2

2
A

B
A

F
−

= 

=
.

35
10

36
2

2
≈

−
 Т

од
і 

A
B

F
S
∆

21
10

35
⋅

⋅
≈

=1
75

(м
2 ). 

 За
да

ч
а 

25
. 

П
о
б

уд
ув

а
т

и
 

ві
д

р
із

о
к
, 

се
р

ед
и

н
а

 
як

о
го

 

зб
іг

а
єт

ьс
я
 з

 д
а

н
о

ю
 т

о
ч
к
о

ю
 M

, 
а

 к
ін

ц
і 

зн
а

хо
д

я
т

ьс
я
 н

а
 

д
а

н
ій

 п
р

я
м

ій
 A

B
 і

 н
а
 д

а
н
о
м

у 
к
о

лі
(O

,r
).

 

А
н
а

лі
з.

 
Я

кщ
о 

по
бу

ду
ва

ти
 к

ол
о 

(O
1
,r

), 
си

м
ет

ри
чн

е 
да

но
м

у 
ко

лу
 (O

,r
) 

ві
дн

ос
но

 т
оч

ки
 M

, т
о 

сп
іл

ьн
а 

то
чк

а 
K

 
пр

ям
ої

 
A

B
 

і 
ко

ла
 

(O
1
,r

) 
є 

од
ни

м
 

кі
нц

ем
 

ш
ук

ан
ог

о 
ві

др
із

ка
. З

на
ю

чи
 ц

ю
 т

оч
ку

 K
, б

уд
ує

м
о 

то
чк

у 
K

1
=

Z
M

(K
).

 

В
ід

рі
зо
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K

K
1 
ві

дп
ов

ід
ає

 у
м

ов
і з

ад
ач
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то
м

у 
щ

о 
то

чк
а 

D
 

на
ле

ж
ит

ь 
ко

лу
 

(O
1
, 

r)
, 

ал
е 

то
чк

а 
D

 н
ал

еж
ит

ь 
a

, 
то

ді
 D

 є
 п

ер
ет

ин
 п

ря
м

ої
 

a
 і 

ко
ла

 (O
1
, 
r)

. 
М

аю
чи

 
то

чк
у 

D
, 

зн
ай

де
м

о
)

(
0

90
D

R
B

A−
=

, 
пр

ич
ом

у 
B

 
на

ле
ж

ит
ь 

ко
лу

 (O
, 
r)

. 
П

о
б

уд
о

ва
. З

 а
на

лі
зу

 в
ип

ли
ва

є 
та

ки
й 

пл
ан

 п
об

уд
ов

и:
 

1)
 

по
бу

ду
єм

о
))

,
((

)
,

(
0

90
1

r
O

R
r

O
A

=
. 

П
оз

на
чи

м
о 

то
чк

у 
D

 –
 п

ер
ет

ин
 п

ря
м

ої
 a

 і 
ко

ла
 (O

1
, 
r)

; 
2)

 
по

бу
ду

єм
о 

)
(

0
90

D
R

B
A−

=
; 

3)
 

по
бу

ду
єм

о 
кв

ад
ра

т 
A

B
C

D
 з

а 
тр

ьо
м

а 
ве

рш
ин

ам
и 

A
, 
B

, 
D

. 
Д

о
ве

д
ен

н
я
. 

0
90

9090

90
,

)
(

)
(

)
(

0

00

=
∠

=
⇒

=
⇒

  

==
−

−−

A
A

D
A

B
A

D
R

A
B

B
R

B

A
R

A
A

AA
. 

К
рі

м
 т

ог
о,

 з
а 

по
бу

до
во

ю
 т

оч
ка

 D
 н

ал
еж

ит
ь 

пр
ям

ій
 a

, 
а 

B
 –

 к
ол

у 
(O

, 
r)

. 
Д

о
сл

ід
ж

ен
н
я
. 

Ч
ис

ло
 р

оз
в’

яз
кі

в 
зб

іг
ає

ть
ся

 з
 ч

ис
ло

м
 

то
чо

к 
пе

ре
ти

ну
 д

ан
ої

 п
ря

м
ої

 a
 з

 о
бр

аз
ом

 (
O

1
, 

r)
 д

ан
ог

о 
ко

ла
 (O

, 
r)

 п
ри

 п
ов

ор
от

і 
0

90 A
R

. 
З
а

ув
а
ж

ен
н
я
.  

1.
 М

ож
на

 б
ра

ти
 я

к 
0

90 A
R

, т
ак

 і 
0

90− A
R

. 
2.

 Р
оз

в’
яз

ан
ня

 з
ад

ач
і 

м
ож

на
 р

оз
по

ча
ти

 з
 п

об
уд

ов
и 

)
(

0
90

1
a

R
a

A−
=
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 Д
ов

ед
ен

ня
. Я

кщ
о 

то
чк

а 
В

 л
еж

ит
ь 

м
іж

 т
оч

ка
м

и 
А

 і 
С

, 
то

ді
  

(
)

(
)

(
)

C
B

B
A

B
A

C
,,

,
ρρ

λ
=

=
. 

 Н
ех

ай
 А

',
 

 
В

',
 

С
' 

- 
об

ра
зи

 т
оч

ок
 А

, 
В

, 
С

 
 

 
пр

и 
пе

ре
м

іщ
ен

ні
  f

  
і в

ик
он

ує
ть

ся
 р

ів
ні

ст
ь:

 

)'
,'

(
)

,
(

C
B

B
A

ρρ
λ

′
′

=′
. 

П
ок

аж
ем

о,
 щ

о 
λ

λ
′

=
. 

  
С

пр
ав

ді
 

λ
ρρ

ρρ
λ

=
=

=
)

,
(

)
,

(
)'

,'
(

)'
,'

(
'

C
B

B
A

C
B

B
A

. 

 3.
 

П
ер

ем
іщ

е
н

н
я
 

ві
д

о
б

р
а

ж
а

є 
п

р
я
м

у
 

в 
п

р
я
м

у,
 

п
р

о
м

ін
ь
 у

 п
р

о
м

ін
ь
, 

ві
д

р
із

о
к
 у

 в
ід

р
із

о
к.

 

4.
 

П
р
и
 п

ер
ем

іщ
ен

н
і 

зб
ер

іг
а
єт

ьс
я
 в

ел
и
ч
и
н
а

 к
ут

а
. 

5.
 

П
ер

ем
іщ

ен
н
я
 

ві
д
о
б
р
а
ж

а
є 

к
о
ло

 
у 

к
о
ло

 
т

о
го

 
ж

 

р
а
д
іу

са
. 

В
ла

ст
ив

ос
ті

 3
-5

 є
 н

ас
лі

дк
ам

и 
вл

ас
ти

во
ст

ей
 1

, 2
. 

6. 
Я

к
щ

о
 

п
е
р

е
т

во
р

е
н

н
я
 

f 
п

л
о

щ
и

н
и

 
зб

е
р

іг
а

є 
в
ід

н
о

ш
е
н

н
я
 

б
у
д

ь
-я

к
и

х
 

т
р

ь
о

х
 

т
о
ч
о
к
 

п
р

ям
о
ї,

 
т

о
 

в 
ц

ьо
м

у 
п
ер

ет
во

р
ен

н
і 

р
еп

ер
 

}
,

,
{

'
2

1
A

A
O

R
=

 
п
ер

ех
о
д
и

т
ь 

в 
т

а
к
и

й
 

р
е
п

е
р

 
 

}
,

,'
{

'
' 2

' 1
A

A
O

R
=

, 
щ

о
 

к
о

о
р

д
и

н
а

т
и

 
т

о
ч
к
и

 
М

'=
 f

 (
М

) 
в
 р

е
п

е
р

і 
R

’ 
 р

ів
н

і 
ві

д
п

о
ві

д
н

и
м

 к
о

о
р

д
и

н
а

т
а

м
 

т
о

ч
к
и

 М
 в

 р
еп

ер
і 

R
. 

Д
ов

ед
ен

ня
. 

О
ск

іл
ьк

и 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

f 
зб

ер
іг

ає
 

ві
дн

ош
ен

ня
 т

рь
ох

 т
оч

ок
 б

уд
ь-

як
ої

 п
ря

м
ої

, 
то

 в
 ц

ьо
м

у 
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пе
ре

тв
ор

ен
ні

 в
ід

рі
зо

к 
пе

ре
хо

ди
ть

 у
 в

ід
рі

зо
к,

 п
ря

м
а 

- 
в 

пр
ям

у,
 т

оч
ки

, щ
о 

не
 н

ал
еж

ат
ь 

од
ні

й 
пр

ям
ій

 -
 в

 т
оч

ки
, 

щ
о 

не
 н

ал
еж

ат
ь 

од
ні

й 
пр

ям
ій

, 
па

ра
ле

ль
ні

 п
ря

м
і 

- 
в 

па
ра

ле
ль

ні
 

пр
ям

і, 
пр

ом
ін

ь 
– 

в 
пр

ом
ін

ь,
 

пі
вп

ло
-

щ
ин

а 
- 

в 
пі

вп
ло

щ
ин

у.
 

Т
ом

у 
в 

пе
ре

тв
ор

ен
ні

 
f 

ре
пе

р 
R

=
{
О

,А
1,

А
2}

 
пе

ре
хо

ди
ть

 
в 

ре
пе

р 
{

}
2

1
,

,
A

A
O

R
′

′
′

=′
. 

Н
ех

ай
 x

, 
y 

ко
ор

ди
на

ти
 т

оч
ки

 M
 в

 р
еп

ер
і 

R
, 

х’
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у'
 -

 
ко

ор
ди

на
ти

 т
оч

ки
 М

'=
f(

M
) 

в 
ре

пе
рі

 
R

'. 
П

ро
ве

де
м

о 
пр

ям
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М
М

1
 
|| 

О
А

2
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)

1
1

O
A

M
∈

. 
Я

кщ
о 

' 1
1
)

(
M

M
f

=
, 

то
ді

 
1

1
A

O
M

′
′

∈′
, 

 
1

M
M

′
′
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2

A
O

′
′
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О

ск
іл

ьк
и 

f 
(

1
A

)=
 А

'
1

, 
то

 і
з 

x=
1 

м
ає

м
о,

 щ
о 

х
'=

1
. 

 Н
ех

ай
 

1
≠

x
 

i 
ві

дп
ов

ід
но

, 
х
'≠
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М
ає

м
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1
1

O
A

x
O

M
=

1
1

A
O

x
M

O
′
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′

. 
З 
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ер
ж

им
о:

 
х
=

(М
1
А

1
, 

О
),

 
х
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)
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(
1

1
O

A
M

′
′

′
, 

от
ж

е,
 

х
=

х
'.

 
А

на
ло

гі
чн
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ри
м

ає
м
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у
=

у
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ь
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к
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ер
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н

я
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п
ло

щ
и

н
и

 
п

ер
ев

о
д

и
т
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р
т

о
н
о

р
м

о
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н
и
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 р

еп
ер

 R
 в

 о
р

т
о

н
о

р
м

о
в
а

н
и

й
 р

е
п

е
р
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’ 

і 
к

о
о

р
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и
н

а
т

и
 

т
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ч
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и
 

М
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f(
М
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в
 

р
е
п

е
р

і 
R
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д
о
р
ів

н
ю

ю
т

ь 
ві

д
п
о
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д
н
и
м

 
к
о
о
р
д
и
н
а
т

а
м

 
т

о
ч
к
и
 

M
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р
еп

ер
і 

R
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Д
ов
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Н
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ай
  

R
=
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2
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 о
рт

о-
но

рм
ов

ан
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ре
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р,

 
f 

– 
пе

-
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м
іщ

ен
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пл

ощ
ин

и 
i 

f(
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)=
О
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1
)=

A
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A
2
)=

A
2
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м
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)

,
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)
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(
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2
1

=
=

A
O

A
O

ρ
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1
=

A
A

ρ
 

'

 
47

П
об

уд
ов

а:
 1

) 
ві

зь
м

ем
о 

ве
рш

ин
у 

A
, я

к 
до

ві
ль

ну
 т

оч
ку

 
пр

ям
ої

 a
; 2

) 
по

бу
ду

єм
о 

0
90

1
A

R
c
=

 (
c)

, B
 –

 п
ер

ет
ин

 п
ря

м
их

 
b

 і
 c

1
; 3

) п
об

уд
ує

м
о 

∆
A

B
C

 –
 ш

ук
ан

ий
. 

Д
ов

ед
ен

ня
.  

0
90

9090

90
,

)
(

)
(

)
(

0

00

=
∠

=
⇒

=
⇒

  

==
−

−−

A
A

B
A

C
A

B
R

A
C

B
R

C

A
R

A
A

AA
. 

К
рі

м
 т

ог
о,

 з
а 

по
бу

до
во

ю
 т

оч
ки

 A
, 

B
, 

C
 в

ід
по

ві
дн

о 
на

ле
ж

ат
ь 

пр
ям

им
 a

, 
b

, 
c.

 
Д

ос
лі

дж
ен

ня
. 

За
да

ча
 з

ав
ж

ди
 м

ає
 р

оз
в’

яз
ок

, 
бо

 п
ри

 
по

во
ро

ті
 

0
90 A

R
 п

ря
м

а 
0

90
1

A
R

c
=

 (
c)

 з
ав

ж
ди

 п
ер

ет
не

 п
ря

м
у 

b
 

в 
як

ій
сь

 т
оч

ці
 (

це
 й

 б
уд

е 
то

чк
а 

B
), 

а 
об

ра
з 

то
чк

и 
C

, я
ка

 
на

ле
ж

ит
ь 

пр
ям

ій
 c

 н
ал

еж
ат

им
е 

пр
ям

ій
 c

1. 
Я

кщ
о 

вз
ят

и 
по

во
ро

т 
0

90− A
R

 ,
 т

о 
м

ат
им

ем
о 

ін
ш

ий
 т

ри
ку

тн
ик

 A
B

1
C

1
, 

си
м

ет
ри

чн
ий

 
тр

ик
ут

ни
ку

 
A

B
C

 
ві

дн
ос

но
 

пр
ям

ої
, 

щ
о 

пр
ох

од
ит

ь 
че

ре
з 

то
чк

у 
a 

пе
рп

ен
ди

ку
ля

рн
у 

до
 д

ан
их

 
пр

ям
их

. П
ро

те
 

1
1C

A
B

A
B

C
∆

=
∆

 , 
то

м
у 

за
да

ча
 м

ає
 є

ди
ни

й 
ро

зв
’я

зо
к.
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да
ч
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о
б

уд
ув

а
т

и
 к

ва
д

р
а

т
 т

а
к
, 

щ
о

б
 о

д
н
а
 й

о
го

 

ве
р

ш
и

н
а

 с
ум

іс
т

и
ла

сь
 з

 д
а

н
о

ю
 т

о
ч
к
о

ю
, 

а
 д

ві
 с

ус
ід

н
і 

їй
 –

 

ле
ж

а
ли

 п
о

 о
д

н
ій

 н
а

 д
а

н
о
м

у 
к
о

лі
 і

 н
а

 д
а

н
ій

 п
р

ям
ій

. 

Д
ан

о:
 A

 –
 т

оч
ка

, a
 –

 п
ря

м
а,

 (O
, 
r)

 –
 к

ол
о.

 П
об

уд
ув

ат
и:

 
A

B
C

D
 –

 к
ва

др
ат

, в
 я

ко
го

 т
оч

ка
 B

 н
ал

еж
ит

ь 
ко

лу
, (

O
, 

r)
 

а 
то

чк
а 

D
 –

 п
ря

м
ій

 a
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

  
А

н
а

лі
з.

 
Н

ех
ай

 
A

B
C

D
 

– 
кв

ад
ра

т,
 

щ
о 

за
до

во
ль

ня
є 

ум
ов

у 
за

да
чі

 (
ри

с.
 1
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. 

В
иб

ер
ем

о 
по

во
ро

т 
0

90 A
R

(п
ро

ти
 

ру
ху

 
ст

рі
лк

и 
го

ди
нн

ик
а)

, 
то

ді
)

(
0

90
B

R
D

A
=

. 
П

об
уд

ує
м

о 
ко

ло
)

,
((

)
,

(
0

90
1

r
O

R
r

O
A

=
. 

Т
оч

ка
 B

 н
ал

еж
ит

ь 
ко

лу
 (

O
, 

r)
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пе
ре

ти
на

ю
ть

ся
 

в 
то

чц
і 

O
 –

 ц
ен

тр
ої

ді
 

ць
ог

о 
ш

ес
ти

ку
тн

ик
а 

і д
іл

ят
ь 

йо
го

 н
а 

ш
іс

ть
 р

ів
ни

х 
пр

ав
ил

ьн
их

 
тр

ик
ут

ни
кі

в 
(р

ис
. 

14
). 

О
тж

е,
 ч

от
ир

ик
ут

ни
к 

A
O

C
B

 –
 

ро
м

б,
 т

ом
у 

то
чк

а 
M

 –
 с

ер
ед

ин
а 

ві
др

із
ка

 A
C

 –
 б

уд
е 

і 
се

ре
ди

но
ю

 
ві

др
із

ка
 

O
B

. 
П

ов
ер

не
м

о 
ст

ор
он

у 
D

E
 

на
вк

ол
о 

то
чк

и 
F

 
на

 
ку

т 
60

◦ . 
Т

од
і 

із
 

рі
вн

ос
те

й 
°

=
∠

60
B

F
D

і 
D

F
=

B
F

 в
ип

ли
ва

є,
 щ

о 
пр

и 
ць

ом
у 

по
во

ро
ті

 
то

чк
а 

D
 п

ер
ех

од
ит

ь 
у 

то
чк

у 
B

, 
°

=
∠

60
O

F
E

, т
од

і т
оч

ка
 E

 

пе
ре

йд
е 

у 
то

чк
у 

O
 і

 в
ід

рі
зо

к 
D

E
 п

ер
ех

од
ит

ь 
у 

ві
др

із
ок

 
B

O
, 

а 
се

ре
ди

на
 в

ід
рі

зк
а 

D
E

 –
 т

оч
ка

 N
 –

 у
 с

ер
ед

ин
у 

ві
др

із
ка

 B
O

 –
 т

оч
ку

 M
. 

О
тж

е,
 M

F
=

N
F

 і
 

°
=

∠
60

N
F

M
, 

зн
ач

ит
ь 

тр
ик

ут
ни

к 
M

N
F 

пр
ав

ил
ьн

ий
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 За
да

ч
а 

22
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П
о

б
уд

ув
а

т
и

 
р

ів
н
о
б

ед
р

ен
и
й

 
т

р
и
к
ут

н
и
к
, 

ве
р

ш
и

н
и

 
я
к
о

го
 

н
а

ле
ж

а
т

ь 
т

р
ьо

м
 

д
а

н
и

м
 

п
а
р

а
ле

ль
н
и
м

 

п
р

ям
и
м
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 Ро

зв
’я

за
нн
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 Д

ан
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 a
║

b║
c.

 
А

на
лі

з.
 

П
ри

пу
ст

им
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щ

о 
тр

ик
ут

ни
к 

A
B

C
 п

об
уд

ов
ан
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щ
о 
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н 
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до

во
ль

ня
є 
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ов

у 
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. В
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ем
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по
во

ро
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0
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R
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ро

ти
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ух
у 
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лк
и 
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ди

нн
ик
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Т
од
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0

90 A
R

B
=
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П

об
уд

ує
м

о 
пр

ям
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0
90

1
A

R
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=
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Т

оч
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C

 
на

ле
ж

ит
ь 

пр
ям

ій
 c

, т
ом
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то

чк
а 

B
 

на
ле

ж
ит

ь 
пр

ям
ій

 c
1, 

ал
е 

то
чк

а 
B

 

та
ко

ж
 н

ал
еж

ит
ь 

пр
ям

ій
 b

; т
ом

у 
B

 є
 п

ер
ет

ин
ом
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ря

м
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 b
 

і c
1. 

М
аю

чи
 B

, з
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йд
ем
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0

90−
=

A
R

C
 (B
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(
',

)
(
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)

1
O

A
A

O
A

O
A

ρ
ρ

∉
⇒

=
=
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2

)
,

(
' 2

' 1
=

A
A

ρ
, 

{
}' 2

' 1
' 2

' 1
,

,'
'
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(
'

A
A

O
R

A
A

O
⇒

∉
- о

рт
он

ор
м

ов
ан

ий
 р

еп
ер
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О

ск
іл

ьк
и 

пе
ре

м
іщ

ен
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зб

ер
іг

ає
 

ві
дн

ош
ен

ня
 

тр
ьо

х 
то

чо
к,

 т
о 

ко
ор

ди
на

ти
 х

, 
у 

бу
дь

-я
ко

ї 
то

чк
и 

М
  р

еп
ер

а 
R

  

рі
вн

і 
ві

дп
ов

ід
ни

м
 к

оо
рд

ин
ат

ам
 х

',  
у'

 
то

чк
и 

)
(

'
M

f
M

=
 

ре
пе

ра
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М
н
о

ж
и

н
а

 
вс

іх
 

п
ер

ем
іщ

ен
ь
 

п
ло

щ
и

н
и

 
ут

во
р

ю
є 

гр
уп
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Д
ов

ед
ен

ня
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Щ
об

 в
пе

вн
ит

ис
ь 

в 
ць

ом
у 

пе
ре

ві
ри

м
о 

ви
ко

на
нн

я 
ум

ов
 о

зн
ач

ен
ня
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ру

пи
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ер
ет
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ом
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дв
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пе
ре

м
іщ

ен
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ре
м

іщ
ен

ня
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Д
ій
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 н
ех
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1
(А

)=
А
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 f

1
(В

)=
В
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 f
2
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=

А
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 f
2
(B
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 =

 
В
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то

ді
 

ко
м

по
зи

ці
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f г
°f

1
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до

бр
аж

ає
 

то
чк
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А

 
і 

В
 

ві
дп

ов
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оч

ки
 А
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 В
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. 

 3
 о

зн
ач

ен
ня

 п
ер

ем
іщ

ен
ь 

 ρ
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, 

В
)=

 ρ
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А
',
 В

')
, 
ρ

(А
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В
´)

=
р

(А
"
,В

"
 )

 о
де

рж
ує

м
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о 

ρ(
А
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)=
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А
"
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"
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ре
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ен
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є 
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П

ер
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во
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щ

ен
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є 

пе
ре
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щ

ен
ня
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Ц
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В
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н
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в
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O
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O
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i
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- 

пе
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м
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M
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x
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y
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ко
ор

ди
на

ти
 т

оч
ки

 M
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M
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ре
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рi
  

R
, 
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, 
у
 

- 
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ор

ди
на

ти
 т

оч
ки

 М
' 

в 
ре

пе
рі

 R
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 В
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ор
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вш
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ф

ор
м

ул
и 

пе
ре
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ор

ен
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то
но
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ан
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ди
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т,

 о
де
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

+
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+
−
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s
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'
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s
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y
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x
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x
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x
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α
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α

α
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1
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де
 

1+
=

ξ
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як
щ

о 
ре
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 R
 і

 R
´ 

од
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во

 о
рі

єн
то

ва
ні

, 
і  

1−
=

ξ
, я
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о 

ре
пе
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ж
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єн
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ні
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В
 п
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щ
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м
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R
 в
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ер
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ф

ор
м

ул
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(1
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оо
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ин
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и 

х’
, 
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 (

M
) 
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ре
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ор
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на
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то
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и 

М
 
в 
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м
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пе
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R

. 
Н

ав
п

ак
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щ
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но
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ан
ий

 р
еп
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i

O
R

,
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=
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м
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ен
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{
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)
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x
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y
x

M
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Т
ак

 я
к 

ви
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ач
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(1

)
αα
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n
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s

  
α

ξ
α

ξ co
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n

−
 

0
≠

=
ξ

, 
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ід
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ж

ен
ня

 f 
є 

пе
ре

тв
ор
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м
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ло
щ

ин
и.

 Д
ля

 б
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ь-
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дв
ох
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чо
к 

М
(х
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M

1
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1
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y 1
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із

 
ф

ор
м
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) 
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ри

м
ує

м
о:

 
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

) ,
,

1
2

1
2

1
2

1
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1
1

M
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y
y

x
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x
x

M
M

ρ
ρ

=
−

+
−
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′
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=
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ж
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во
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нн
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 f
 -
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ем
іщ
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ня
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ло

щ
ин
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 П

ри
 

ць
ом

у 
пе

ре
м

іщ
ен
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0
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→
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x 0
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)
si

n
,

(c
os

)0,1(
0

0
' 1

1
y

x
A

A
+

+
→

α
α

, 

)
co

s
,

si
n

(
)1,0(

0
0

' 2
2

y
x

A
A

+
+

−
→

α
ξ

α
ξ

. 

Зв
ід

си
  f

(R
)=

{
}'

,'
,'

'
�

�
j

i
O

R
=

, 
де
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Ри
с.

 1
4 

п
ер

п
ен

д
и
к
ул

я
р

н
а

 
д
о

 
N

Q
 

 
і 

д
о

р
ів

н
ю

є 
п

о
ло

ви
н
і 

ц
ьо

го
 

ві
д
р

із
к
а

. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
 

 
П

ов
ер

не
м

о 
тр

ик
ут

ни
к 

A
N

Q
 н

ав
ко

ло
 ц

ен
тр

а 
A

 н
а 

+
9

0
0
(р

ис
.1

3)
. 

Т
од

і 
то

чк
а 

A
 

пе
ре

йд
е 

в 
то

чк
у 

A
, 

то
чк

а 
Q

– 
в 

то
чк

у 
C

, 
то

чк
а 

N
 –

 в
 т

оч
ку

 N
´, 

пр
и 

ць
ом

у 
то

чк
а 

A
 є

 с
ер

ед
ин

ою
 

ві
др

із
ка

 
N

’B
. 

В
ід

рі
зо

к 
A

E
 

є 
се

ре
дн

ьо
ю

 л
ін

іє
ю

 в
 т

ри
ку

тн
ик

у 
B

N
’C

. 
Т

ом
у:

 
1)

 
C

N
A

E
'

//
 

і 
N

Q
C

N
⊥

'
 (

як
 о

бр
аз

 і
 п

ро
об

ра
з)

, 

зв
ід

ки
 в

ип
ли

ва
є,

 щ
о 

N
Q

A
E
⊥

;2
) 

N
Q

C
N

A
E

21
'

21
=

=
. 

А
на

ло
гі

чн
о 

ро
зв

’я
зу

єт
ьс

я 
та

ка
 з

ад
ач

а:
 

За
да

ч
а 

20
. 

Н
а

 с
т

о
р

о
н
а

х 
A

B
 і

 A
C

 т
р
и
к
ут

н
и
к
а
 A

B
C

 

п
о
б

уд
о
ва

н
о

 
р

ів
н
о
ст

о
р
о

н
н
і 

т
р

и
к
ут

н
и
к
и

 
A

B
M

 
і 

C
A

N
, 

п
р
и

ч
о
м

у 
т

р
и

к
ут

н
и

к
 А

В
М

 м
іс

т
и

т
ьс

я
 з

о
вн

і 
т

р
и
к
ут

н
и
к
а
 

А
В

С
, 

а
 т

р
и

к
ут

н
и

к
 А

N
С

 з
 т

іє
ї 

ж
 с

т
о
р
о

н
и
 в

ід
 А

С
, 

щ
о

 і
 

т
р

и
к
ут

н
и
к
 А

В
С

. 
Д

о
ве

ст
и

, 
щ

о
 в

ід
р

із
к
и

 M
N

 і
 B

C
 р

ів
н
і.

 
 

За
да

ч
а 

21
. 

Д
а

н
о

 п
р

а
ви

ль
н
и
й
 

ш
ес

т
и

к
ут

н
и

к
 

A
B

C
D

E
F

, 
M

 
–

 

се
р

ед
и

н
а

 
д

іа
го

н
а

лі
 

A
C

, 
N

 
–

 

се
р

ед
и

н
а

 
ст

о
р

о
н
и

 
D

E
. 

Д
о

ве
ст

и
, 

щ
о

 
т

р
и

к
ут

н
и

к
 
M

N
F

 

п
р
а

ви
ль

н
и

й
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
Ш

ес
ти

ку
тн

ик
 

A
B

C
D

E
F

 –
 п

ра
ви

ль
ни

й,
 

йо
го

 
ді

аг
он

ал
і 

A
D

, 
B

E
 

і 
C

F
 

Ри
с.
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3)
 

як
щ

о 
ко

ла
 

)
,

(
1

1
r

O
 і

 
)

,
(

2
2

r
O

 н
е 

м
аю

ть
 с

пі
ль

ни
х 

то
чо

к 
аб

о 
об

ид
ва

 л
еж

ат
ь 

по
 о

ди
н 

бі
к 

ві
д 

да
но

ї 
пр

ям
ої

, 
то

 з
ад

ач
а 

ро
зв

’я
зк

ів
 н

е 
м

ає
; 

4)
 

як
щ

о 
ко

ла
 

)
,

(
1

1
r

O
 

і 
)

,
(

2
2

r
O

 
зб

іг
аю

ть
ся

, 
то

 
ро

зв
’я

зк
ів

 н
ес

кі
нч

ен
на

 м
но

ж
ин

а.
  

З
а

ув
а
ж

ен
н
я
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я 

м
ож

на
 

ро
зп

оч
ат

и 
з 

по
бу

до
ви

 к
ол

а 
))

,
((

)
,'

(
2

2
2

2
r

O
S

r
O

a
=

. 
 

М
ет

од
 п

ов
ор

от
у 

н
ав

к
ол

о 
то

ч
к

и
 

За
да

ч
а 

18
. Н

а
 г

іп
о
т

ен
уз

і 
п

р
я
м

о
к
ут

н
о
го

 т
р

и
к
ут

н
и
к
а
 

зо
вн

і 
й
о

го
 
п
о

б
уд

о
ва

н
о
 
к
ва

д
р

а
т

. 
З
н
а
й
т

и
 
ві

д
ст

а
н
ь 

ві
д
 

ве
р

ш
и

н
и

 
п
р

я
м

о
го

 
к
ут

а
 

т
р
и

к
ут

н
и
к
а

 
д
о

 
ц

ен
т

р
а
 

к
ва

д
р
а

т
а

, 
я
к
щ

о
 

су
м

а
 

д
о

вж
и

н
 

к
а

т
ет

ів
 

т
р
и

к
ут

н
и
к
а
 

д
о

р
ів

н
ю

є 
m

. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 Н
ех

ай
 О

 ц
ен

тр
 к

ва
др

ат
а 

A
B

M
N

 (р
ис

.1
2)

. 
Т

од
і 

0
90 O

R
 (

B
)=

A
, 

0
90 O

R
(A

)=
N

. Я
кщ

о 
0

90 O
R

(C
)=

C
1
, т

о 
то

чк
и 

C
,A

,C
1
 н

ал
еж

ат
ь 

од
ні

й 
пр

ям
ій

, 
то

м
у 

щ
о 

∠
C

A
B

+
∠

B
A

N
+

 

+
∠

N
A

C
1
=

1
8

0
0 . 

Тр
ик

ут
ни

к 
C

O
C

1
– 

пр
ям

ок
ут

ни
й 

рі
вн

об
ед

-
ре

ни
й 

і 
за

 у
м

ов
ою

 C
C

1
=

C
A

+
 

+
A

C
1
=

C
A

+
C

B
=

m
. 

Т
ак

 
як

 
(р

ис
.1

2)
 O

C
=

O
C

1
, 

то
 і

з 
O

C
2
+

 

+
O

C
1

2
=

C
C

 
м

ає
м

о 
2

O
C

2
=

m
, 

O
C

=
2m

. 

За
да

ч
а 

19
. 

Н
а

 с
т

о
р

о
н
а

х 
А

В
 і

 А
С

 т
р
и
к
ут

н
и
к
а
 А

В
С

 

зо
вн

і 
й

о
го

 
п
о

б
уд

о
ва

н
і 

к
ва

д
р
а

т
и

 
A

B
M

N
 

 
і 

A
C

P
Q

 
. 

Д
о

ве
ст

и
, 

щ
о

 
м

ед
іа

н
а

 
А

Е
 

т
р

и
к
ут

н
и
к
а

 
А

В
С
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)

co
s

si
n

(
'

,
si

n
co

s
'

,
'

0
0

α
α

ξ

α
α

j
i

j

j
i

i

j
y

i
x

O
O

�
�

�

�
�

�

�
�

+
−

=

+
=

+
=

 
(2

) 

О
тж

е,
 

в 
ор

то
но

рм
ов

ан
ом

у 
ре

пе
рі

 
R

 
ф

ор
м

ул
и 

(1
) 

ви
ра

ж
аю

ть
 

пе
ре

м
іщ

ен
ня

 
пл

ощ
ин

и,
 

і 
ре

пе
р 

R
 

пр
и 

ць
ом

у 
пе

ре
м

іщ
ен

ні
 

пе
ре

хо
ди

ть
 

в 
ре

пе
р 

R
’
, 

щ
о 

ви
зн

ач
ає

ть
ся

 
ф

ор
м

ул
ам

и 
(2

). 
Т

ом
у 

ка
ж

ут
ь,

 
щ

о 
ф

ор
м

ул
и 

(1
) 

є 
ф

о
р

м
ул

а
м

и
 

а
н
а
лі

т
и
ч
н
о
го

 
ви

р
а
ж

ен
н
я 

п
ер

ем
іщ

ен
н
я.

 

П
ер

ем
іщ

ен
ня

 f
 н

аз
ив

ає
ть

ся
 п

ер
ем

іщ
ен

ня
м

 п
ер

ш
о

го
 

р
о

д
у 

(д
р

уг
о

го
 
р

о
д

у)
, 

як
щ

о 
ор

то
но

рм
ов

ан
і 

ре
пе

ри
 R

 
і 

R
’=

f(
R

) о
дн

ак
ов

о 
(п

ро
ти

ле
ж

но
) о

рі
єн

то
ва

ні
. 

Ф
ор

м
ул

и 
(1

) 
ви

зн
ач

аю
ть

 
в 

ор
то

но
рм

ов
ан

ом
у 

ре
пе

рі
 R

 п
ер

ем
іщ

ен
ня

 п
ер

ш
ог

о 
ро

ду
 (

др
уг

ог
о 

ро
ду

) 
то

ді
 і 

ті
ль

ки
 т

од
і, 

ко
ли

  
1+

=
ξ

 (
1−

=
ξ

). 
М

но
ж

ин
а 

пе
ре

м
іщ

ен
ь 

пе
рш

ог
о 

ро
ду

 
ут

во
рю

є 
гр

уп
у,

 а
 д

ру
го

го
 р

од
у 

гр
уп

и 
не

 у
тв

ор
ю

є.
 

Гр
уп

а 
пе

ре
м

іщ
ен

ь 
пе

рш
ог

о 
ро

ду
 

на
зи

ва
єт

ьс
я 

п
ід

гр
уп

о
ю

 г
ру

пи
 р

ух
ів

. 
С

ф
ор

м
ул

ю
єм

о 
те

пе
р 

оз
на

че
нн

я 
рі

вн
ос

ті
 д

во
х 

ф
іг

ур
: 

О
зн

ач
ен

н
я.

 Ф
іг

ур
и 

Ф
  

і 
 Ф

’ 
на

зи
ва

ю
ть

ся
 р

ів
ни

м
и,

 
як

щ
о 

іс
ну

є 
пе

ре
м

іщ
ен

ня
 я

ке
 п

ер
ев

од
ит

ь 
ф

іг
ур

у 
Ф

 у
  Ф

’. 
 



 
18

§3
. К

л
ас

и
ф

ік
ац

ія
 п

ер
ем

іщ
ен

ь 
п

л
ощ

и
н

и
. 

3.
1.

 П
а

р
а

л
ел

ь
н

е
 п

е
р

е
н

е
с
е
н

н
я

 п
л

о
щ

и
н

и
. 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
Н

ех
ай

 
v�

 
- 

де
як

ий
 в

ек
то

р 
пл

ощ
ин

и.
 

П
ер

ет
во

ре
нн

я,
 п

ри
 я

ко
м

у 
ко

ж
ні

й 
то

чц
і 

А
 п

ло
щ

ин
и 

ст
ав

ит
ьс

я 
у 

ві
дп

ов
ід

ні
ст

ь 
та

ка
 

то
чк

а 
А

' 
ці

єї
 

ж
 

пл
ощ

ин
и,

 
щ

о 
v

A
A
�

='
, 

на
зи

ва
єт

ьс
я 

п
а

р
а

ле
ль

н
и

м
 

п
ер

ен
ес

ен
н

я
м

 і 
по

зн
ач

ає
ть

ся
 Т

v�
. 

Я
кщ

о 
А

'(
х
',

у
')

-о
б

р
а

з 
то

чк
и 

А
(х

,у
),

 
то

 і
з 

оз
на

че
нн

я,
 

v
A

A
�

='
. 

А
ле

 в
ек

то
р 

'
A

A
 м

ає
 п

ри
 н

аш
их

 п
оз

на
че

нн
ях

 
ко

ор
ди

на
ти

 х
'-

х
 
і 

у
'-

у
. 

Зв
ід

си
, 

як
щ

о
v�

=(
m

,n
),

 т
о 

х
'-

х
=

т
, 

у
'-

у
=

п
. 

О
тж

е,
 

ко
ор

ди
н

ат
и

 
х

’,
 

у
' 

об
ра

зу
 

ви
ра

ж
аю

ть
ся

 ч
ер

ез
 к

оо
рд

ин
ат

и 
х,

 у
 п

ро
об

ра
зу

 п
ри

 
па

ра
ле

ль
но

м
у 

пе
ре

не
се

нн
і 

на
 

ве
кт

ор
 

v�
=(

m
,n

) 
на

ст
уп

ни
м

и 
ф

ор
м

ул
ам

и:
  

 


+
=

+
=

n
y

y

m
x

x

''
  

(1
) 

П
ри

 п
ар

ал
ел

ьн
ом

у 
пе

ре
не

се
нн

і: 
1)

 
пр

ям
а 

ві
до

бр
аж

ає
ть

ся
 в

 п
ар

ал
ел

ьн
у 

їй
 п

ря
м

у.
 

2)
 

зб
ер

іг
ає

ть
ся

 
ві

дс
та

нь
 

м
іж

 
то

чк
ам

и,
 

то
бт

о 
па

ра
ле

ль
не

 п
ер

ен
ес

ен
ня

 є
 р

ух
. Д

ов
ед

ем
о 

це
.  

С
пр

ав
ді

, 
не

ха
й 

де
як

а 
пр

ям
а 

g
 

за
да

на
 

рі
вн

ян
ня

м
 

А
х+

В
у+

С
=

0
. 

П
ід

ст
ав

ив
ш

и 
в 

це
 р

ів
ня

нн
я 

х
'-т

 з
ам

іс
ть

 
x
 i 

у
'-

п
 з

ам
іс

ть
 у

, 
от

ри
м

ає
м

о:
 

A
(x

´-
m

)+
B

(y
´-

n
)+

C
=

0
, 

A
x
´+

B
y
´+

(C
-A

m
-B

n
)=

0
, 

A
x
´+

B
y
´+

C
1
=

0
. 

Ц
е 

і 
оз

на
ча

є,
 щ

о 
м

но
ж

ин
а 

об
ра

зі
в 

то
чо

к 
пр

ям
ої

 g
 є
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ве
рш

ин
и 

B
 i 

D
– 

ві
дп

ов
ід

нo
 д

ан
им

 к
ол

ам
 

)
,

(
1

1
r

O
 і 

)
,

(
2

2
r

O
. 

О
ск

іл
ьк

и 
ді

аг
он

ал
ь 

A
C

 к
ва

др
ат

а 
є 

йо
го

 в
іс

сю
 с

им
ет

рі
ї, 

то
 т

оч
ки

  
B

 і
 D

 с
им

ет
ри

чн
і 

ві
дн

ос
но

 п
ря

м
ої

 a
 (

ри
с.

11
). 

П
об

уд
ує

м
о 

ко
ло

 
))

,
((

)
,

(
1

1
1

' 1
r

O
S

r
O

a
=

. О
ск

іл
ьк

и 
)

(B
S

D
a

=
 і 

ве
рш

ин
а 

B
 

на
ле

ж
ит

ь 
ко

лу
)

,
(

1
1

r
O

, 
то

 
ве

рш
ин

а 
D

 
на

ле
ж

ит
ь 

ко
лу

)
,

(
1

' 1
r

O
. К

рі
м

 ц
ьо

го
, в

ер
ш

ин
а 

D
 н

ал
еж

ит
ь 

ко
лу

)
,

(
2

2
r

O
. 

О
тж

е,
 

то
чк

а 
D

 
є 

пе
ре

ти
н 

кі
л 

)
,

(
1

' 1
r

O
 

і 
)

,
(

2
2

r
O

. 
П

об
уд

ув
ав

ш
и 

то
чк

у 
D

, 
зн

ай
де

м
о 

)
(D

S
B

a
=

 і
 

то
чк

у 
 

O
– 

пе
ре

ти
н 

ві
др

із
ка

 
B

D
 

і 
пр

ям
ої

 
a

. 
Т

од
і 

O
B

=
O

D
=

O
A

=
O

C
 і 

то
чк

и 
A

  і
  C

 н
ал

еж
ат

ь 
a

. 
П

о
б

уд
о

ва
: 

1)
 

ви
бе

ре
м

о 
a

S
; 

2)
по

бу
ду

єм
о 

))
,

((
)

,
(

1
1

1
' 1

r
O

S
r

O
a

=
 і

 т
оч

ку
 D

 я
к 

од
ну

 з
 т

оч
ок

 п
ер

ет
ин

у 
кі

л 
 

)
,

(
1

' 1
r

O
 i 

)
,

(
2

2
r

O
; 3

)з
на

хо
ди

м
о 

то
чк

у 
)

(D
S

B
a

=
 і 

то
чк

у 
О

, 
як

 п
ер

ет
ин

 п
ря

м
ої

 a
 і 

ві
др

із
ка

 B
D

; 4
)в

ід
кл

ад
ем

о 
на

 a
 п

о 
рі

зн
і с

то
ро

ни
 в

ід
 O

 в
ід

рі
зк

и 
O

A
=

O
B

 і 
 O

C
=

O
B

. 
Д

о
ве

д
ен

н
я
. 

A
B

C
D

– 
чо

ти
ри

ку
тн

ик
, 

у 
як

ог
о 

ді
аг

он
ал

і 
A

C
 і

 B
D

 п
ер

пе
нд

ик
ул

яр
ні

, 
ві

др
із

ки
 O

A
, 

O
B

, 
O

C
, 

O
D

  
рі

вн
і, 

то
м

у 
A

B
C

D
– 

кв
ад

ра
т,

 
у 

як
ог

о 
то

чк
и 

A
 

і 
C

 
на

ле
ж

ат
ь 

да
ні

й 
пр

ям
ій

 a
, 

а 
то

чк
и 

B
 i

 D
 
 в

ід
по

ві
дн

о 
на

ле
ж

ат
ь 

да
ни

м
 к

ол
ам

 
)

,
(

1
1

r
O

 і 
 

)
,

(
2

2
r

O
. 

Д
о

сл
ід

ж
ен

н
я
. 

П
ри

 
ви

бр
ан

ом
у 

сп
ос

об
і 

по
бу

до
ви

 
кі

ль
кі

ст
ь 

ро
зв

’я
зк

ів
 

за
ле

ж
ит

ь 
ві

д 
кі

ль
ко

ст
і 

то
чо

к 
пе

ре
ти

ну
 к

іл
 

)
,

(
1

1
r

O
 і

 
)

,
(

2
2

r
O

 і
 п

ол
ож

ен
ня

 ц
их

 т
оч

ок
 

ві
дн

ос
но

 п
ря

м
ої

 A
C

. М
ож

ли
ві

 т
ак

і в
ип

ад
ки

: 
1)

 
як

щ
о 

ко
ла

 
)

,
(

1
1

r
O

 
і 

)
,

(
2

2
r

O
 

пе
ре

ти
на

ю
ть

ся
, 

то
 

за
да

ча
 м

ає
 д

ва
 р

оз
в’

яз
ки

; 
2)

 
як

щ
о 

ко
ла

 
)

,
(

1
1

r
O

 і 
)

,
(

2
2

r
O

 д
от

ик
аю

ть
ся

, т
о 

за
да

ча
 

м
ає

 о
ди

н 
ро

зв
’я

зо
к;
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по
-д

ру
ге

, 
пр

ям
а 

p
, 

на
пр

ям
ни

й 
ве

кт
ор

 
як

ої
 

)1,1(
u�

, 
пе

рп
ен

ди
ку

ля
рн

а 
до

 
)

'
,

'
('

y
y

x
x

A
A

−
−

, т
ом

у 
сп

ра
вд

ж
ує

ть
ся

 
рі

вн
іс

ть
 

 
0

)
'

(
1

)
'

(
1

=
−

⋅
+

−
⋅

y
y

x
x

. 
(3

) 
Ро

зв
’я

зу
ю

чи
 с

ис
те

м
у 

рі
вн

ян
ь 

(2
) і

 (3
) в

ід
но

сн
о 

х’
 і 

 y
’ 

ді
ст

ан
ем

о 
рі

вн
ян

ня
 ш

ук
ан

ої
 о

сь
ов

ої
 с

им
ет

рі
ї: 

 

 
 

'
,

'
.

x
y

y
x

=
 

=


 

За
да

ч
а 

16
. 

Д
о
ве

ст
и

, 
щ

о
 

гр
а

ф
ік

 
ф

ун
к
ц
ії

 
x

a
y

 
 

=
1

  

си
м

ет
р
и

ч
н
и

й
 в

ід
н
о

сн
о

 о
сі

 у
 г

р
а

ф
ік

у 
ф

ун
к
ц
ії

 
x

a
y
=

. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
О

ск
іл

ьк
и 

x

x

a
a

y
−

=
 

 
=

1
, 

то
 

ле
гк

о 

зр
оз

ум
іт

и,
 

щ
о 

ко
ли

 
то

чк
а 

)
,

(
m

k
A

на
ле

ж
ит

ь 
гр

аф
ік

у 
x

a
y
=

, 
то

 с
им

ет
ри

чн
а 

їй
 т

оч
ка

 в
ід

но
сн

о 
ос

і 
у 

)
,

('
m

k
A

−
 

на
ле

ж
ит

ь 
гр

аф
ік

у 
x

a
y

−
=

. С
пр

ав
ді

, я
кщ

о 
рі

вн
іс

ть
 

k
a

m
=

 
пр

ав
ил

ьн
а,

 т
о 

бу
де

 п
ра

ви
ль

на
 і 

рі
вн

іс
ть

 
k

k
a

a
m

=
=

−
−

)
(

.  
 За

да
ч

а 
17

. 
П

о
б

уд
ув

а
т

и
 

к
ва

д
р

а
т

, 

д
ві

 п
р

о
т

и
ле

ж
н
і 

ве
р
ш

и
н
и
 

я
к
о

го
 

н
а

ле
ж

а
т

ь 
д

а
н
ій

 

п
р

ям
ій

, 
а

 д
ві

 і
н
ш

і 
–

 д
во

м
 

д
а

н
и
м

 к
о

ла
м

. 

А
н
а

лі
з.

 Н
ех

ай
 A

B
C

D
– 

ш
ук

ан
ий

 
кв

ад
ра

т,
 

ве
рш

ин
и 

A
 і

 C
 н

ал
еж

ат
ь 

да
ні

й 
пр

ям
ій

 
a
, 

а 

D

O

1
O

2
OC

2
O

1
A

1
B

1
C

1
D

AB

a

Ри
с.
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та
ко

ж
 

де
як

а 
пр

ям
а 

g
'.
 

П
ри

 
ць

ом
у 

ко
еф

іц
іє

нт
и 

пр
и 

зм
ін

ни
х 

в 
от

ри
м

ан
их

 р
ів

ня
нн

ях
 в

ід
по

ві
дн

о 
рі

вн
і, 

та
к 

щ
о 

пр
ям

і  
g

 і 
 g

’ 
па

ра
ле

ль
ні

. 
Д

ов
ед

ем
о 

др
уг

у 
вл

ас
ти

ві
ст

ь 
па

ра
ле

ль
но

го
 

пе
ре

не
се

нн
я.

 Я
кщ

о 
 А

(x
1
, 

y
1
),

 
В

(х
2
,у

2
) 

- 
дв

і 
до

ві
ль

ні
 

то
чк

и 
і 

А
'(

х’
1
,у

’ 1
) 

і 
В

’(
х'

г,
у'

г)
 -

 ї
х 

об
ра

зи
, 

то
 x

1
’=

x 1
+

m
, 

y 1
’=

y 1
+

n
, 

 
 

 
 

x 2
’=

x 2
+

m
, 

 
 

 
y 2

’=
y 2

+
n

, 
то

м
у ).

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)'

,'
(

2
1

2
2

1
2

2
' 1

' 2
2

' 1
' 2

A
B

y
y

x
x

y
y

x
x

B
A

ρ
ρ

=
−

+
−

=
−

+
−

=

О
тж

е,
 

па
ра

ле
ль

не
 

пе
ре

не
се

нн
я 

є 
пе

ре
м

іщ
ен

ня
м

 
пл

ощ
ин

и.
 

Я
кщ

о 
ве

кт
ор

  
0�

�
=

v
, т

о 
в 

ць
ом

у 
ви

па
дк

у 
ко

ж
на

 т
оч

ка
 

пл
ощ

ин
и 

пе
ре

хо
ди

ть
 

са
м

а 
в 

се
бе

, 
то

бт
о 

є 
ін

ва
рі

ан
тн

ою
 і

 м
и 

м
ає

м
о 

т
о

т
о

ж
н

е
 

п
е
р

ет
в
о

р
е
н

н
я

. 

Я
кщ

о 
0�

�
≠

v
 , 

то
 ін

ва
рі

ан
тн

их
 т

оч
ок

 н
ем

ає
. 

3.
2.

   
О

сь
о
ва

 с
и

м
ет

р
ія

 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
С

им
ет

рі
єю

 S
1
 в

ід
но

сн
о 

пр
ям

ої
 l

 
на

зи
-

ва
єт

ьс
я 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 п
ло

щ
ин

и,
 п

ри
 я

ко
м

у 
об

ра
зо

м
 

то
чк

и 
l

A
∉

 є
 т

оч
ка

 А
' 
(ц

іє
ї ж

 п
ло

щ
ин

и)
, т

ак
а 

щ
о:

 

1)
 

l
A

A
⊥'

, 

2)
 

то
чк

а 
А

0
 

=
(А

А
’)
∩

 
l 

- 
се

ре
ди

на
 в

ід
рі

зк
а 

А
А

' 
(р

ис
. 2

). 

П
ря

м
а 

 l
 н

аз
ив

ає
ть

ся
 в

іс
с
ю

 

с
и

м
е
т

р
ії

. 
Я

кщ
о 

то
чк

а 
К
∈

l,
 

то
 К

' 
=

 К
, 

то
бт

о 
ко

ж
на

 т
оч

ка
, 

щ
о 

на
ле

ж
ит

ь 
l 

є 
по

дв
ій

но
ю

 
то

чк
ою

 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

0
A

l

A A
′

K K
′

Ри
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си
м

ет
рі

ї; 
ін

ш
их

 
то

чо
к 

пл
ощ

ин
и,

 
щ

о 
м

аю
ть

 
та

ку
  

вл
ас

ти
ві

ст
ь 

не
м

ає
. 

Н
е 

об
м

еж
ую

чи
 з

аг
ал

ьн
ос

ті
 п

ри
йм

ем
о 

за
 в

іс
ь 

си
м

ет
рі

ї 
як

у-
не

бу
дь

 з
 о

се
й 

ко
ор

ди
на

т.
 Н

ап
ри

кл
ад

, п
ри

 с
им

ет
рі

ї 
ві

дн
ос

но
 о

сі
 О

х
 к

ож
на

 т
оч

ка
 А

(х
,у

) 
пе

ре
хо

ди
ть

 в
 т

оч
ку

 
А

'(
х,

-у
) 

(р
ис

. 
3)

. 
Зв

ід
си

 м
ає

м
о,

 щ
о 

да
не

 п
ер

ем
іщ

ен
ня

 
ви

ра
ж

ає
ть

ся
 ф

ор
м

ул
ам

и:
 

 
'

,
'

.
x

x

y
y

  

= =
−

  
(2

) 

Я
кщ

о 
за

 в
іс

ь 
си

м
ет

рі
ї 

вз
ят

и 
ві

сь
 д

ек
ар

то
во

ї 
си

ст
ем

и 
ко

ор
ди

на
т 

О
у,

 
то

 
од

ер
ж

им
о 

на
ст

уп
ні

 
ф

ор
м

ул
и 

дл
я 

ви
ра

ж
ен

ня
 о

сь
ов

ої
 с

им
ет

рі
ї: 

 
'

,
'

.
x

x

y
y

=
−

 
=


 

(3
) 

 Р
оз

гл
ян

ем
о 

де
як

і в
ла

ст
ив

ос
ті

 о
сь

ов
ої

 с
им

ет
рі

ї. 
1)

 О
сь

ов
а 

си
м

ет
рі

я 
є 

пе
ре

м
іщ

ен
ня

 д
ру

го
го

 р
од

у.
 

С
пр

ав
ді

, н
ех

ай
 А

(х
1
, 

у 1
),

  
 В

(х
2
, 

у 2
)-

 д
ві

 д
ов

іл
ьн

і т
оч

ки
 

пл
ощ

ин
и,

 а
 т

оч
ки

 А
’(

х 1
, 
-у

1
),

 В
’(

х 2
, 
-у

2
)-

 їх
 о

бр
аз

и.
 Т

од
і: )

(
)

(
)

(
))

(
)

((
)

(
)'

,'
(

2
2

1
2

1
2

2
1

2
2

1
2

A
B

y
y

x
x

y
y

x
x

B
A

ρ
ρ

=
−

+
−

=
−

−
−

+
−

=
. 

Із
 (2

) і
  (

3)
 м

ає
м

о,
 щ

о 
.1−

=
ε

 
2)

 
П

ри
 

ос
ьо

ві
й 

си
м

ет
рі

ї 
ві

сь
 

си
м

ет
рі

ї 
за

ли
ш

ає
ть

ся
 

 
ін

ва
рі

-
ан

тн
ою

, 
пр

ич
ом

у 
аб

со
лю

тн
о 

(в
сі

 
то

чк
и 

ін
ва

рі
ан

тн
і).

 
3)

 П
ря

м
а,

 я
ка

 п
ер

пе
нд

ик
ул

яр
на

 
до

 
ос

і 
си

м
ет

рі
ї 

є 
ін

ва
рі

ан
тн

ою
 

(п
ер

ех
од

ит
ь 

са
м

а 
в 

се
бе

), 
ал

е 
не

 
аб

со
лю

тн
о 

(д
ив

. р
ис

.3
). 

 

4)
 

П
ря

м
а,

 
щ

о 
па

ра
ле

ль
на

 
ос

і 

(
,

)
A

x
y

1
(

,
)

A
x

y
−

0
A

Oy

x

g g
′

Ри
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За
да

ч
а 

14
. 

Д
о

ве
д
іт

ь,
 щ

о
 л

ін
ія

, 
 р

ів
н
я
н
н
я
 я

к
о

ї 
х2

+
2

у2
-

1
=

0
, 
си

м
ет

р
и

ч
н
а

 в
ід

н
о

сн
о

 к
о

о
р

д
и

н
а

т
н
и

х 
о
се

й
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 В
ик

он
ає

м
о 

си
м

ет
рі

ю
 в

ід
но

сн
о 

ос
і 

х 
за

 
ф

ор
м

ул
ам

и:
 

 


−
==

.
'

,
'

y
y

x
x

 

Рі
вн

ян
ня

 
лі

ні
ї-

об
ра

за
 

бу
де

 
(x

´)
2
+

2
(-

y´
)2

-1
=

0
 

аб
о 

0
1

2
2'

2'
=

−
+

y
x

, 
і 

во
но

 
зб

іг
ає

ть
ся

 
з 

рі
вн

ян
ня

м
 

лі
ні

ї- 
об

ра
за

. 
А

на
ло

гі
чн

о 
до

во
ди

ть
ся

  
си

м
ет

рі
я 

ві
дн

ос
но

 о
сі

 
у.

  За
да

ч
а 

15
. 

З
н
а
й

д
іт

ь 
р

ів
н
я
н
н
я
 

о
сь

о
во

ї 
си

м
ет

р
ії

 

ві
д

н
о

сн
о

 п
р

я
м

о
ї 

у=
х.

 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
За

 
ум

ов
ою

 
рі

вн
ян

ня
 

ос
і 

р
 

си
м

ет
рі

ї 
(б

іс
ек

тр
ис

и 
пе

рш
ог

о 
і 

тр
ет

ьо
го

 к
оо

рд
ин

ат
ни

х 
ку

ті
в)

 
бу

де
 у

=
х 

аб
о 

 
х-

у=
0

  
 (1

) 
Д

ля
 р

оз
в’

яз
ув

ан
ня

 з
ад

ач
і 

 с
лі

д 
ви

ра
зи

ти
 

ко
ор

ди
на

ти
 

об
ра

зу
 

)'
,'

('
y

x
A

 
че

ре
з 

ко
ор

ди
на

ти
 

пр
оо

бр
аз

у 
A

(x
,y

) 
ві

дн
ос

но
 

ос
і 

p
 

(р
ис

.1
0)

. 
Зг

ід
но

 
з 

оз
на

че
нн

ям
 

ос
ьо

во
ї 

си
м

ет
рі

ї, 
по

-п
ер

ш
е,

 
се

ре
ди

на
 

ві
др

із
ка

 
'

A
A

 
то

чк
а 

 
 

+
+

2
'

,
2

'
y

y
x

x
M

 
на

ле
ж

ит
ь 

ос
і 

 
p
 

(р
ис

. 1
0)

, і
 т

ом
у 

її 
ко

ор
ди

на
ти

 з
ад

ов
ол

ьн
яю

ть
 р

ів
ня

нн
я 

(1
), 

то
бт

о,
  

 
0

2
'

2
'

=
+

−
+

y
y

x
x

, 
(2

) 

(
,

)
A

x
y

(
,

)
A

x
y

′
′

′

x

p
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рі
вн

об
ед

ре
но

го
 т

ри
ку

тн
ик

а 
то

чк
а 

A
 

пе
ре

хо
ди

ть
 у

 C
, 

то
чк

а 
B

 –
 B

, 
ві

др
із

ок
  

A
B

 –
 у

 в
ід

рі
зо

к 
 C

B
. 

В
ід

рі
зк

и 
 A

M
 

і 
C

N
, 

A
P

 і
 C

Q
 р

ів
ні

, т
ом

у 
зг

ід
но

 з
 в

ла
ст

ив
іс

тю
 о

сь
ов

ої
 

си
м

ет
рі

ї 
то

чк
и 

N
 п

ер
ей

де
 в

 т
оч

ку
 M

 і
 т

оч
ка

 P
 в

 т
оч

ку
. 

О
тж

е,
 

ві
др

із
ок

 
N

Q
 

 
си

м
ет

ри
чн

ий
 

ві
дн

ос
но

 
ос

і 
B

D
 

ві
др

із
ку

 M
P

, 
то

ді
 в

ід
рі

зк
и 

N
Q

 і
 M

P
 (

об
ра

з 
і 

пр
оо

бр
аз

) 
пе

ре
тн

ут
ь 

ві
сь

 B
D

 
в 

од
ні

й 
і 

ті
й 

са
м

ій
 т

оч
ці

 О
, 

як
а 

на
ле

ж
ит

ь 
ви

со
ті

 B
D

.  
 За

да
ч

а 
13

. 
Д

о
ве

д
іт

ь,
 щ

о
 з

 у
сі

х 
т

р
и

к
ут

н
и

к
ів

 з
 д

а
н
о

ю
 

о
сн

о
во

ю
 

і 
д

а
н
о
ю

 
ви

со
т

о
ю

 
р

ів
н
о

б
ед

р
ен

и
й

 
м

а
є 

н
а

й
м

ен
ш

и
й

 п
ер

и
м

ет
р

. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 П
ор

ів
ня

єм
о 

пе
ри

м
ет

р 
дв

ох
 т

ри
ку

тн
ик

ів
 

A
B

C
 
i 

A
B

C
1
 д

е 
A

B
C

 р
ів

но
бе

д-
ре

ни
й 

тр
ик

ут
ни

к,
 а

 т
ри

ку
тн

ик
 

A
B

C
1
 б

уд
ь-

як
ий

 з
 т

их
, 

щ
о 

м
ає

 
од

на
ко

ву
 

ос
но

ву
 

і 
ви

со
ту

 
з 

рі
вн

об
ед

ре
ни

м
 (

ри
с.

9)
. 

Їх
 в

ер
-

ш
ин

и 
C

 i
 C

1
 л

еж
ат

ь 
на

 п
ря

м
ій

  
p

, 
па

ра
ле

ль
ні

й 
пр

ям
ій

 
A

B
. 

Д
ов

ес
ти

, щ
о 

A
C

1
+

C
1
B

>
A

C
+

C
B

. 
Зн

ай
де

м
о 

то
чц

і 
B

 
си

м
ет

ри
чн

у 
їй

 B
´ в

ід
но

сн
о 

ос
і p

:B
´=

S
p
(B

).
 

C
B

´=
C

B
, 

B
C

1
=

C
1
B

´ 
(я

к 
си

м
ет

-
ри

чн
і 

ві
др

із
ки

) 
0

18
0

'=
∠

A
C

B
, 

то
м

у 
A

C
B

´–
 п

ря
м

а 
і, 

от
ж

е,
 з

гі
дн

о 
з 

те
ор

ем
ою

, з
а 

як
ою

 
до

вж
ин

а 
ла

м
ан

ої
 н

е 
м

ен
ш

а 
за

 д
ов

ж
ин

у 
ві

др
із

ка
, 

щ
о 

з’
єд

ну
є 

її 
кі

нц
і, 

м
ає

м
о:

 
A

C
1
+

C
1
B

´>
A

C
+

C
B

´ 
аб

о 
A

C
1
+

C
1
B

>
A

C
+

C
B

, щ
о 

й 
тр

еб
а 

бу
ло

 д
ов

ес
ти

. 
 

Ри
с.
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A

B

C

1
B

1
C

p
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си
м

ет
рі

ї п
ер

ех
од

ит
ь 

в 
па

ра
ле

ль
ну

 д
о 

не
ї п

ря
м

у.
  

О
ск

іл
ьк

и 
ос

ьо
ва

 с
им

ет
рі

я 
є 

пе
ре

м
іщ

ен
ня

, т
о 

дл
я 

не
ї х

ар
ак

те
рн

і в
сі

 в
ла

ст
ив

ос
ті

 п
ер

ем
іщ

ен
ня

. 
М

но
ж

ин
а 

ос
ьо

ви
х 

си
м

ет
рі

й 
не

 у
тв

ор
ю

є 
гр

уп
у,

 
ос

кі
ль

ки
 

ко
м

по
зи

ці
я 

дв
ох

 
ос

ьо
ви

х 
си

м
ет

рі
й 

є 
ру

х 
пе

рш
ог

о 
ро

ду
. 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
Я

кщ
о 

пр
и 

си
м

ет
рі

ї 
ві

дн
ос

но
 п

ря
м

ої
 l

 
де

як
а 

ф
іг

ур
а 

F
 

ві
до

бр
аж

ає
ть

ся
 н

а 
се

бе
, 

то
 п

ря
м

а 
l 

на
зи

ва
єт

ьс
я 

ві
сс

ю
 с

и
м

ет
р
ії

 д
ан

ої
 ф

іг
ур

и.
 

Т
ом

у 
ді

ам
ет

р 
бу

дь
-я

ко
го

 
ко

ла
 

є 
ві

сс
ю

 
си

м
ет

рі
ї 

да
но

го
 

ко
ла

; 
бу

дь
-я

ка
 

пр
ям

а,
 

щ
о 

пе
рп

ен
ди

ку
ля

рн
а 

да
ні

й 
пр

ям
ій

, 
є 

ві
сс

ю
 с

им
ет

рі
ї 

ці
єї

 п
ря

м
ої

; 
бу

дь
-я

ка
 

ви
со

та
 п

ра
ви

ль
но

го
 т

ри
ку

тн
ик

а 
є 

йо
го

 в
іс

сю
 с

им
ет

рі
ї. 

3
.3

 П
о

в
о

р
о

т
. 

О
зн

ач
ен

н
я

. Н
ех

ай
 з

ад
ан

о 
то

чк
у 

О
 -

 ц
ен

тр
 п

ов
ор

от
у 

і д
ея

ки
й 

ор
іє

нт
ов

ан
ий

 к
ут

 а
. 

Т
од

і п
о

в
о

р
о
т

о
м

 н
а

в
к

о
л

о
 

т
о

ч
к

и
 

О
 

н
а

 
к

ут
 

а
 

на
зи

ва
єт

ьс
я 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

, 
пр

и 
як

ом
у 

ко
ж

ні
й 

то
чц

і 
А

 
пл

ощ
ин

и 
ст

ав
ит

ьс
я 

у 
ві

дп
ов

ід
ні

ст
ь 

та
ка

 т
оч

ка
 А

' 
ці

єї
 п

ло
щ

ин
и,

 щ
о:

 

1)
 

)
(

)'
(

O
A

O
A

ρ
ρ

=
; 

2)
 К

ут
 А

О
А

´ 
рі

вн
ий

 к
ут

у 
α 

і 
ор

іє
нт

ов
ан

ий
 т

ак
 с

ам
о 

як
 

ку
т 

α.
 

П
ов

ор
от

 
на

вк
ол

о 
то

чк
и 

О
 

на
 

ку
т 

α 
по

зн
ач

ає
ть

ся
 

α o
R

. 

В
иб

ер
ем

о 
це

нт
ро

м
 

по
во

ро
ту

 
по

ча
то

к 
ко

ор
ди

на
т 
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пр
ям

ок
ут

но
ї 

де
ка

рт
ов

ої
 

си
ст

ем
и 

і 
зо

рі
єн

ту
єм

о 
ку

т 
 

(i
,^

j)
 т

ак
 с

ам
о,

 я
к 

да
ни

й 
ку

т 
α.

  
Н

ех
ай

 A
(x

, 
y)

→
(

)
y

x
A

′
′

′
,

 Я
кщ

о 
(р

ис
.4

) 
по

зн
ач

ит
и 

ку
т 

(
)

O
A

i
∧ ,

 
че

ре
з 

β,
 т

о 
ку

т 
 (

'
^,

O
A

i�
) 

бу
де

 
м

ат
и 

та
ку

 с
ам

у 
ж

 в
ел

ич
ин

у,
 

як
 і 

ку
т 

α+
β.

 Т
ом

у 
(

)
(

)
β

α
β

α
β

α
si

n
si

n
co

s
co

s
co

s
−

=
+

′
=′

O
A

A
O

x
. 

А
на

ло
гі

чн
о 

Y
’=

O
A

’s
in

(α
+

β
)=

O
A

 (
si

n
α

 c
o
sβ

 +
co

sα
 s

in
β

).
 А

 о
ск

іл
ьк

и 
O

A
 c

o
s 

β
=

x,
 O

A
 s

in
 β

=
y,

 т
о 

 


+
=

−
=

.
co

s
si

n
'

,
si

n
co

s
'

α
α

α
α

y
x

y

y
x

x
  

(4
) 

Ц
е 

і 
ф

ор
м

ул
и 

ан
ал

іт
ич

но
го

 
ви

ра
ж

ен
ня

 
по

во
ро

ту
 

на
вк

ол
о 

по
ча

тк
у 

ко
ор

ди
на

т 
на

 к
ут

 α
.  

Я
кщ

о 
ж

 ц
ен

тр
 п

ов
ор

от
у 

м
іс

ти
ть

ся
 в

 д
ов

іл
ьн

ій
 т

оч
ці

 
М

0
(х

0
, 

у 0
),

 т
о 

ф
ор

м
ул

и 
по

во
ро

ту
 н

аб
ув

аю
ть

 в
иг

ля
ду

: 

 


+
−

+
−

=

+
−

−
−

=

0
0

0

0
0

0

co
s

)
(

si
n

)
(

'

si
n

)
(

co
s

)
(

'

y
y

y
x

x
y

x
y

y
x

x
x

α
α

α
α

 
(5

) 

Н
е 

ва
ж

ко
 в

пе
вн

ит
ис

я,
 щ

о 
по

во
ро

т 
є 

пе
ре

м
іщ

ен
ня

м
 

пе
рш

ог
о 

ро
ду

, 
то

м
у 

дл
я 

нь
ог

о 
м

аю
ть

 
м

іс
це

 
ус

і 
вл

ас
ти

во
ст

і п
ер

ем
іщ

ен
ня

. 
М

но
ж

ин
а 

вс
іх

 
по

во
ро

ті
в 

ут
во

рю
є 

гр
уп

у,
 

як
а 

є 
пі

дг
ру

по
ю

 г
ру

пи
 р

ух
ів

 п
ер

ш
ог

о 
ро

ду
. 

С
пр

ав
ді

:  
β

α
α

β
+

=
0

0
0

R
R

R
�

  і
   

α
α

−
−
=

0
1

0
)

(
R

R
. 

 О
зн

ач
ен

н
я

. 
П

ов
ор

от
 н

ав
ко

ло
 т

оч
ки

 О
 н

а 
ку

т 
18

00  
на

зи
ва

єт
ьс

я 
ц

ен
тр

ал
ьн

ою
 с

и
м

ет
р

іє
ю

 (
Z

0)
. 

 Т
оч

ку
 О

 

Ри
с.
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з
A

B
C

∆
 

в 
ре

зу
ль

та
ті

 
па

ра
ле

ль
но

го
 

пе
ре

не
се

нн
я.

 

За
пи

ш
ем

о 
ф

ор
м

ул
и 

ць
ог

о 
пе

ре
не

се
нн

я:
 

1 2

'
,

'
.

x
x

a

y
y

a

=
+

 
=

+


. 

О
ск

іл
ьк

и 
пр

и 
ць

ом
у 

пе
ре

тв
ор

ен
ні

 т
оч

ка
 А

 п
ер

ех
од

ит
ь 

в 

то
чк

у 
А

’, 
то

 м
ає

м
о 



==
⇒



+
=

+
=

,1,5

0
1

1
6

21

21

aa

aa
  т

об
то

 
)1,5(

a�
. Т

од
і 

ш
ук

ан
і ф

ор
м

ул
и 

ан
ал

іт
ич

но
го

 в
ир

аж
ен

ня
 п

ар
ал

ел
ьн

ог
о 

пе
ре

не
се

нн
я 

м
аю

ть
 в

иг
ля

д:
 

 


+
=

+
=

.1
'

,5
'

y
y

x
x

 

За
ст

ос
ув

ан
ня

 
ру

хі
в,

 
зо

кр
ем

а,
 

ос
ьо

во
ї 

си
м

ет
рі

ї, 
по

во
ро

ту
, 

па
ра

ле
ль

но
го

 
пе

ре
не

се
нн

я,
 

це
нт

ра
ль

но
ї 

си
м

ет
рі

ї 
зн

ач
но

 
до

по
м

аг
ає

 
пр

и 
ро

зв
’я

зу
ва

нн
і 

ге
ом

ет
ри

чн
их

 
за

да
ч 

на
 

до
ве

де
нн

я,
 

об
чи

сл
ен

ня
, 

по
бу

до
ву

. Р
оз

гл
ян

ем
о 

де
як

і 
пр

ик
ла

ди
 н

а 
ви

ко
ри

ст
ан

ня
 

пе
ре

м
іщ

ен
ь.

 
 

М
ет

од
 о

сь
ов

ої
 с

и
м

ет
р

ії
 

За
да

ч
а1

2.
 

Н
а

 
о

сн
о

ві
 

р
ів

н
о
б

ед
р

ен
о

го
 

т
р

и
к
ут

н
и

к
а
 

А
В

С
 
ві

д
к
ла

д
ен

о
 
р
ів

н
і 

ві
д

р
із

к
и

 
A

M
 
 
і 

C
N

, 
а

 
н
а

 б
іч

н
и
х 

ст
о

р
о

н
а

х 
–

 
р

ів
н
і 

ві
д

р
із

к
и

 
A

P
 

і 

C
Q

 .
 Д

о
ве

ст
и

, 
щ

о
 в

ід
р
із

к
и

 P
M

 і
 

Q
N

 
п

ер
ет

и
н
а

ю
т

ьс
я
 

н
а

 
ви

со
т

і 

B
D

 ц
ьо

го
 т

р
и

к
ут

н
и
к
а

. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
Н

ех
ай

 
да

ні
 

ві
др

із
ки

 
ві

дк
ла

де
но

 
та

к,
 

як
 

по
ка

за
но

 н
а 

ри
с.

8.
 Р

оз
гл

ян
ем

о 
ос

ьо
ву

 
си

м
ет

рі
ю

, 
ві

сс
ю

 
як

ої
 

бу
де

 п
ря

м
а 

B
D

. 
За

 в
ла

ст
ив

іс
тю

 
Ри

с.
8 

A

B

C

Q
P

O

N
M

D
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Т
еп

ер
 

м
ож

на
 

за
пи

са
ти

 
ф

ор
м

ул
и 

пе
ре

тв
ор

ен
ня

 
b l

a
W

T
f

�

�
�

:
 

 
 

3, 6.
x

y

y
x

′′′
=
−

+
 

′′′
=
−

+


 

За
да

ч
а 

10
. 

З
а

п
и

са
т

и
 

ф
о

р
м

ул
и

 
п

ер
ет

во
р
ен

н
я
 

1−
f

 

о
б

ер
н
ен

о
го

 д
о

 п
ер

ет
во

р
ен

н
я
  

 
'

,
:

'
.

x
x

y
f

y
x

y

=
−

 
=

+


 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 Р
оз

в’
яж

ем
о 

си
ст

ем
у 

 

+
=

−
=

y
x

y

y
x

x

'
,

'
 в

ід
но

сн
о 

х 
і 

у.
 

М
ає

м
о,

 
щ

о
),'

'
(

21
y

x
x

+
=

 
)'

'
(

21
y

x
y

+
−

=
. 

О
тж

е,
 

ф
ор

м
ул

и 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

1−
f

 м
аю

ть
 в

иг
ля

д:
 

 

1
1

'
',

2
2

1
1

'
'.

2
2

x
x

y

y
x

y


=

+
   

=
−

+
 

 

За
да

ч
а 

11
. В

 р
еп

ер
і 

д
а

н
о

 R
 к

о
о

р
д
и

н
а

т
и

 т
о

ч
о
к
 A

(1
,0

),
 

B
(1

,3
),

C
(3

,1
),

 
A

’(
6

,1
),

 
B

’(
6

,4
),

C
’(

8
,2

).
 

Д
о

ве
ст

и
, 

щ
о
 

'
'

'
С

В
А

∆
  

ут
во

р
ен

и
й

 в
н
а

сл
ід

о
к
 п

а
р

а
ле

ль
н
о
го

 п
ер

ен
ес

ен
н
я 

A
B

C
∆

. 
В

и
зн

а
ч
и

т
и

 
ф

о
р
м

ул
и

 
п

ер
ет

во
р
ен

н
я
 

і 
за

п
и
са

т
и
 

к
о
о

р
д
и

н
а

т
и

 в
ек

т
о
р
а

, 
н
а

 я
к
и

й
 з

д
ій

сн
ю

єт
ьс

я
 п

а
р
а

ле
ль

н
е 

п
ер

ен
ес

ен
н
я
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 З
на

йд
ем

о 
ве

кт
ор

и:
 

 
)2

,2('
'

),1,2('
'

),3,0('
'

),2
,2(

),1,2(
),3,0(

−
−

C
B

C
A

B
A

B
C

A
C

А
В

. 
О

тр
им

ал
и,

 щ
о 

'
'B

A
A

B
=

, 
,'

'C
A

A
C
=

 
'

'C
B

B
C
=

. 
О

тж
е,

 
ст

ор
он

и 
A

B
 і 

A
’B

’ 
 і 

A
’C

’,
 B

C
 i 

B
’C

’ 
да

ни
х 

тр
ик

ут
ни

кі
в 

є 
па

ра
ле

ль
ни

м
и 

і 
рі

вн
им

и.
 Т

об
то

 
'

'
'

С
В

А
∆

 о
тр

им
ує

ть
ся
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на
зи

ва
ю

ть
 ц

ен
т

р
о

м
 с

и
м

ет
р

ії
. 

За
пи

ш
ем

о 
ф

ор
м

ул
и 

дл
я 

ан
ал

іт
ич

но
го

 
ви

ра
ж

ен
ня

 
це

нт
ра

ль
но

ї 
си

м
ет

рі
ї. 

Н
ех

ай
 ц

ен
тр

 с
им

ет
рі

ї 
м

іс
ти

ть
ся

 
в 

по
ча

тк
у 

ко
ор

ди
на

т,
 

в 
то

чц
і 

О
(0

, 
0

),
 

то
ді

 
із

 
(4

) 
от

ри
м

ає
м

о 
на

ст
уп

ні
 ф

ор
м

ул
и:

 
  

 

'
,

'

x
x

y
y

=
− =
−

  
 

(6
) 

Я
кщ

о 
ж

 
це

нт
р 

зн
ах

од
ит

ьс
я 

в 
до

ві
ль

ні
й 

то
чц

і  
М

0
(х

0
, 

у 0
),

 т
о 

із
 (

 5
) 

од
ер

ж
им

о:
 

 


+
−

−
=

+
−

−
=

0
0

0
0

)
(

'

)
(

'

y
y

y
y

x
x

x
x

⇒


+
−

=

+
−

=

00

2
'

2
'

y
y

y

x
x

x
 

(7
) 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
Я

кщ
о 

де
як

а 
ф

іг
ур

а 
пр

и 
си

м
ет

рі
ї 

ві
дн

ос
но

 т
оч

ки
 О

 в
ід

об
ра

ж
ає

ть
ся

 н
а 

се
бе

, 
то

 т
оч

ка
 О

 
на

зи
ва

єт
ьс

я 
ц

е
н

т
р

о
м

 с
и

м
ет

р
ії

 д
ан

ої
 ф

іг
у
р

и
. 

Т
ом

у,
 

це
нт

р 
ко

ла
 

є 
од

но
ча

сн
о 

і 
йо

го
 

це
нт

ро
м

 
си

м
ет

рі
ї, 

то
чк

а 
пе

ре
ти

ну
 д

іа
го

на
ле

й 
па

ра
ле

ло
гр

ам
а 

– 
це

нт
р 

си
м

ет
рі

ї ц
ьо

го
 п

ар
ал

ел
ог

ра
м

а.
  

 

3
.4

 К
о

в
зн

а
 с

и
м

ет
р

ія
 

О
зн

ач
ен

н
я

. 
К

ом
по

зи
ці

я 
l

v
S

T
f

�
�

=
 о

се
во

ї с
им

ет
рі

ї S
1 

і 
пе

ре
не

се
нн

я 
v

T
�
 

пр
и 

l
v

||
�

на
зи

ва
єт

ьс
я 

к
о

в
зн

о
ю

 

с
и

м
ет

р
іє

ю
 

)
(

v e
W
�

 .
 

Я
кщ

о 
'

)
(

A
A

S
l

=
  і

  
''

)'
(

A
A

T
v

=
�

, f
(A

)=
A

’’
 

П
ор

яд
ок

 с
пі

вм
но

ж
ни

кі
в

v
T
�
 і 

S
1 

в 
да

но
м

у 
ви

па
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о
 

т
о

ч
к
и

 
А

(2
, 

1
) 

і 
В

(5
, 

5
).

 
З

н
а

й
т

и
 

к
ін

ец
ь
 
ве

к
т

о
р

а
 

A
C

, 
я
к
и

й
 
о

т
р

и
м

ує
т

ь
ся

 
із

 
ве

к
т

о
р

а
 

A
B

  
о

б
ер

т
а

н
н

я
м

 н
а

 к
у
т

65π
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 М
ає

м
о 

по
во

ро
т 

то
чк

и 
 В

(5
, 

5)
 н

а 
ку

т 

65π
α

=
 

на
вк

ол
о 

то
чк

и 
А

(2
, 

1)
. 

За
пи

ш
ем

о 
ф

ор
м

ул
и 

ан
ал

іт
ич

но
го

 в
ир

аж
ен

ня
 п

ов
ор

от
у 

в 
да

но
м

у 
ви

па
дк

у:
 

5
5

3
1

'
(

2)
co

s
(

1)
sin

2,
'

(
2)

(
1)

2,
6

6
2

2
5

5
1

3
'

(
2)

sin
(

1)
co

s
1,

'
(

2)
(

1)
1,

6
6

2
2

x
x

y
x

x
y

y
x

y
y

x
y

π
π

π
π




=
−

−
−

+
=
−

−
−

−
+


 


⇒

⇒






=

−
+

−
+

=
−

−
−

+







 

⇒
  

3
1

5
'

3
,

2
2

2
1

3
3

'
.

2
2

2

x
x

y

y
x

y


=
−

−
+

+
   

=
−

+
 

 

О
ск

іл
ьк

и 
то

чк
а 

В
 є

 п
ро

об
ра

зо
м

 т
оч

ки
 С

, 
то

 д
ля

 
зн

ах
од

ж
ен

ня
 к

оо
рд

ин
ат

 т
оч

ки
 С

 п
ід

ст
ав

им
о 

в 
ос

та
нн

і 
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=
f

1
2

S
d

S
d
�

. 
Т

ео
р

ем
а 

2.
 Д

о
б

ут
о

к
 д

во
х 

о
сь

о
ви

х 
си

м
ет

р
ій

, 
о

сі
 я

к
и

х 

d
1
, 

d
2
  

п
а

р
а

ле
ль

н
і 

і 
р

із
н

і,
 є

 п
а

р
а

ле
ль

н
и

м
 п

ер
ен

ес
ен

н
я
м

 

н
а

 
ве

к
т

о
р

p�
, 

д
о

вж
и

н
а

 
я
к
о

го
 

р
ів

н
а

 
ві

д
ст

а
н

і 
м

іж
 

п
р

я
м

и
м

и
 

d
1
, 

d
2
 

. 
Н

а
вп

а
к
и

, 
б

уд
ь
-я

к
е 

п
а

р
а

ле
ль

н
е 

п
ер

ен
ес

ен
н

я
 

н
а

 
ве

к
т

о
р

0�
�
≠

p
 

м
о

ж
н

а
 

р
о

зк
ла

ст
и

 
в 

д
о

б
ут

о
к
 

д
во

х 
о

сь
о

ви
х 

си
м

ет
р

ій
, 

о
сі

 
d

1
, 

d
2
 

я
к
и

х 

п
а

р
а

ле
ль

н
і 

і 
p

d
d

�

21
)

,
(

2
1

=
ρ

. 
 

Д
ов

ед
ен

ня
. 

В
иб

ер
ем

о 
пр

ям
ок

ут
ну

 
си

ст
ем

у 
ко

ор
ди

на
т 

{
}

2
1
,

,
A

A
O

R
=

 т
ак

, щ
о 

1
d

O
∈

,  
1

1
d

A
∈

,  
(р

ис
.7

).
 

Н
ех

ай
, 

)
,0(

2
2

a
D

d
O

A
=

∩
. 

Я
кщ

о 
М

(х
,у

),
)~ ,~ (

~
)

(
1

y
x

M
M

d
=

, 

)'
,'

('
)

~
(

2
y

x
M

M
d

=
,т

о 
 

  
'

,
'

(
,

',
0,

'
2

2
x

x
y

y
x

x
x

x
y

y
a

y
y

a

=


+
=

=
+

=
=

⇒


=
+



ɶ
ɶ
ɶ

ɶ
  

(*
) 

Ф
ор

м
ул

и 
(*

) 
ви

зн
ач

аю
ть

 в
 р

еп
ер

і 
R

 р
ух

=
f

1
2

S
d

S
d
�

. 
В

ід
ом

о,
 

щ
о 

ці
 

ф
ор

м
ул

и 
в 

ре
пе

рі
 

R
 

ви
зн

ач
аю

ть
 

пе
ре

не
се

нн
я 

f 
пл

ощ
ин

и 
на

 
ве

кт
ор

 
{

}
a

p
2,0

�
. 

О
тж

е,
 

1
2

S
d

S
d
�

- 
пе

ре
не

се
нн

я 
на

 
ве

кт
ор

 
p�

, 
де

 

)
,

(
21

2
1

d
d

a
p

ρ
=

=
�

. 

Н
ав

па
ки

, 
як

щ
о 

f–
 п

ер
ен

ес
ен

ня
 п

ло
щ

ин
и 

на
 в

ек
то

р 

p�
 і

 
p

O
D

�

21
∈

, 
то

, 
пр

ов
ів

ш
и 

че
ре

з 
O

 і
 D

 п
ря

м
і 

d
1
, 

d
2
, 

пе
рп

ен
ди

ку
ля

рн
і O

D
, з

а 
до

ве
де

ни
м

 в
ищ

е 
от

ри
м

ає
м

о:
 

p
d

d
d

d
d

d
f

�

21
)

,
(

),
||

(
2

1
2

1
1

2
=

⋅
=

ρ
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Т
ео

р
ем

а 
3.

 Б
уд

ь
-я

к
и

й
 р

ух
 f

  
п

ло
щ

и
н
и

 а
б

о
 є

 о
сь

о
во

ю
 

си
м

ет
р

іє
ю

, 
а

б
о

 р
о

зк
ла

д
о

м
 в

 д
о

б
ут

о
к
 н

е 
б

іл
ь
ш

е 
т

р
ь
о

х
 

о
сь

о
ви

х 
си

м
ет

р
ій

. 

Д
ов

ед
ен

ня
. 

Я
кщ

о 
ру

х 
f 

є 
ос

ьо
ва

 
си

м
ет

рі
я,

 
чи

 
по

во
ро

т 
пл

ощ
ин

и 
на

вк
ол

о 
то

чк
и,

 ч
и 

пе
ре

не
се

нн
я,

 т
о 

те
ор

ем
а 

сп
ра

ве
дл

ив
а 

(д
ив

. 
те

ор
ем

и 
1,

2)
. 

Я
кщ

о 
 

f-
 

ко
вз

на
 

си
м

ет
рі

я,
 

то
 

f=
g

d
1
, 

де
 

g
 

–п
ер

ен
ес

ен
ня

 
на

 
ве

кт
ор

 
1

||
d

p�
. З

а 
те

ор
ем

ою
 2

 м
ає

м
о:

2
3

S
d

S
d

g
⋅

=
. З

ві
дс

и,
 

1
2

3
)

(
S

d
S

d
S

d
f

⋅
=

 . 
Я

кщ
о 

f–
 т

от
ож

не
 п

ер
ет

во
ре

нн
я,

 т
о 

дл
я 

бу
дь

-я
ко

ї 
d

 
пр

ям
ої

 м
ає

м
о:

 
S
d
S
d

f
=

. 
 §5

. П
ід

гр
уп

и
 г

р
уп

и
 п

ер
ем

іщ
ен

ь
 п

л
ощ

и
н

и
 

 
Ро

зг
ля

не
м

о 
на

йв
аж

ли
ві

ш
і 

пі
дг

ру
пи

 
гр

уп
и 

D
 

пе
ре

м
іщ

ен
ь 

пл
ощ

ин
и.

 
П

оз
на

чи
м

о 
че

ре
з 

D
1
 м

но
ж

ин
у 

ру
хі

в 
пе

рш
ог

о 
ро

ду
. 

В
ся

ке
 

пе
ре

м
іщ

ен
ня

 
1

D
f
∈

 
пе

ре
во

ди
ть

 
бу

дь
-я

ки
й 

ор
то

но
рм

ов
ан

ий
 

ре
пе

р 
в 

ре
пе

р 
ті

єї
 

ж
 

ор
іє

нт
ац

ії.
 

Зв
ід

си
 м

ає
м

о,
 щ

о 
f,

 
1

1
D

fg
D

g
∈

⇒
∈

 і
  

1
1

1
D

f
D

f
∈

⇒
∈

−
, 

i, 
зн

ач
ит

ь 
D

1
 п

ід
гр

уп
а 

гр
уп

и 
D

 р
ух

ів
 п

ло
щ

ин
и;

 в
он

а 
на

зи
ва

єт
ьс

я 
гр

уп
о

ю
 р

ух
ів

 п
ер

ш
о

го
 р

о
д

у.
 

Н
ех

ай
 r

 і
 s

– 
дв

а 
ру

хи
 д

ру
го

го
 р

од
у,

 R
- 

бу
дь

-я
ки

й 
ор

то
но

рм
ов

ан
ий

 
ре

пе
р 

і 
r(

R
)=

R
’, 

(
')

''
s

R
R

=
⇒

 
(

)(
)

''
sr

R
R

⇒
=

. 
Ре

пе
ри

 R
 і

 R
’ 

пр
от

ил
еж

но
 о

рі
єн

то
ва

ні
, 

як
 

і 
ре

пе
ри

 
R

’,
R

’’
, 

то
м

у 
ре

пе
ри

 R
 

і 
R

’’
 

од
на

ко
во

 
ор

іє
нт

ов
ан

і, 
а 

от
ж

е,
 

r
s
⋅

– 
ру

х 
пе

рш
ог

о 
ро

ду
. 

Т
ак

им
 

чи
но

м
, 

до
бу

то
к 

бу
дь

-я
ки

х 
дв

ох
 

ру
хі

в 
др

уг
ог

о 
ро

ду
 

є 
ру

х 
пе

рш
ог

о 
ро

ду
. 

Т
ом

у 
м

но
ж

ин
а 
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Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
За

пи
ш

ем
о 

ко
ор

ди
на

тн
е 

за
да

нн
я 

па
ра

ле
ль

но
го

 п
ер

ен
ес

ен
ня

 н
а 

ве
кт

ор
 (1

, 3
):

 

 
'

1,
'

3.
x

x

y
y

=
+

 
=

+


 

В
из

на
ча

єм
о 

з 
да

но
ї с

ис
те

м
и 

x 
і y

: 

 
x=

x’
-1

, 
 y

=
y’

-3
. 

В
 

рі
вн

ян
ня

 
пр

ям
ої

 
 

2
x+

3
y+

6
=

0
 

за
м

іс
ть

 
x 

і 
y 

пі
дс

та
вл

яє
м

о 
їх

 з
на

че
нн

я:
 

 
2

(x
’-

1
)+

3
(y

’-
3

)+
6

=
0

, 

 
2

x’
+

3
y’

-5
=

0
. 

О
тж

е 
об

ра
зо

м
 п

ря
м

ої
 2

х+
2
у+

6
=

0
  є

 п
ря

м
а 

2
x’

+
3
y’

-5
=

0
. 

 За
да

ч
а 

5.
 З

н
а

й
т

и
 

п
р

о
о

б
р

а
з 

п
р

я
м

о
ї 

2
х-

у+
1

=
0

 
п

р
и

 

п
о

во
р

о
т

і 
н

а
вк

о
ло

 п
о

ч
а

т
к
у 

к
о

о
р

д
и

н
а

т
 н

а
 к

ут
 

4π
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
О

ск
іл

ьк
и 

да
на

 
пр

ям
а 

є 
об

ра
зо

м
 

ш
ук

ан
ої

, 
то

 ї
ї 

рі
вн

ян
ня

 з
ап

иш
ет

ьс
я 

та
к:

 2
x’

-y
’+

1
=

0
. 

За
пи

са
вш

и 
те

пе
р 

ан
ал

іт
ич

не
 з

ад
ан

ня
 п

ов
ор

от
у 

 

2
2

'
,

2
2

2
2

'
,

2
2

x
x

y

y
x

y


=

−
   

=
+

 

  

то
 о

тр
им

ає
м

о 
ш

ук
ан

ий
 п

ро
об

ра
з 

пр
ям

ої
: 

0
1

22
3

22
1

22
22

)
22

22
(2

=
+

−
=

+
−

−
−

y
x

y
x

y
x

, 

то
бт

о 
  

0
2

2
3

2
=

+
−

y
x

. 
 За

да
ч

а 
6.

 
З

н
а

й
т

и
 

ін
ва

р
іа

н
т

н
і 

т
о

ч
к
и

 
п

р
и

 

п
ер

ет
во

р
ен

н
і 
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За
да

ч
а 

2.
 

З
н

а
й

т
и

 
о

б
р

а
з 

М
’ 

т
о

ч
к
и

 
М

( 
1

,2
) 

п
р

и
 

п
а

р
а

ле
ль

н
о

м
у 

п
ер

ен
ес

ен
н

і 
н

а
 в

ек
т

о
р

 
)3,2(

a�
. 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
За

пи
ш

ем
о 

ф
ор

м
ул

и 
па

ра
ле

ль
но

го
 

пе
ре

не
се

нн
я 

на
 д

ов
іл

ьн
ий

 в
ек

то
р 

)
,

(
2

1
a

a
a�

:  

 


+
=

+
=

21

'

,
'

a
y

y

a
x

x
 

В
 н

аш
ом

у 
ви

па
дк

у 
м

ає
м

о:
 

 


+
=

+
=

3
'

,2
'

x
y

x
x

 

Д
ля

 
зн

ах
од

ж
ен

ня
 

об
ра

зу
 

М
’ 

то
чк

и 
 

М
( 

1
,2

) 

пі
дс

та
ви

м
о 

за
м

іс
ть

 х
 

і 
у
 в

 ф
ор

м
ул

ах
 п

ар
ал

ел
ьн

ог
о 

пе
ре

не
се

нн
я 

ко
ор

ди
на

ти
 

то
чк

и 
–п

ро
об

ра
зу

 
М

. 

от
ри

м
ає

м
о,

 щ
о 

x’
=

1
+

2
=

3
, 

y’
=

2
+

3
=

5
. 

Т
ак

им
 ч

ин
ом

 
м

ає
м

о:
 M

’(
3

, 
5

).
 

 За
да

ч
а 

3.
 З

н
а

й
т

и
 п

р
о

о
б

р
а

з 
В

 т
о

ч
к
и

 
B

’(
-1

, 
2

) 
п

р
и

 

ц
ен

т
р

а
ль

н
ій

 с
и

м
ет

р
ії

 
0

B
Z

, 
д

е
 В

0
(1

, 
3

).
 

Ро
зв

’я
за

нн
я.

 
Ф

ор
м

ул
и 

це
нт

ра
ль

но
ї 

си
м

ет
рі

ї 
в 

да
но

м
у 

ви
па

дк
у 

м
аю

ть
 в

иг
ля

д:
 

 


+
−

=

+
−

=

6
'

,2
'

y
y

x
x

 

За
м

іс
ть

 
x’

 
і 

y’
 

те
пе

р 
пі

дс
та

вл
яє

м
о 

ко
ор

ди
на

ти
 

то
чк

и-
об

ра
зу

 В
’(

-1
, 

2
).

 

О
тр

им
ує

м
о 



+
−

=

+
−

=
−

6
2

2
1

y

x
,  

зв
ід

ки
 

==

43
yx

. 

Т
оч

ка
 В

 м
ає

 к
оо

рд
ин

ат
и 

(3
, 4

).
 

 За
да

ч
а 

4.
 

З
н

а
й

т
и

 
о

б
р

а
з 

п
р

я
м

о
ї 

2
х+

2
у+

6
=

0
 

п
р

и
 

п
а

р
а

ле
ль

н
о

м
у 

п
ер

ен
ес

ен
н

і 
н

а
 в

ек
т

о
р

 (
1

, 
3

).
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ру
хі

в 
др

уг
ог

о 
ро

ду
 г

ру
пи

 н
е 

ут
во

рю
є.

 
 Т

ео
р

ем
а 

1.
 

М
н

о
ж

и
н

а
 

п
а

р
а

ле
ль

н
и

х 
п

ер
ен

ес
ен

ь
 

п
ло

щ
и

н
и

 у
т

во
р

ю
є 

п
ід

гр
уп

у 
гр

уп
и

 п
ер

ем
іщ

ен
ь
 п

ер
ш

о
го

 

р
о

д
у.

 

Д
ов

ед
ен

ня
. 

П
ар

ал
ел

ьн
і 

пе
ре

не
се

нн
я 

є 
пе

ре
м

іщ
ен

-
ня

м
и 

пе
рш

ог
о 

ро
ду

. 
Я

кщ
о 

па
ра

ле
ль

не
 п

ер
ен

ес
ен

ня
 

1v
T

 п
ер

ев
од

ит
ь 

то
чк

у 
M

 в
 т

оч
ку

 M
’ 

, 
а 

па
ра

ле
ль

не
 

пе
ре

не
се

нн
я 

2
v

T
 

пе
ре

во
ди

ть
 

то
чк

у 
M

’ 
в 

M
’’

, 
то

 

2
1

v
v

M
M

M
M

M
M

+
=′′

′
+′

=′′
, т

ак
, щ

о 
пе

ре
тв

ор
ен

ня
 

1
2

v
v

T
T
�

 

є 
в 

св
ою

 
че

рг
у 

па
ра

ле
ль

не
 

пе
ре

не
се

нн
я 

)
(

2
1

v
v

T
+

. 

П
ер

ет
во

ре
нн

я 
ж

, 
об

ер
не

не
 

до
 

пе
ре

не
се

нн
я 

v
T

, 
є,

 
оч

ев
ид

но
, 

па
ра

ле
ль

не
 п

ер
ен

ес
ен

ня
 -

v
T
−

, 
пр

от
ил
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