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 А. Я. Бомба, А. М. Сінчук, 2011  С. 32–41 

УДК 517.9  

Бомба А. Я., Сінчук А. М. 

ЗАСТОСУВАННЯ КВАЗІКОНФОРМНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ ДО 
МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ ВИБУХУ 

Розроблено алгоритм числового розв’язання обернених нелінійних 
модельних крайових задач теорії вибуху з застосуванням методу 
квазіконформних відображень, що автоматично вирішує проблему 
побудови гідродинамічної сітки, відшукання поля швидкості та 
знаходження положення лінії розділу вирви, впресованої та мало 
впресованої зон ґрунту, утворених внаслідок вибуху. 

Вступ. При дослідженні дії вибуху в ряді випадків використовуються 
імпульсно-гідродинамічні моделі, згідно з якими середовище 
моделюється ідеальною рідиною, що не стискається. До таких моделей 
можна віднести „рідинну” [1] та „твердо рідинну” [2] модель, в яких 
поле швидкості, виникаюче в результаті вибуху, є потенціальним. Ці 
моделі дозволяють звести вихідну задачу до краєвої задачі теорії 
аналітичних функцій і застосувати добре відомі методи теорії функції 
комплексної змінної. Однак побудова аналітичних розв’язків можлива 
далеко не в кожному випадку і обумовлена, частково, складністю 
геометрії області і неоднорідними властивостями ґрунту, у зв’язку з чим 
використовуємо числові методи. Одним із них є добре відомий в 
роботах [3–5] метод квазіконформних відображень. 
 В процесі вибуху маємо далеко не ідеальне поле, оскільки 
утворюються ділянки близькі до “порожнин” – вирви, впресовані та 
маловпресовані зони ґрунту. Безумовно мають місце нелінійності, що 
враховують зворотній вплив характеристик процесу (градієнт 
квазіпотенціалу) на характеристики середовища (фіктивний коефіцієнт 
провідності – коефіцієнт, який характеризує здатність частинки 
підніматись).  
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У цій роботі пропонується алгоритм розв’язання такого роду 
обернених краєвих задач теорії вибуху із застосуванням методології 
поетапної фіксації характеристик процесу і середовища та числового 
методу квазіконформних відображень.  

Постановка задачі. Нехай в деяку область zG  ( )z x iy   поміщено 

заряд заданої форми з постійним квазіпотенціалом на ньому і процес 
руху частинок описується за допомогою рівняння k grad  

  (закон 

Дарсі) та рівняння нерозривності 0div 
 , де  ( , ), ( , )x yx y x y  


 – 

швидкість руху частинок, а ( , ) /x y P      – квазіпотенціал 

відповідного поля,   – густина середовища, 
0

0

t

P pdt   – імпульс тиску 

[6], p  – тиск, що діє на протязі часу 0t , ( , , , )x yk k x y    – коефіцієнт 

провідності середовища. Вважаємо, що область вибуху обмежена 

такими контурами (рис. 1):  * *: ( , ) 0 { :L z f x y x iy     * ( )x x t , 

* ( )y y t , * *}t    – контур заряду,  * *: ( , ) 0 { :L z f x y x iy     

* ( )x x t , *( )y y t , * * }t   , де 
* *L  , *

*
L

  , 

*
*      .  

 

B

A
A
B

*I I

*I I
0I I

*L

*L

zG

 
Рис. 1. Область вибуху 
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Один із варіантів моделювання вибуху є врахування 
взаємовпливу градієнта I  квазіпотенціала ( , )x y   та коефіцієнта 

провідності k  і виділення ділянок (рис. 1), в яких проводиться корекція 
значення коефіцієнта k  в залежності від значень I  за наступною фор: 

 
  * 0 0

0

0
0

,  ,

,  ,

k I I I I I I
k

k I I

    

 

 (1) 

де 2 2
x yI     – величина градієнту, а 0I , *I – критичні його 

значення, які характеризують затримку та відрив частинок (положення 
лінії розділу), параметр   підбирається виходячи з фізичного 

експерименту. Залежності коефіцієнта провідності від величини 
градієнта вздовж однієї з ліній течії схематично зображено на рис. 2, де 

*I  – критичне значення градієнта, що відповідає значенню коефіцієнта 

провідності    * 0
* 0 * *k k I I I I    . 

 
 k

0k

*I0I *I
I*k

 
Рис. 2. Розподіл коефіцієнта провідності по відношенню до значень градієнту 

Аналогічно до [3], ввівши комплексно спряжену до  ,x y   

функцію ( , )x y   (функцію течії) та здійснивши умовний розріз 
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області вибуху вздовж ліній розділу течії (через AА та BВ на рис. 1 
позначено відповідно верхній та нижній берег розрізу) приходимо до 
відповідної задачі на квазіконформне відображення 

     , i ,z x y x y       [4] утвореної при цьому однозв’язної 

області 0 /z zG G AA  на відповідну прямокутну область комплексного 

квазіпотенціалу  :G i       *     , 0 Q   з невідомим 

параметром Q : 

 
*

*
*

0

*
*

,  ,  ( , ) ,

, , 0, .

z

y xL L AA BB
L

k k x y G
x y y x

Q dx dy

   

       

   
   

   

      
 (2) 

Обернена крайова задача на квазіконформне відображення 

     , ,z z x iy        області G  на 0
zG  та рівняння для дійсної 

 ,x x    і уявної  ,y y    частини (виконання яких 

вимагатимемо і на розрізі для врахування їх «роздвоєння» при переході 
від області zG  до G ) функції течії при невідомому положенні розріза 

та значенні Q  одержимо у вигляді: 

 
( , , , ) , ( , ) ,

,
( , , , ) ,

y x
k x y y x GJ J

J x y x yy x
k x y x y

J J

 
 



    
 

 


  
     

 (3) 

 
* * *

* * *
*

*

( ( , ), ( , )) 0, ( ( , ), ( , )) 0,  

0 , ,

f x y f x y

Q

       

   

 

   
 (4) 

 *
*( ,0) ( , ), ( ,0) ( , ), ,  x x Q y y Q           (5) 

 
1 1

0,  0.
x x y yk k

k k       
              

                        
 (6) 
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Алгоритм числового розв’язання поставленої задачі побудуємо 
аналогічно до [3]. А саме, різницеві аналоги рівнянь (6), крайових умов 
(4), а також додаткові умови для граничних та приграничних вузлів у 

відповідній рівномірній сітковій області ( , ) :i jG
    

*i i      , 0,i n ; j j    , 0,j m ; 
*

*

n
 




  , 
Q
m

  , 







 
 

 запишемо відповідно у вигляді:  

2
1, , , 1, 1/ 2 , 1

2
, 1/ 2 , , 1 1, ,

, 1, 1/ 2 , 1 , 1/ 2 , , 1

( ( ) ( )) (

) ( ) 0,     ( ( )

( )) ( ) ( )

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j i j

k x x k x x k x

x k x x k y y

k y y k y y k y y





 
      


    


       

    

     

       0,







 (7) 

де 1/ 2, 1, , 1, , 1, 1 , 1 , 1( ) / 2, ( ) / 2, (i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x y y y y y             

1, 1 1/ 2, 1, 1 , 1 1, 1 , 1 1/ 2,) /(4 ), ( ) /(4 )i j i j i j i j i j i j i jy J x x x x J                , 

1/ 2, 1, , 1, , 1, 1 , 1 1, 1( ) / 2, ( ) / 2,  (i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x y y y y y              

, 1 1/ 2, 1, 1 , 1 1, 1 , 1 1/ 2,) /(4 ), ( ) /(4 )i j i j i j i j i j i j i jy J x x x x J                , 

, 1/ 2 , 1 , , 1 , , 1 , , 1/ 2( ) / 2, ( ) / 2, ( ) /( )i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x y y y y J          , 

, , 1 , 1/ 2( ) /( )i j i j i jx x J    , , 1/ 2 , 1 , , 1 ,( ) / 2, ( ) / 2i j i j i j i j i jk k x x y y     , 

, , 1 , 1/ 2 , 1 , , 1/ 2( ) /( ), ( ) /( )i j i j i j i j i j i jy y J x x J        ; 

1/ 2, 1, , 1, 1 , 1 1, 1 , 1 1,
1 (( )( ) (

4i j i j i j i j i j i j i j i jJ x x y y y y y
               

 

, 1, 1 , 1 1, 1 , 1)( ))i j i j i j i j i jy x x x x         , 1/ 2, , 1,
1

(( )
4i j i j i jJ x x

    
 

 

1, 1 , 1 1, 1 , 1 , 1, 1, 1 , 1 , 1( ) ( )(i j i j i j i j i j i j i j i j i jy y y y y y x x x                  

1, 1))i jx   , , 1/ 2 , 1 , 1, 1 1, 1, 1
1 (( )(

4i j i j i j i j i j i jJ y y x x x
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1, , 1 , 1, 1 1, 1, 1, 1) ( )( )i j i j i j i j i j i j i jx x x y y y y             , 

, 1/ 2 , , 1 1, 1 1, 1, 1 1, ,
1 (( )( ) (

4i j i j i j i j i j i j i j i jJ y y x x x x x
              

 

, 1 1, 1 1, 1, 1, 1)( ))i j i j i j i j i jx y y y y          ; 

 
*

* 0, 0, , ,

,0 , ,0 ,

( , ) 0, ( , ) 0, 0, ,

, , 0, ;

j j n j n j

i i m i i m

f x y f x y j m

x x y y i n

   


  
  (8) 

 
1 0, 2 0 1 0 1 1 0, 2 0 1

0 1 , 2 1 1 1 ,

2 1 1 1

(4 3 )( ) (4 3 )(

) 0,  (3 4 )( ) (3

4 )( ) 0,  1 1.

, j j , j , j , j , j j , j , j

, j n j n , j n , j n, j n, j n j

n , j n , j n, j n, j

x x x x x y y y y

y x x x x x y

y y y y j = ,m

  

    

   

       
      

    

 (9) 

Формулу для наближення величини   одержимо на підставі 

умови “квазіконформної подібності” елементарних чотирикутників [3] 
двох областей: 

 
*1, 1
, , 1,

, , 1, 0

n m
i j i j i j

i j i ji j

k a a
nm b b


 








 , (10) 

де *
, , 1, , 1 1, 1 , 1, , 1( ) / 4, (i j i j i j i j i j i j i j i jk k x x x x y y y             

*
1, 1 1, 1 , 1 1, , , 1, , , 1) / 4, ( ) /(2 ), (i j i j i j i j i j i j i j i j i jy y y y y J x x x                

*
1, 1 ,) /(2 )i j i jx J   ,    2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i ja x x y y     ,  

   2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jb x x y y     , *

, 1, 1, 1
1 ((

4i j i j i jJ x x
      

 
 

, 1 , 1, 1 , 1 1, , , 1 1, 1 1,)( ) (i j i j i j i j i j i j i j i j i jx x y y y y x x x                

, 1, 1 1, , 1 ,)( ))i j i j i j i j i jx y y y y       . 

Задавши параметри розбиття області G  n та m, параметри 1 , 

2 , 3 , що характеризують точність роботи алгоритму розв’язання 
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різницевої задачі, початкові наближення координат граничних вузлів 
(0) (0)
0, 0,( , )j jx y , (0) (0)

, ,( , )n j n jx y  (так, щоб виконувались умови (8)) та внутрішніх 

вузлів (0) (0)
, ,( , )i j i jx y  (наприклад, рівномірно поділивши відрізки із кінцями 

в точках (0) (0)
0, 0,( , )j jx y , (0) (0)

, ,( , )n j n jx y ), знаходимо за формулою (10) початкове 

наближення (0) (0) (0)
, ,( , )i j i jx y   величини  . Далі проводимо уточнення 

координат внутрішніх вузлів ( ) ( )
, ,( , )i j i jx y   із заданою точністю 1 ( – 

номер загальної ітерації) з допомогою ітераційних схем типу “хрест”, 

отриманих шляхом розв’язання (7) відносно ,i jx  та ,i jy . При цьому 

необхідні значення градієнта напору та функції k  у вузлах сітки G
  

обчислюються через значення ,i jx , ,i jy  з попереднього кроку ітерації. 

Підправляємо граничні вузли, розв’язуючи наближено систему рівнянь 
(9), наприклад, методом Ньютона. Якщо величина зміщення вузлів на 
границі за проведену  -ту загальну ітерацію 

   2 2( ) ( 1) ( ) ( 1)
, , , ,,

max i j i j i j i ji j
S x x y y         ( ( , )i j  – індекси координат 

граничних вузлів) більша за 2, то повертаємось до уточнення 
внутрішніх вузлів. В протилежному випадку знаходимо нові 

наближення ( )LQ  та ( )L   величин Q  та   за формулою (10) та умовою 

зв’язку між ними: Q m     . Якщо ( ) ( 1)
3

L LQ Q   , то знову 

повертаємося до уточнення внутрішніх вузлів, інакше – обчислюємо 

нев’язку “квазіконформності” отриманої сітки 2 2
1 2    , де 1, 2 – 

нев’язки апроксимацій рівнянь (3): 

 

1, 1

1 1, 1, , , 1 , 1, 1

1, 1

2 1, 1, , , 1 , 1, 1

max | ( ) ( ) |,

max | ( ) ( ) | .

n m

i j i j i j i j i ji j

n m

i j i j i j i j i ji j

x x k y y

y y k x x
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Комп’ютерна реалізація алгоритму та числові розрахунки. 
Відповідний алгоритм числового розв’язання поставленої задачі 
реалізований у вигляді комп’ютерної програми для ПК IBM PC/AT. 
Числові розрахунки проведено для області з коефіцієнтом провідності, 
що визначається вище запропонованим виразом (1) при 0 1k  , 

0.058  , * 7I  , 0 0.6I  ; * 0  , * 1  , 20 60n m   , 

* ( ) 0.01cos( ) 0.1x t t  , * ( ) 0.3sin( )y t t , *( ) 2 cos( )x t t , *( ) 2sin( )y t t . 

На рисунку 3 зображено область вибуху (див. рис. 1), що відповідає 
еліптичному заряду з півосями 0.01 та 0.3 , де виділені відповідні 
положення границі розділу впресованої, мало впресованої зон. Рисунок 
4 відображає залежність величини градієнту від координат за умови 
сталості коефіцієнта провідності 1k  . Значення параметрів *k  та Q  

рівні відповідно: * 0.4k  , 1.966Q  , де * 3.8I  . 

 

 
Рис. 3. Область вибуху  
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Рис. 4. Поле градієнту 

 
Висновки. Розроблено алгоритм числового розв’язання обернених 
нелінійних модельних крайових задач теорії вибуху на квазіконформні 
відображення, що автоматично вирішує проблему побудови 
гідродинамічної сітки, відшукання поля швидкості. Встановлено 
положення границі розділу впресованої, мало впресованої зон і 
значення коефіцієнта провідності на ній.  
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