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УДК 519.63+628.315.3 

Климюк Ю. Є., Пригорницький Д. О., Сівак В. М. 

ЧИСЛОВА РЕАЛІЗАЦІЯ АНАЛОГА МЕТОДУ КОНФОРМНИХ 
ВІДОБРАЖЕНЬ ПОБУДОВИ ПРОСТОРОВОГО ФІЛЬТРАЦІЙНОГО 
ПОЛЯ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ ФІЛЬТРІВ ІЗ ОДНОРІДНОЮ 
ЗАСИПКОЮ 

Розроблено алгоритм числової побудови просторового фільт-
раційного поля для фільтрів із однорідною засипкою, які мають 
форму однозв’язних областей, обмежених двома еквіпотенціаль-
ними поверхнями і поверхнею течії. Наведено результати чис-
лових розрахунків. 

 

Вступ. З одного боку відносно висока 
вартість фільтруючих матеріалів, а з 
іншого – потреба у фільтруванні ве-
ликих об’ємів рідин, зумовлюють 
необхідність проведення оптимізації 
форми фільтрів для доочистки води за 
рахунок більш якісного використання 
завантаження та збільшення тривало-
сті фільтроциклу. Даного роду опти-

мізація була проведена в [1] на прикладі двох фільтрів, які мали форму 
криволінійного і прямокутного паралелепіпедів відповідно. Виявилося, 
що криволінійна форма фільтра з “монотонним звуженням” в напрямку 
від входу до виходу дозволяє більш раціонально використати сорбційну 
ємкість і продовжити термін фільтроциклу на 3-6%. Через це на практи-
ці замість фільтрувальних установок з циліндричною формою, для де-
яких з яких характерна повздовжня викривленість (рис. 1), більш ефек-
тивним є використання фільтрів конусоподібної форми. При подальшо-
му дослідженні таких просторових процесів фільтрування через пористі 

Рис. 1. Схема очисної споруди  
з біофільтром 
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завантаження виникає чимало труднощів, пов'язаних із повздовжніми і 
поперечними викривленостями області, в якій шукається розв’язок, та 
складністю рівнянь у частинних похідних і граничних умов відповідних 
модельних задач за рахунок врахування зворотного впливу характерис-
тик процесу на характеристики середовища. У зв'язку із цим для випад-
ків областей, обмежених еквіпотенціальними поверхнями і поверхнями 
течії, у рівняннях конвективної дифузії, граничних та початкових умо-
вах доцільно перейти до нових незалежних змінних – координат області 
комплексного потенціалу, завдяки чому суттєво спрощується запис 
задачі та її розв’язання [1 – 3]. 

Виходячи із вище сказаного, подальші дослідження обумовлю-
ють необхідність побудови просторових фільтраційних полів у фільтрах 
із однорідною засипкою, які мають форму однозв’язних областей, об-
межених двома еквіпотенціальними поверхнями і поверхнею течії. 

Постановка задачі. Для фільтра, що має форму однозв’язної області 
Gz  ( ( , , )x y zz ), обмеженої гладкими, ортогональними між собою 

вздовж ліній перетину, двома еквіпотенціальними поверхнями 

{ : ( , , ) 0}S f x y z   z , { :S  z ( , , ) 0}f x y z   і поверхнею течії 

{ :S  z ( , , ) 0}f x y z   (рис. 2), розглянемо модельну задачу, яка опи-

сує процес фільтрації рідини у відповідному однорідному пористому 
завантаженні: 
 v grad 


  , 0div v 

 , (1) 

 S   , 
S

  , 0
Sn 








, (2) 

де ( , , )x y z   і ( , , )x y zv v v v – відповідно потенціал та вектор швидкості 

фільтрації ( *
*0      , 2 2 2

*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v    


), 

  – коефіцієнт фільтрації ( const ), n  – зовнішня нормаль до відпо-
відної поверхні. 
 



Серія прикладна математика, випуск 8 (17), 2011 

 65

 
Рис. 2. Просторова область фільтрації Gz  

Як і в [1–3], введемо функції  , ,x y z   ,  , ,x y z    (про-

сторово комплексно спряжені із функцією  , ,x y z   ), такі, що 

     , , , , , ,grad x y z grad x y z grad x y z        [7]. Вибравши 

довільну точку *A B S S   , проводимо деякий умовний розріз 

S   , що сполучає дану точку із деякою точкою * * *A B S  . Через 

точку * *A B  проводимо деякий умовний розріз 0 S    (у певному 

сенсі впоперек розрізу  ). Дані два розрізи породжують двох типів 

поверхні течії 0S  і 0S . Через   і 0
  позначимо відповідні образи 

розрізів   і 0  в S   (а саме 0S S    , 0
0 S S    ), а через C , 

D , C , D S 
   відповідні B , A , B , A  точки. В результаті приходи-

мо до розв’язання задачі на побудову просторового аналога конформно-

го відображення однозв’язної області  0
0\G S Sz  (“сильно” криво-

лінійного паралелепіпеда ABCDA B C D    ) на відповідну область ком-

плексного потенціалу   , , : , 0 , 0G Q Q 
             w w  

(рис. 3), де Q Q Q
   – потік через довільний поперечний переріз течії. 

З метою уникнення особливостей такого відображення цю задачу “на-

0

z

x

y

A
B C

D

z(   )

Gz

D*

C*

S*

S**


B*

A*

S*
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близимо” деякою задачею без особливостей, апроксимувавши “двохбе-
регову” ділянку, породжену поверхнею 0S , деякою гладкою поверхнею 

течії 0
0 { :S  z ( , , ) 0}f x y z  : 

 

, ,

; , ,

0, , 0, .

x y z z y y z x x z

z x y y x ABB A CDD C

ADD A BCC B ABCD A B C DQ Q
   

       







                       
                  

       

 (3) 

 
Рис. 3. Просторова область комплексного потенціалу wG  

Відповідна обернена до (3) крайова задача на знаходження про-

сторового аналогу конформного відображення  0
0 0\G G S S w z  при 

невідомих значеннях параметрів Q , Q  та витраті Q  запишеться у 

вигляді: 

 

      
      
      

         

* * *

( ), ( ), ( );

, , , , , , , , 0,

, , , , , , , , 0,

, , , , , , , , 0,

,0, , , , ,0, , , , ,0, , ,

x y z z y y z x x z z x y y x

f x y z

f x y z

f x Q y Q z Q

x x Q y y Q z z Q

              



   

   

  

                            

         

         

      

              

0 0 0 0 0 0 0 0 0

,
lim lim , lim lim , lim lim .

Q Q Q
x x y y z z

  
                











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





D

CB

C

A
*

*

*

w(   )

 * *

*Q

0

*Q D*

B

A

Gw



Серія прикладна математика, випуск 8 (17), 2011 

 67

 

Різницевий аналог задачі та алгоритм числового розв’язання. 

Аналогічно [1] в області Gw  вводимо рівномірну ортогональну сітку: 

 , , : , 0, 1; , 0, 1;i j k i j kG i i n j j m



                  


w  

, 0, 1;k k l    , , , =
1 1 1

Q Q
n m l

 
     

       
    

, де 

n , m , l N  – параметри розбиття області комплексного потенціалу, а 

 ,  ,   – кроки сітки відповідно по змінних  ,   та   (рис. 3). 

Через , , ( , , )i j k i j kx x    , , , ( , , )i j k i j ky y    , , , ( , , )i j k i j kz z     поз-

начимо координати відповідних вузлів сітки у  0
0\G S Sz . 

Для числової побудови відображення прямокутного паралелепі-

педа Gw  на криволінійну область  0
0\G S Sz  (при відповідності вер-

шин) запишемо різницеві аналоги перших трьох рівнянь (4) у рівномір-

ній сітковій області G 
w  через ліві та праві різницеві схеми відповідно: 

 

 

   
   

   
   

, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1, , ,

4
,

4
,

4

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j

x x y y z z

y y z z

y y x x z z

x x z z

z z x

    

   

    

   




    

  


    

  


     

   
1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , 1, ,  1, , 1, ,

k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

x y y

x x y y i n j m k l

   

   













  

     

 (5) 
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  
   

  
   

, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1, , ,

4
,

4
,

4

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j

x x y y z z

y y z z

y y x x z z

x x z z

z z x

    

   

    

   




    

  


    

  


     

   
1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , 1, ,  1, , 1, .

k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

x y y

x x y y i n j m k l

   

   













  

     

 (6) 

Крайові умови, які визначають фізичну область  0
0\G S Sz , апро-

ксимуємо точково-різницевими рівняннями 

 

   
 

0, , 0, , 0, , 1, , 1, , 1, ,

, , 1 , , 1 , , 1

,0, , 1, ,0, , 1, ,0, , 1,

,1, ,0, , 1, , , ,1, ,0, , 1, , ,

,1

, , 0, , , 0,

, , 0,

, , ,

, ,

j k j k j k n j k n j k n j k

i j l i j l i j l

i k i m k i k i m k i k i m k

i k i k i m k i m k i k i k i m k i m k

i

f x y z f x y z

f x y z

x x y y z z

x x x x y y y y

z


   


  

  

 

 



  

     

, ,0, , 1, , , , =0, +1, =0, +1, 0, 1.k i k i m k i m kz z z i n j m k l








     

 (7) 

З метою забезпечення ортогональності сітки за рівняння зв’язку 
приграничних вузлів із граничними використаємо умови ортогонально-
сті ліній течії та еквіпотенціальних ліній до відповідних ділянок границі 

фізичної області, які у сітковій області G 
w  записуються такими число-

во-аналітичними різницевими рівняннями 

     0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, ,

1, , 0, , 1, , 0, , 1, , 0, ,

, , , , , ,
;x j k j k j k y j k j k j k z j k j k j k

j k j k j k j k j k j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z
    

 
  

 

     1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1, ,

, , 1, , , , 1, , , , 1, ,

, , , , , ,
;x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k z n j k n j k n j k

n j k n j k n j k n j k n j k n j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
        

  

  
 

  
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     , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1

, , , , 1 , , , , 1 , , , , 1

, , , , , ,
,x i j l i j l i j l y i j l i j l i j l z i j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i j l

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
        

  

  
 

    

 0, 1, 0, 1, 0, 1.i n j m k l       (8) 

Підправляємо координати вузлів, які знаходяться на виродженій 
умовній поверхні – вибраній нами лінії течії AD , виходячи із умови її 
ортогональності до еквіпотенціальних ліній та належності точок A  і D  
заданим еквіпотенціальним поверхням. 

Інваріант відображення   є невідомою величиною і визначається 

в процесі розрахунку. Формулу для його наближеного знаходження 
одержимо на підставі умови “подібності в малому” відповідних елемен-

тарних паралелепіпедів областей  0
0\G S Sz  і Gw : 

 
    

, ,

, ,
, , 01 1 1

n m l

i j k
i j kn m l 


  

    , (9) 

де 

      2 2 2

, , 1, , , , 1, , , , 1, , , ,4i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
       


 

      2 2 2

1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 /i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      


 

      2 2 2

, 1, , , , 1, , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
      

 

      2 2 2

1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      

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      2 2 2

, , 1 , , , , 1 , , , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
      


 

      2 2 2

1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2
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      

. 

Невідому витрату Q  та величини ,Q Q
  знаходимо відповідно за 

формулами 

 
   1 1m l

Q
 

  


, 
 
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1
1

Q m
Q

l

 


  
, 

 1
1

Q l
Q

m
    





, (10) 

де  
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  
     , 
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  
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Розв’язок різницевої задачі (5) – (10) знаходимо шляхом поетап-
ної параметризації конформного інваріанту  , координат граничних та 

внутрішніх вузлів відповідної сітки у вихідній області  0
0\G S S z . А 

саме, задавши параметри розбиття сіткової області G 
w  ( n , m  та l ), 

параметр  , що характеризує точність наближення розв’язку відповід-

ної різницевої задачі, початкові наближення координат граничних вуз-

лів       0 0 0
0, , 0, , 0, ,, ,j k j k j kx y z ,       0 0 0

1, , 1, , 1, ,, ,n j k n j k n j kx y z   , 0, 1j m  , 0, 1k l  , 

      0 0 0
,0, ,0, ,0,, ,i k i k i kx y z ,       0 0 0

, 1, , 1, , 1,, ,i m k i m k i m kx y z   , 1,i n , 0, 1k l  , 

      0 0 0
, ,0 , ,0 , ,0, ,i j i j i jx y z ,       0 0 0

, , 1 , , 1 , , 1, ,i j l i j l i j lx y z   , 1,i n , 1,j m  (так, щоб вико-

нувались рівності (7)), початкові наближення координат внутрішніх 

вузлів       0 0 0
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z , 1,i n , 1,j m , 1,k l , за формулою (9) зна-

ходимо початкове наближення       0 0 0(0)
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z    інваріанта відо-

браження  . Уточнення координат внутрішніх вузлів       , , , , , ,, ,s s s
i j k i j k i j kx y z , 

1,i n , 1,j m , 1,k l  проводимо на основі почергового розв’язання 

систем (5) і (6) із використанням значень з попереднього кроку ітерації 
s  ( 0,1,s    – номер кроку ітерації). Далі підправляємо координати 

граничних вузлів, розв’язуючи наближено систему рівнянь, сформовану 
з (7) і (8), а також уточнення координат вузлів лінії течії AD . Потім 

знаходимо нові наближення   за формулою (7), Q , Q  і Q  – за фор-

мулами (10) та перевіряємо виконання умов стабілізації координат вуз-
лів сітки і витрати Q  відносно кроку ітерації відповідно 

  ( 1) ( ) ( 1) ( )
, , , , , , , ,

, , , , , ,

max , ,
, ,

s s s s
i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k z

x x y y
x y z G

  


 

 ( 1) ( )
, , , ,

s s
i j k i j kz z    , ( 1) ( )s sQ Q    . (11) 
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Якщо умови (11) не виконуються, то повертаємося до уточнення 
координат внутрішніх вузлів сітки і т.д. У протилежному випадку для 
отриманих вузлів сітки обчислюємо нев’язку перших трьох рівнянь сис-

теми (4) 2 2 2
1 2 3    , де 

, ,

1 1, , 1, , , 1, , 1,, , 1
max ( ) ( )

2

n m l

i j k i j k i j k i j ki j k
x x y y   

      


 

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , , 1 , , 1( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y     
     


, 
, ,

2 1, , 1, ,, , 1
max ( )
n m l

i j k i j ki j k
y y 

   


 

 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1, , , 1 , , 1( )( ) ( )( )
2 i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x x x z z       

         


, 3   


, ,

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1,, , 1
max ( ) ( )( ) ( )

2

n m l

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ki j k
z z x x y y y y       

        


 

, , 1 , , 1( )i j k i j kx x 
  


. Якщо точність отриманого розв’язку нас не задово-

льняє, то збільшуємо кількість вузлів розбиття сітки  0
0\G S S z  та 

розв’язуємо задачу заново. 

Для розрахованої гідродинамічної сітки  0
0\G S S z  на основі 

рівняння руху (1) та перших трьох рівнянь системи (3)  
величини швидкості у внутрішніх вузлах сітки знаходимо  

за такою формулою 2 2 2
, , , , , , , ,i j k x i j k y i j k z i j kv v v v   , 1,i n , , ,x i j kv   

       , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1,
, ,

2 i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k

y y z z y y z z
J        


      , 

     , , , , 1 , , 1 , 1, , 1, , 1, , 1, , , 1
, ,

2y i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k

v x x z z x x z
J       

 
       

, , 1i j kz  ,     , , , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 1 , , 1
, ,

2z i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k

v x x y y x x
J      


       

 , 1, , 1,i j k i j ky y   ,      , , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x y y z z           

     , , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , 1, , 1, , 1, , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z x x y                
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      , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1, 1, , 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky z z x x y y z z                

     1, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1, , 1, , 1, 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z x x y                

  1, , , , 1 , , 1i j k i j k i j ky z z    . Формули для знаходження величин швидкостей 

у граничних вузлах і на поверхнях розділу отримуються аналогічно [1]. 

Програмна реалізація алгоритму та числові приклади. Вище описа-
ний алгоритм був реалізований у вигляді пакету програм для сучасних 
багатоядерних ПЕОМ під управлінням ОС Windows, який дозволяє 
отримувати як числові результати роботи алгоритму, так і візуальне їх 
представлення у вигляді графіків, малюнків тощо. Для перевірки його 
коректної роботи було проведено числовий експеримент побудови про-
сторового фільтраційного поля у фільтрі із однорідною засипкою, фор-

му якого описано поверхнями 2 2 2( , , ) 25f x y z x y z     , ( , , )f x y z   
2 2 2 100x y z    , 2 2 2( , , ) 7.5486322f x y z x y z      при * 0.1  , * 0.2  , 

1  . На рис. 4 зображено отриману в результаті обчислень динамічну 
сітку в Gz  при 32n  , 46m  , 10l   (параметри n , m , l  вибиралися з 

умови найбільшої подібності побудованої сітки до кубічної). Результати 
розв’язання подані у табл. 1, де Q – абсолютна похибка величини Q, 
  – максимум нев’язки перших трьох рівнянь системи (4).  

 
Рис. 4. Динамічна сітка в фізичній області Gz  
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Табл. 1. Результати розв’язання задачі в області Gz  

№ n m l  Q Q   
1 32 80 16 0.00001 1.911234 0.282011 0.085410 
2 64 160 32 0.00001 2.022250 0.170995 0.025453 
3 96 240 48 0.00001 2.067959 0.125286 0.012314 
4 128 320 64 0.00001 2.093426 0.099819 0.007315 
5 160 400 80 0.00001 2.109826 0.083420 0.004871 
6 192 480 96 0.00001 2.121337 0.071908 0.003488 
7 224 560 112 0.00001 2.129897 0.063349 0.002628 
8 256 640 128 0.00001 2.136529 0.056716 0.002055 
9 288 720 144 0.00001 2.141830 0.051415 0.001654 

10 320 800 160 0.00001 2.146172 0.047074 0.001361 
 
Висновки і зауваження. Розроблений алгоритм побудови просторових 
фільтраційних полів у фільтрах із однорідною засипкою, які мають фо-
рму однозв’язних областей, обмежених двома еквіпотенціальними по-
верхнями і поверхнею течії, дозволяє досліджувати фільтраційні проце-
си у фільтрах конусоподібної форми, яка є більш зручною для впрова-
дження на виробництві і, на цій основі, проводити подальшу оптиміза-
цію параметрів процесу фільтрування: часу захисної дії завантаження, 
співвідношення розмірів фільтра та швидкості фільтрування тощо. 
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