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 Ю. Є. Климюк, Д. О. Пригорницький, 2011 С. 51–62 

УДК 519.63 

Климюк Ю. Є., Пригорницький Д. О. 

ПРОСТОРОВІ АНАЛОГИ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА КОНФОРМНІ 
ВІДОБРАЖЕННЯ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ КУСКОВО-ОДНОРІДНИХ 
ОБЛАСТЕЙ 

Розроблено алгоритм числової реалізації крайових задач на зна-
ходження просторових аналогів конформних відображень одного 
класу кусково-однорідних областей – криволінійних паралелепі-
педів, обмежених двома еквіпотенціальними поверхнями і чоти-
рма поверхнями течії та розділених деякою еквіпотенціальною 
поверхнею на дві підобласті, які характеризуються різними ста-
лими коефіцієнтами, на відповідні прямокутні паралелепіпеди. 
Наведено результати числових розрахунків. 

Вступ. В [1 – 3] було запропоновано числові алгоритми розв’язання 
обернених крайових задач на знаходження просторових аналогів кон-
формних відображень одно- та двозв’язних областей, обмежених екві-
потенціальними поверхнями та поверхнями течії, на відповідні прямо-
кутні паралелепіпеди. У цій роботі нами адаптовано, описаний в [1], 
алгоритм для безпосереднього застосування його для знаходження про-
сторових аналогів конформних відображень криволінійних паралелепі-
педів, обмежених двома еквіпотенціальними поверхнями і чотирма 
поверхнями течії та розділених деякою еквіпотенціальною поверхнею 
на дві підобласті, які характеризуються різними сталими коефіцієнтами, 
на відповідні прямокутні паралелепіпеди. 
Загальна постановка задачі. Для кусково-однорідної області, яка є 
криволінійним паралелепіпедом G ABCDA B C D   z  ( ( , , )x y zz ), 
обмеженим гладкими, ортогональними між собою в кутових точках та 
вздовж ребер, двома еквіпотенціальними поверхнями 

{ :ABB A   z 1( , , ) 0}f x y z  , 2{ : ( , , ) 0}CDD C f x y z   z  і чотирма по-

верхнями течії 3{ : ( , , ) 0}ADD A f x y z   z , 4{ : ( , , ) 0}BCC B f x y z   z , 

{ :ABCD  z 5 ( , , ) 0}f x y z  , { :A B C D     z 6 ( , , ) 0}f x y z   та розділеним 
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еквіпотенціальною поверхнею { :EFF E   z ( , , ) 0}f x y z   на дві під-

області G ABFEA B F E   z-  і G EFCDE F C D   z+  (рис. 1 а), розгля-
немо модельну задачу: 
 v grad   

 , 0div v 
 , (1) 

 , , 0ABB A CDD C ADD A BCC B ABCD A B C Dn           


   


      


 , (2) 

 
EFF E EFF E   

   , 1 2n EFF E n EFF E   
       , (3) 

де   – потенціал ( *
*0         ),   – коефіцієнт, що характери-

зує область Gz , 
 
 

1

2

, , , ,

, , ,

x y z G

x y z G
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  
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, ( , , )x y zv v v v  – вектор швидкості 

( 2 2 2
*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v    

 ), n  – зовнішня нор-

маль до відповідної поверхні, (3) – умови узгодженості на еквіпотенціа-
льній поверхні EFF E  . 
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а)     б) 

Рис. 1. Просторова фізична область Gz  (а) та відповідна їй  

область комплексного потенціалу wG  (б) 

 
Шляхом введення пари функцій  , ,x y z   ,  , ,x y z    

(просторово комплексно спряжених із функцією  , ,x y z   ) таких, 
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що      , , , , , ,grad x y z grad x y z grad x y z        [4], i заміною 

останньої з граничних умов (2) на умови: 0ADD A 
  , BCC B Q

    , 

0ABCD  , A D C B Q
   

  , задачу (1) – (3) замінимо більш загальною 

задачею на знаходження просторового аналогу конформного відобра-
ження області Gz  на відповідну область комплексного потенціалу 

  , , :G     w w  
     , 0 Q   , 0 Q    (рис. 1 б), де 


 , Q , Q , Q Q Q

   – невідомі величини: 

 

1 2

, ,

; , ,

0, , 0, ,

, .

x y z z y y z x x z

z x y y x ABB A DCC D

ADD A BCC B ADCB A D C B

n EFF E n EFF EEFF E EFF E

Q Q
   

       

      










                      


                

       


          
 

 (4) 

Відповідний просторовий аналог оберненої до (4) крайової задачі 
на конформне відображення  z z w  області Gw  на Gz  при невідомих 

значеннях величин 
 , Q , Q , Q  запишеться у вигляді: 
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Різницевий аналог задачі та алгоритм числового розв’язання. Ана-

логічно [1] в області Gw  вводимо рівномірну ортогональну сітку: 

  , , :i j kG     w  1 1

2 1 1

, 0, ,

( ), 1, 1;
i

i i n

i n i n n





      
       

 j j    , 

0, 1j m  ; k k   , 0, 1k l  ; 1
1n


  

  , 2
2 1n

 
 

 


, 

1
Q

m
 


, 
1

Q
l



 


, = , 1, 2p
p p

 
  

  
, де 1 2n n n  , m , l N  – 

параметри розбиття області комплексного потенціалу, а p , 1, 2p  , 

 ,   – кроки сітки відповідно по змінних  ,   та   (рис. 1 б). 

Через , , ( , , )i j k i j kx x    , , , ( , , )i j k i j ky y    , , , ( , , )i j k i j kz z     поз-

начимо координати відповідних вузлів сітки у Gz . 

Для числової побудови відображення прямокутного паралелепі-
педа Gw  на криволінійну область Gz  (при відповідності вершин) запи-

шемо різницеві аналоги перших трьох рівнянь (5) у рівномірній сітковій 

області G 
w  через ліві та праві різницеві схеми відповідно: 

 

   
  

   
  

, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1, ,

4
,

4
,

p p
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

p p
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j

x x y y z z

y y z z

y y x x z z

x x z z

z z

    

   

    

   



  
    

  

  
    

  

   
  

, 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1,

1 1

4
,

1, 1,  p=1, 1, ,  p=2, 1, , 1, ,

p p
k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

x x y y

x x y y

i n i n n j m k l

   

   













      

  

      


 (6) 
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   
  

   
  

, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1, ,

4
,

4
,

p p
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

p p
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j

x x y y z z

y y z z

y y x x z z

x x z z

z z

    

   

    

   



  
    

  

  
    

  

   
  

, 1, , 1, , , 1 , , 1

, , 1 , , 1 , 1, , 1,

1 1

4
,

1, 1,  p=1, 1, ,  p=2, 1, , 1, .

p p
k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

x x y y

x x y y

i n i n n j m k l

   

   













      

  

      


 (7) 

Крайові умови, які визначають область Gz , запишемо у вигляді 

 

   
   
   

1 0, , 0, , 0, , 2 1, , 1, , 1, ,

3 ,0, ,0, ,0, 4 , 1, , 1, , 1,

5 , ,0 , ,0 , ,0 6 , , 1 , , 1 , , 1

, , 0, , , 0,

, , 0, , , 0,

, , 0, , , 0,

=0, +1, =0, +1, 0, 1.

j k j k j k n j k n j k n j k

i k i k i k i m k i m k i m k

i j i j i j i j l i j l i j l

f x y z f x y z

f x y z f x y z

f x y z f x y z

i n j m k l

  

  

  

  

  


 


 

 (8) 

З метою забезпечення ортогональності сітки за рівняння зв’язку 
приграничних вузлів із граничними використаємо умови ортогонально-
сті ліній течії та еквіпотенціальних ліній до відповідних ділянок гра-
ниць області Gz , які у сітковій області G 

w  записуються такими числово-

аналітичними різницевими рівняннями 

     1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, , 1 0, , 0, , 0, ,

1, , 0, , 1, , 0, , 1, , 0, ,

, , , , , ,
,x j k j k j k y j k j k j k z j k j k j k

j k j k j k j k j k j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
 

  
 

 
     2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, , 2 1, , 1, , 1, ,

, , 1, , , , 1, , , , 1, ,

, , , , , ,
,x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k z n j k n j k n j k

n j k n j k n j k n j k n j k n j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z
        

  

  
 

  
 

 
     3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0, 3 ,0, ,0, ,0,

,1, ,0, ,1, ,0, ,1, ,0,

, , , , , ,
,x i k i k i k y i k i k i k z i k i k i k

i k i k i k i k i k i k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
 

  
 



Волинський математичний вісник 

 56

 
     4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1, 4 , 1, , 1, , 1,

, , , 1, , , , 1, , , , 1,

, , , , , ,
,x i m k i m k i m k y i m k i m k i m k z i m k i m k i m k

i m k i m k i m k i m k i m k i m k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z
        

  

  
 

  
  

 
     5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0 5 , ,0 , ,0 , ,0

, ,1 , ,0 , ,1 , ,0 , ,1 , ,0

, , , , , ,
,

x i j i j i j y i j i j i j z i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z

  
 

    

 
     6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1 6 , , 1 , , 1 , , 1

, , , , 1 , , , , 1 , , , , 1

, , , , , ,
,x i j l i j l i j l y i j l i j l i j l z i j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i j l

f x y z f x y z f x y z
x x y y z z

        

  

  
 

    

 0, 1, 0, 1, 0, 1.i n j m k l       (9) 

Координати вузлів на еквіпотенціальній поверхні EFF E   уточ-

нюємо, використовуючи наступні різницеві рівняння 

      
1 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1, , , , 1, , , , 1, , , ,n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z            

      1 1 1 1 1 1

2 2 2

2 2 , , 1, , , , 1, , , , 1, ,n j k n j k n j k n j k n j k n j kx x y y z z           ,(10) 

  1 1 1, , , , , ,, , 0,n j k n j k n j kf x y z  0, 1, 0, 1j m k l     (11) 

та  
   1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , , , , , , , ,

, , 1, , , , 1, ,

, , , ,x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k

n j k n j k n j k n j k

f x y z f x y z

x x y y
 

 

 
 

 
 

 
 1 1 1

1 1

, , , , , ,

, , 1, ,

, ,
,z n j k n j k n j k

n j k n j k

f x y z

z z








0, 1, 0, 1j m k l    , (12) 

або 
   1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , , , , , , , ,

, , 1, , , , 1, ,

, , , ,x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k

n j k n j k n j k n j k

f x y z f x y z

x x y y
 

 

 
 

 
 

 
 1 1 1

1 1

, , , , , ,

, , 1, ,

, ,
,

z n j k n j k n j k

n j k n j k

f x y z

z z








0, 1, 0, 1j m k l    . (13) 

Інваріанти відображення p , 1, 2p   криволінійних паралелепі-

педів Gz- і Gz+  є невідомими і визначаються в процесі розрахунку.  

Формули для наближеного знаходження даних величин одержимо на 
підставі умови “подібності в малому” відповідних елементарних пара-
лелепіпедів двох областей: 
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   

1 1, ,
1

1 , ,
, , 01 1 1

n m l

i j k
i j kn m l






  

   , 
     

2

1

, ,
2

2 , ,
, , 02 1 1 1

n m l

n i j k
i j kn m l 




  

    , (14) 

      2 2 2

, , 1, , , , 1, , , , 1, , , ,4i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
       


 

      2 2 2

1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1 1, , 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1 , 1, 1 /i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      


 

      2 2 2

, 1, , , , 1, , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
      

 

      2 2 2

1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      


 

      2 2 2

, , 1 , , , , 1 , , , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
      


 

      2 2 2

1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      

. 

Невідомі величини 
 , Q  знаходимо за формулами 

 
 
 

1 1 2 2

1 1 2 2

1
1

n n
n n






        
 

     
, (15) 

 
  

1
1

1 1m l
Q

 
  


 (або 

  
2

2

1 1m l
Q

 
  


), (16) 
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а величини ,Q Q
  відповідно за формулами 

 
 
 

1
1

Q m
Q

l

 


  
, 

 1
1

Q l
Q

m
    





, (17) 

де  
     

, ,

, ,
, , 0

1
1 1 1

n m l

i j k
i j kn m l 

  
     , 

      2 2 2

, , , , 1 , , , , 1 , , , , 1 , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
       


  

      2 2 2

1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, , 1 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

, 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1, , 1, 1 , 1,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, /i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      


 

      2 2 2

, 1, , , , 1, , , , 1, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z  
      


 

      2 2 2

1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

, 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z                

      2 2 2

1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1 1, 1, 1 1, , 1i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z              
      


. 

Розв’язок різницевої задачі (6) – (17) знаходимо шляхом поетап-
ної параметризації величин p , 1, 2p  , координат граничних та внут-

рішніх вузлів відповідної сітки у вихідній області zG . А саме, задавши 

параметри розбиття сіткової області G 
w  ( 1n , 2n , m  та l ), параметр  , 

що характеризує точність наближення розв’язку відповідної різницевої 
задачі, початкові наближення координат граничних вузлів 

      0 0 0
0, , 0, , 0, ,, ,j k j k j kx y z ,       0 0 0

1, , 1, , 1, ,, ,n j k n j k n j kx y z   , 0, 1j m  , 0, 1k l  , 

      0 0 0
,0, ,0, ,0,, ,i k i k i kx y z ,       0 0 0

, 1, , 1, , 1,, ,i m k i m k i m kx y z   , 11, 1i n  , 0, 1k l  , 
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      1 1 1

0 0 0
,0, ,0, ,0,, ,n i k n i k n i kx y z  ,       1 1 1

0 0 0
, 1, , 1, , 1,, ,n i m k n i m k n i m kx y z      , 21,i n , 

0, 1k l  ,       0 0 0
, ,0 , ,0 , ,0, ,i j i j i jx y z ,       0 0 0

, , 1 , , 1 , , 1, ,i j l i j l i j lx y z   , 11, 1i n  , 1,j m , 

      0 0 0
, ,0 , ,0 , ,0, ,i j i j i jx y z ,       1 1 1

0 0 0
, , 1 , , 1 , , 1, ,n i j l n i j l n i j lx y z      , 21,i n , 1,j m   і вузлів 

поверхні розділу       1 1 1

0 0 0
, , , , , ,, ,n j k n j k n j kx y z , 0, 1j m  , 0, 1k l   (так, щоб 

виконувались рівності відповідно (8) і (11)), початкові наближення ко-

ординат внутрішніх вузлів обох областей       0 0 0
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z , 11, 1i n  , 

1,j m , 1,k l  і       1 1 1

0 0 0
, , , , , ,, ,n i j k n i j k n i j kx y z   , 21,i n , 1,j m , 1,k l , за 

формулами (14) знаходимо початкові наближення 
      0 0 0(0)
, , , , , ,, ,p p i j k i j k i j kx y z    інваріантів відображення p , 1, 2p  . Уточ-

нення координат внутрішніх вузлів       , , , , , ,, ,s s s
i j k i j k i j kx y z , 11, 1i n  , 

1,j m , 1,k l  і       1 1 1, , , , , ,, ,s s s
n i j k n i j k n i j kx y z   , 21,i n , 1,j m , 1,k l  про-

водимо на основі почергового розв’язання систем (6) і (7) із викорис-
танням значень з попереднього кроку ітерації s  ( 0,1,s    – номер 
кроку ітерації). Далі підправляємо координати граничних вузлів, 
розв’язуючи наближено систему рівнянь, сформовану з (8) і (9), коор-
динати вузлів поверхні розділу на основі рівнянь (11), (12) та почерго-
вого використання (12) і (13). Потім знаходимо нові наближення p , 

1, 2p   за формулами (14), величин 
 , Q , Q  і Q  – за формулами 

(15) – (17) та перевіряємо виконання умов стабілізації координат вузлів 
сітки і величин 

 , Q  відносно кроку ітерації відповідно 

  ( 1) ( ) ( 1) ( )
, , , , , , , ,

, , , , , ,

max , ,
, ,

s s s s
i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k z

x x y y
x y z G

  


 

 ( 1) ( )
, , , ,

s s
i j k i j kz z    , ( 1) ( )s s  

     , ( 1) ( )s sQ Q    . (18) 

Якщо умови (18) не виконуються, то повертаємося до уточнен-
ня координат внутрішніх вузлів і т.д. У протилежному випадку для 
отриманих вузлів обчислюємо нев’язку перших трьох рівнянь системи 
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(5) 2 2 2
1 2 3       , де 

1

, ,

1 1, , 1, , , 1, , 1,, , 1
max ( ) ( )

2

n m l
p p

i j k i j k i j k i j ki j k
i n

x x y y   


 
      


  

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , , 1 , , 1( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y     
     


, 
1

, ,

2 1, , 1, ,, , 1
max ( )
n m l

i j k i j ki j k
i n

y y 


   


 

 , 1, , 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1, , , 1 , , 1( )( ) ( )( )
2

p p
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x x x z z       

  
       


, 3   


1

, ,

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1,, , 1
max ( ) ( )( ) ( )

2

n m l
p p

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ki j k
i n

z z x x y y y y       


 
        


 

, , 1 , , 1( )i j k i j kx x 
  


, 1

1

1, 1, 1,

2, 1, .

i n
p

i n n

   
 

. Якщо точність отриманого 

розв’язку нас не задовольняє, то збільшуємо кількість вузлів розбиття 

сітки zG   та розв’язуємо задачу заново. 

Програмна реалізація алгоритму та числові приклади. Вище описа-
ний алгоритм був реалізований у вигляді пакету програм для сучасних 
багатоядерних ПЕОМ під управлінням ОС Windows, який дозволяє 
отримувати як числові результати роботи алгоритму, так і візуальне їх 
представлення у вигляді графіків, малюнків тощо. Комп'ютерна збіж-
ність та точність алгоритму перевірялася за допомогою серії тестових 

задач. Так, у випадку області Gz , обмеженої поверхнями 
2 2 2

1( , , ) ( 2.6197848) 137.8525137f x y z x y z     , 2 2
2 ( , , )f x y z y z    

2( 52.6197848) 137.8525137x   , 2 2
3( , , ) ( 25) ( 14.4337567)f x y z x y      

2 833.3333333z  , 2 2 2
4( , , ) ( 25) ( 14.4337567) 833.3333333f x y z x y z      , 

2 2 2 2 2
5 6( , , ) ( , , ) ( ( 25) ) 2500 833.3333333f x y z f x y z x x y z y z       , при 

* 0  , * 6  , ( , , ) 25f x y z x   , 1 1  , 2 3   ми отримали сіткову 

область, зображену на рис. 2. При цьому параметри 1n , 2n , m , l  виби-

ралися з умови найбільшої подібності побудованої сітки до кубічної. 
Числові результати розв’язання тестової задачі подані у табл. 1.  
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Табл. 1. Результати розв’язання задачі (6) – (18) для області Gz  

№ 1 2 1n n   m l  
  Q  

1 20 9 15 0.00001 1.468396 4.238980 0.026102 
2 40 18 30 0.00001 1.483769 4.313756 0.004000 
3 80 36 60 0.00001 1.491772 4.350489 0.000561 
4 160 72 120 0.00001 1.495857 4.368597 0.000075 
5 320 144 240 0.00001 1.497921 4.377573 0.000010 

 

 
Рис. 2. Розрахована сіткова область Gz  

 
Висновки і зауваження. Аналіз отриманих нами результатів числового 
експерименту (зокрема, представлених у табл. 1) на серії тестових задач 
свідчить про збіжність запропонованого алгоритму та можливість його 
використання на практиці для отримання розрахункових сіток. При 
цьому слід зауважити, що умовою застосування алгоритму є достатньо 
близьке початкове наближення координат внутрішніх і граничних вуз-
лів та вузлів поверхні розділу до точного розв’язку. 
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