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 О. В. Присяжнюк, І. М. Присяжнюк, 2011 С. 140–151 

УДК 518.61.001.573:519.6 

Присяжнюк О. В., Присяжнюк І. М. 

АСИМПТОТИЧНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ 
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ЗАДАЧ ТИПУ «КОНВЕКЦІЯ-ДИФУЗІЯ-
МАСООБМІН-ТЕРМОРЕЖИМ» 

Побудовано алгоритм асимптотичного наближення розв’язку син-
гулярно збурених крайових задач для системи нелінійних рівнянь 
трикомпонентної конвективної дифузії за умов малого масообміну 
породженого двомолекулярною реакцією забруднюючих речовин 
двох сортів з врахуванням температурного режиму. Поставлену 
задачу розв’язано для двозв’язної області, обмеженої еквіпотенці-
альними лініями. Проведено числове моделювання та отримано 
графічні залежності концентрації речовин від коефіцієнтів дифузії 
та масообміну. 

Вступ. Основні результати розробки та досліджень асимптотичних ме-
тодів для розв’язування сингулярно збурених параболічних та еліптич-
них рівнянь типових крайових та мішаних задач у прямокутних областях 
з урахуванням різного рівня гладкості початкової та граничних умов, а 
також їх узгодженості у кутових (ребрових) точках викладено у роботах 
[1 – 2]. Подальше успішне застосування та розвиток ці асимптотичні 
методи знайшли у роботах [3 – 5], де модифіковано відповідні алгорит-
ми стосовно розв’язання задач конвективної дифузії при фільтрації в 
чотирикутних криволінійних областях. Ті ж алгоритми успішно застосо-
вано і до розв’язування таких задач в двозв’язних та багатозв’язних 
областях [6 – 7]. В працях [8 – 10] ефективно розвинено методику пере-
ходу до області комплексного потенціалу і, разом з нею, асимптотичний 
метод розв’язання систем двох рівнянь для сингулярно збурених задач 
типу “конвекція-дифузія” у випадку малого масообміну. У роботі [12] 
побудовано алгоритм асимптотичного наближення розв’язку сингулярно 
збурених крайових задач для системи нелінійних рівнянь чотирикомпо-
нентної конвективної дифузії за умов малого масообміну породженого 
тримолекулярною реакцією забруднюючих речовин трьох сортів. У цій 
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роботі йдеться про асимптотичне розвинення розв’язків аналогічних 
нелінійних сингулярно збурених крайових задач типу «конвекція-
дифузія-масообмін-терморежим» з урахуванням впливу температури 
середовища на дифузійні процеси. 
Постановка задачі. Розглядається процес конвективно-дифузійного 
масопереносу трьох розчинних речовин при фільтрації в області 

(0, )zG G   (рис. 1). В процесі масопереносу дві речовини 1 2( , )С С   

вступають у хімічну реакцію типу 1 2 3
1 2 3a С a С a С W      [11], в ре-

зультаті чого утворюється третя розчинна речовина 3C  та виділяється 
певна кількість теплової енергії W . 
 

  
 а)  б) 

 
Рис. 1. Фізична область zG  (а) та відповідна їй область комплексного  

потенціалу wG  (б) 
 

Відповідна модельна задача типу „конвекція-дифузія-масообмін” 
[10] матиме вигляд: 

( ( ) ( , , )) ( ( ) ( , , )) ( , ) ( , , )i i i
i x i y x xD T C x y t D T C x y t v x y C x y t

x y
 

  
 

     

 1 21 2( , ) ( , , ) ( ) ( ( , , )) ( ( , , ))a ai
y y iv x y C x y t k T a C x y t C x y t          

 ( , , )i
tC x y t  , 1,3i  (1) 
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  4 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )xx yy x x y yD T x y t T x y t v x y T x y t v x y T x y t      

 1 2* 1 2( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )a a
tk C x y t C x y t T x y t     , (2) 

  
*

,i i
LС С M t  ,  *

* ,i
L

С С M t  ,  0
0( , ,0) ,i iС x y С x y  ,  

  
*

,LT T M t  ,  *
* ,

L
T T M t  ,  0

0( , ,0) ,T x y T x y  , (3) 

 ( , ) ( , )x yv v grad x y , 0  , 
*L  , *L

  , (4) 

де ( , , )iC x y t  ( 1,3i ) – відповідно концентрації трьох сортів розчинних 

речовин фільтраційної течії в точці ( , )x y  в момент часу t , ( , , )T x y t  – 

температура середовища, M – біжуча точка відповідної кривої, 

( ) ( )i iD T s T     – коефіцієнти дифузії ( ( )is T  – задані дійсні функції), 

4 4D s    – коефіцієнт термодифузії, j ja a    ( 1,2j ), 3 3a a   , 

( )k T  – функція швидкості хімічної реакції, *k k   , k – константа 

швидкості теплоутворення внаслідок хімічної реакції,   ( 0  ) – малий 
параметр (характеризує переваги одних складових процесу над іншими), 

, ,x yv v  – відповідно потенціал та компоненти його швидкості [6], 

2 2
*( , ) ( , )x yv x y v x y v    ,  ,iС M t

 ,  * ,iС M t ,  0
0 ,iС x y , 

 ,T M t
 ,  * ,T M t ,  0

0 ,T x y  – задані достатньо гладкі, сильно узго-

дженні (настільки, щоб можна було будувати нижче вказані асимптоти-
чні розвинення розв’язку із заданою точністю) між собою на ребрах 
області G функції.  

Вважаємо, що задача (4) є розв’язаною [8], зокрема знайдено по-

ле швидкості  ( , ), ( , )x yv x y v x y  та отримано динамічну сітку [10]. Здій-

снивши заміну змінних  ,x x   ,  ,y y    у рівняннях (1) – (2) та 

умовах (3), приходимо до відповідної задачі для області wG  [11]: 

  2 2( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , )( ( ) ( , , )i i i
i iD T v C t C t v D T C t                
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 2( ) ( , , )) ( , ) ( , , )i i
iD T C t v C t            

 1 21 2( ) ( ( , , )) ( ( , , )) ( , , ),a a i
i tk T a C x y t C x y t C t      1,3i  (5) 

  2 2
4 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )D v T t T t v T t                

 1 2* 1 2( ( , , )) ( ( , , )) ( , , )a a
tk C x y t C x y t T t     , (6) 

 
*

( , )i iС С t    , *
* ( , )i iС С t

 



 , 0

00
( , ),i i

t
С С  


  

 
*

( , )T T t    , *
*( , )T T t

 



 , 0

00
( , )

t
T T  


 , (7) 

де  , , ( ( , ), ( , ), )i iC t C x y t       ,  , , ( ( , ), ( , ), )T t T x y t        

та інші функції ( * 0
* 0, ,i i iC C C , * 0

* 0, ,T T T ) інтерпретуються аналогічно. 

Асимптотика розв’язку. Розв’язок 1 2 3( , , , ),C C C T  задачі (5) – (7) у 

випадку 1 ( 1,3)ia i   з точністю 2( )O   шукаємо у вигляді таких 

асимптотичних рядів [12]: 

       
2

1
0 1 2

0

, , , , , , , , ,i i i j i i
j

j
C t C t C t П t R         



      (8) 

       
2

1 4
0 1 2

0

, , , , , , , ,j
j

j
Т t Т t Т t Е t R         



    , (9) 

де 1,3i ,  2 , , , , 1,4lR t l    , – залишкові члени;  , ,i
jС t  , 

 , ,jТ t   ( 0,1j ) – члени відповідних регулярних частин асимптоти-

ки, зокрема: 0
iC , 0Т  – розв’язки відповідних вироджених задач (конвек-

тивного переносу); 1
iC , 1Т  – відповідні поправки, що враховують вплив 

дифузії всюди в даній області (за виключенням деякої її приграничної 

зони);  , ,i
jП t  ,  , ,jЕ t   ( 0,2j ) – функції типу пограншару в 

околі    ; 1( )        – відповідне регуляризуюче перетворення 

[5]. При цьому вимагатимемо, щоб функції ( )is T та ( )k T дозволяла 

розклад в ряд за степенями   у вигляді: 
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0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , , )i i i i
is T I T I T T J T T E J T T E E       

2 4
2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 2( , , , , ) ( , , , , , , )i iJ T T E E E S T T E E E R   , (10) 

 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , , )k T G T G T T M T T E M T T E E       

 2 4
2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 2( , , , , ) ( , , , , , , )M T T E E E F T T E E E R   , (11) 

де 0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) ( 0,2)i i i i
j jI I J S G G M F j          – непере-

рвні функції своїх аргументів. 

Аналогічно до 5 – 8, для знаходження функцій i
jC , jТ  ( 0,1j ) 

приходимо до таких задач: 

 
2 ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),

i i i
j j t j

i i i i
j j j j

v C t C t g t

C h C t b t
       

      

   


 
 

 
2 4

4 4

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , ,0) ( , ), ( , , ) ( , ),
j j t j

j j j j

v Т t T t g t

T h T t b t
       

      

   


 
 

де 1,3i , 0,1j , 0 ( , , ) 0mg t   , 1 ( , ) 0mh    , 1 ( , ) 0mb t  , 1,4m , 
0

0 0( , ) ( , )i ih C    , 4 0
0 0( , ) ( , )h T    , 0 ( , ) ( , )i ib t C t  , 

4
0 ( , ) ( , )b t T t  ,  2

1 0 0 0 0( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i i ig t I T v C t C t            

1 2 2
0 0 0 0 0 0 0( ) ( , , ) ( , , ) ( , )( ( ) ( , , )i i

iG T C t C t v I T C t            

0 0 0( ) ( , , ))i iI T C t     , 1 2 1   , 3 1  , 4 2
1 4( , , ) ( , )g t s v      

  * 1 2
0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )T t T t k C t C t           . 

У результаті їх розв’язання маємо: 

 *
0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ), 1,3

i
i

i

C t f t f
C t

C f f t t t f i
    

 
     

  


  
 

 *
0 0 1

0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),
T t f t f

T t
T f f t t t f
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*

2
1

1

1
1

0

( , ) ( , , ( , ) ( , )) , ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), , ) , ( , ),
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де    
*

2, ,f v d



        ,  1 ,f    – функція, обернена до функції 

 ,f    стосовно змінної  . 

Функції 
2

0

i j
j

j
П П 



 ( 1,3i ), 
2

0

j
j

j
Е Е 



  призначені для усу-

нення неузгодженостей, внесених побудованими регулярними частина-

ми в околі ділянки   [12]. Таким чином повинні виконуватись умо-

ви:    2i i iC П C O
 







    ( 1,3i ),    2Т Е Т O

 





   . За-

уважимо, що на відміну від розглянутих аналогічних функцій в роботах 
[9-12] ці функції знаходимо в результаті почергового розв’язку наступ-
них задач: 

 

 
   

2 * 2 * 4
4

4

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),
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 де    *
0 0( , ) , , ,i i iq t C t C t     ,    4 *

0 0( , ) , , ,q t Т t Т t     , 

 *
1 1( , ) , ,i iq t C t   ,  4 *

1 1( , ) , ,q t Т t   , 2 ( , ) 0mq t  , 4
0 ( , , ) 0t    , 

2 *
0 0 0 1 0 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i i it v J T T E П t         , 1,3i , 

2 *
1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0( , , ) ( , , ) ( ( , ) ( , , , )) ( , ) ( , , )i i i i i

tt П t I T T J T T E E v П t             
2 *

0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0( , )( ( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , ))i i i iv J T T E П t J T T E E П t          
* *

0 0 1 0 02 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )i iv v J T T E П t         , 2 1( , , ) ( , , )i i
tt П t     

1 * * 2 *
0 0 0 02 ( , ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , )i i i

tv v П t I T v П t             
2 *

1 0 1 1 0 1 0 1 1 2 0 1 0 1 2( ( , ) ( , , , )) ( , ) ( , , ) ( , , , , )i i i iI T T J T T E E v П t J T T E E E       
2 * 2 *

0 1 0 1 0 1 1( , ) ( , , ) ( , ) ( ( , , , ) ( , , )i i iv П t v J T T E E П t             

0 0 1 0 2 2 0 1 0 1 2 0( , , ) ( , , ) ( , , , , ) ( , , )i i i iJ T T E П t J T T E E E П t        
* *

0 0 1 0 0 0 0 1 0 1( , , ) ( , , )) 2 ( , ) ( , ) ( ( , , )i i i iJ T T E П t v v J T T E П                
* 2 *

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0( , , , ) ( , , )) (( ( , )) ( , )) ( , , )i i iJ T T E E П t v v J T T E           

0 0 0 1 0( , , ) ( , , ) ( , , )i
iП t M T T E t        , 4

1 0( , , ) ( , , )tt Е t     ,

4 1 * * 2 *
2 1 0 4( , , ) ( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , ) ( , )t tt Е t v v Е t s v                  

*
0 ( , , ) ( , , )Е t k t       , 1 2 2

0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )t C t П t С t          
1 1 2
0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )П t П t П t       . 

Залишкові члени оцінюємо з наступних задач: 

 

 

2 2

2

2

4 2
0 1 0 1 2 2

2 4
0 1 0 1 2 2 2

4 2
0 1 0 1 2 2 2

2
4
2 2

1

( , , , , , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

( , )( ( , , , , , , ) ( , , )

( , , , , , , ) ( , , )) ( , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )
t

i i i

i i

i i i

m i
i

m

S T T E E E R v R t R t

v S T T E E E R R t

S T T E E E R R t v R t

k R t R t R


 

 

  

  

 



 

 

       

    

      

       2

*
2 * 2 2

( , , ) ( , , , ) ,

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0 ( 1,3),

i

i i i

t b t

R t R t R i








  



   

     

        

 



Серія прикладна математика, випуск 8 (17), 2011 

 147

 2 2 2

2

2 4 4 2 4
4

2
4 2

2 4
1

4 4 * 4
2 * 2 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , , ) ,

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0, ) 0,

t

m

m

s v R t R t v R t

k R t R t b t

R t R t R

  
          

        

        


   


    

   

  

де ( , , , )ib t    – відомі функції, які є сумою добутків членів ряду (8) -

 (9), їх частинних похідних, а також коефіцієнти при   розкладу функції 
2 ( , )v      в ряд Тейлора в околі *  . Вимагаючи достатньої 

гладкості коефіцієнтів системи рівнянь (1) - (2), та початкової і гранич-
них умов (існування неперервних частинних похідних до четвертого 
порядку включно), а також узгодженості останніх вздовж ребер 

* 0L  , * 0L  . області [0, ]zG G T  , де [0, ]T  – фіксований проміжок 

часу, на основі принципу максимуму для рівнянь в частинних похідних 
приходимо до справедливості такого твердження: 

2
2 ( , , , ) ( )iR t O    ( 1,4i , ( , , )t G   ). 

Числові розрахунки. Наведемо результати розрахунку розглянутого 
вище процесу на ідеальному плоско паралельному фільтраційному фоні, 
породженому двома особливими точками 1 0z   та 2 4z   (відповідно 

витік та втік однакових інтенсивностей 0 2Q  ), комплексний потенці-

ал якого – 0 1 2( / 2 ) ln(( ) /( ))w Q z z z z    ,  при * 2.7  , * 1.5   

[12].  

На рис. 2 зображено розподіли концентрацій 1( , , )C t  , 
2 ( , , )C t  , 3 ( , , )C t   розчинних речовин при:  
10 2 1

0 ( , ) 0.1 (1/ 50) exp( / 2) (3 ( 2.7) )C            , 
20 2 1

0 ( , ) 0.15 (1/10) cos( ) (3 ( 2.7) )C          , 
30 2 2 1

0 ( , ) 0.01 (1/ 50)sin ( ) (3 ( 2.7) )C          , 0
0 ( , ) 10T    , 

1
* ( , ) 0.1 (1/50) exp( / 2) exp( ) /3C t t       , 
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2
* ( , ) 0.15 (1/10) (exp( ) /3) cos( )C t t      , *( , ) 10T    , 
3 2
* ( , ) 0.01 (1/ 50)sin ( ) exp( ) /3C t t     , * ( , ) 10T    , 
1* 2 1( , ) 0.1 (1/50) exp( / 2) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t            , 
2* 2 1( , ) 0.15 (1/10) cos( ) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t           , 
3* 2 2 1( , ) 0.01 (1/50)sin ( ) exp( 2 ) (3 ( 1.5 2.7) )C t t          . 

Так, на рис. 2 а зображено регулярні частини 1
0C  та 1 1

0 1C C  при 
10

2 10( ) 10 e
T

K T


   (криві 1-2 та 1*-2* в моменти часу 0.03t  та 0.74t  

відповідно) розв’язку поставленої задачі при 0.01 , 

( ) 10 (1/ ) (1 exp( 10))S T T T     , * 2k   вздовж лінії 2.51 . Аналогі-

чно інтерпретуються результати для речовин 2 3,C C на рис. 2 б) та 2 в).  

На рис. 3 зображено регулярні частини 1
0C  (крива 1), 2 2

0 1C C  

при ( ) (1/ ) (100 exp( 10))S T T T    , ( ) 10 (1/ ) (1 exp( 10))S T T T     , 

( ) (1/ ) (1 exp( 10))S T T T     (криві 2-4 відповідно) розв’язку поставле-

ної задачі при 0.01 , 0.37t , 
10

2 10( ) 10 e
T

K T


  , * 2k  , 2.51 .  

 
а) 

Рис. 2. Вплив дифузії та масообміну на розподіл концентрації  
розчинних речовин  
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б) 

 
в) 

Прод. рис. 2 

 
Рис. 3. Вплив коефіцієнта дифузії ( )S T   на розподіл концентрації речовини 
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Висновки і зауваження. Встановлено зв’язок швидкості хімічної реак-
ції речовин та їх дифузії із температурою середовища. Це дає можли-
вість передбачити вибір хімічно активних речовин, що візьмуть участь у 
реакціях, та температури середовища з метою зменшення концентрації 
забруднюючої речовини стічних вод. У перспективі – математичне мо-
делювання аналогічних просторових процесів, а також розробка нової 
методики числового розв’язування такого роду задач у випадку, коли 
процеси конвекції та масообміну превалюють над дифузійними проце-
сами. 
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