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УДК 517.95 

Климюк Ю. Є., Пригорницький Д. О. 

ПРОСТОРОВІ АНАЛОГИ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА КОНФОРМНІ 
ВІДОБРАЖЕННЯ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ ДВОЗВ’ЯЗНИХ 
ОБЛАСТЕЙ 

Розроблено алгоритм числової реалізації крайових задач на знахо-
дження просторових аналогів конформних відображень одного 
класу двозв’язних областей, обмежених двома замкненими еквіпо-
тенціальними поверхнями, із розрізом на відповідні прямокутні па-
ралелепіпеди. Наведено результати числових розрахунків на при-
кладі областей, обмежених двома сферами.  

Вступ. В [1] був запропонований числовий алгоритм розв’язання обер-
нених крайових задач на знаходження просторових аналогів конформ-
них відображень криволінійних паралелепіпедів, обмежених двома ек-
віпотенціальними поверхнями та чотирма поверхнями течії, на відпові-
дні прямокутні. У [2] область застосування алгоритму була розширена 
на випадок двозв’язних областей, обмежених двома еквіпотенціальними 
поверхнями та двома поверхнями течії. Разом із тим залишився поза 
увагою ще один з випадків, який може бути цікавим при розв’язуванні 
деяких задач теорії потенціалу – випадок, в якому вихідна просторова 
область є обмеженою двома замкненими еквіпотенціальними поверхня-
ми. У цій роботі адаптовано алгоритм, описаний в [1, 2],  для безпосере-
днього застосування у вище означеному випадку. 

Загальна постановка задачі. Нехай маємо деяку двозв’язну криволі-
нійну просторову область Gz  ( =( , , )x y zz ), обмежену двома замкненими 

еквіпотенціальними гладкими поверхнями:  * *: ( , , ) 0S f x y z  z  – 

внутрішня,  * *: ( , , ) 0S f x y z z  – зовнішня (рис. 1). 
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Для області zG  розглянемо модельну задачу, яка описує процес 

фільтрації у відповідному однорідному пористому середовищі: 
 v grad   

 , 0div v 
 , (1) 

  S   , 
S

   , (2) 

де  , ,x y z    та       , , , , , , , ,x y zv v x y z v x y z v x y z  – відповідно 

потенціал і вектор швидкості фільтрації ( 0 
        , 

2 2 2
*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v    

 ),   – коефіцієнт фільт-

рації ( const  ). 
 

 
Рис. 1. Просторова фізична область Gz  

 
Як і в [2], ввівши функції  , ,x y z   ,  , ,x y z    (просторо-

во комплексно спряжені із функцією  , ,x y z   ), такі, що 

grad grad grad    , зафіксувавши на внутрішньому контурі *S  

деяку точку A  та здійснивши умовний розріз   вздовж відповідної 
поверхні течії (через ADD A   та BCC B   позначено відповідно дальній 
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та ближній береги розрізу), задачу (1) – (2) замінимо більш загальною 
задачею (3) – (4) на побудову просторового аналога конформного відо-
браження однозв’язної області \ ГGz  на відповідну область комплекс-

ного потенціалу   , , :G     w w 
     , 0 Q   , 0 Q   , 

де Q Q Q
   – потік через довільний поперечний переріз течії (рис. 2): 

 

,

,

;

x y z z y

y z x x z

z x y y x

          
          
          

 (3) 

 
, , 0,

, 0, .

ABB A CDD C ADD A

BCC B ABCD A B C DQ Q
     

     







       

     

 (4) 

 

 
Рис. 2. Просторова область комплексного потенціалу wG  

 
Відповідна обернена до (3) – (4) крайова задача на конформне ві-

дображення  z z w  області Gw  на /G z  при невідомих значеннях 

параметрів Q , Q  та витраті Q  запишеться у вигляді: 
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 , , ;x y z z y y z x x z z x y y x                                         (5) 
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, , 0 , , , , , 0 , , ,

lim lim , lim lim ,
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Q Q
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f x y z
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         
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*
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0 0 0 00 0

lim , lim lim ,

lim lim , lim lim .
Q Q

Q Q

z z x x

y y z z


   
     

   
      













  

  


 (6) 

Різницевий аналог задачі та алгоритм числового розв’язання. Ана-

логічно [1, 2] в області Gw  вводимо рівномірну ортогональну сітку: 

 , , :i j kG 
   


w  i i    , 0, 1i n  ; j j    , 0, 1j m  ; 

k k   , 0, 1k l  ; 
1n


 

 


, 
1

Q
m

 


, 
1

Q
l



 


, 

=


 
 

 де n , m , l N  – параметри розбиття області ком-

плексного потенціалу, а  ,  ,   – кроки сітки відповідно по змін-

ним  ,   та   (рис. 2). Через , , ( , , )i j k i j kx x    , 

, , ( , , )i j k i j ky y    , , , ( , , )i j k i j kz z     позначимо координати відпо-

відних вузлів у /G z  сітки. 

Для числової побудови відображення прямокутного паралелепі-
педа Gw  на криволінійну область /G z  (при відповідності кутових 
точок) запишемо різницеві аналоги рівнянь (5) у рівномірній сітковій 
області G 

w : 
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k i j k i j k i j k
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   
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
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
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 (7) 
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, , 1 , , 1 , 1, , 1,

, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, , 1,

, 1, , 1, , , 1 , , 1
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4
,

4
,

4

i j k i j k i j k i j k i j k i j k
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


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
    

  


     
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
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
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 (8) 

Крайові умови, які визначають фізичну область /G z , апрокси-

муємо точково-різницевими рівняннями 
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,1, ,0, , 1, , ,

, ,0

, , 0, , , 0,

, , ,

, ,

,

j k j k j k n j k n j k n j k

i k i m k i k i m k i k i m k
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 (9) 
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З метою забезпечення ортогональності сітки за рівняння зв’язку 
приграничних вузлів із граничними використаємо умови ортогонально-
сті ліній течії та еквіпотенціальних ліній до відповідних ділянок границі 
фізичної області, які у сітковій області G 

w  записуються такими число-
во-аналітичними різницевими рівняннями 

     0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, ,

1, , 0, , 1, , 0, , 1, , 0, ,

, , , , , ,
;x j k j k j k y j k j k j k z j k j k j k

j k j k j k j k j k j k

f x y z f x y z f x y z

x x y y z z
    

 
  

 

   1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1, ,

, , 1, , , , 1, ,

, , , ,x n j k n j k n j k y n j k n j k n j k

n j k n j k n j k n j k

f x y z f x y z

x x y y

 
     

 

 
 

 
 

 

 1, , 1, , 1, ,

, , 1, ,

, ,
;z n j k n j k n j k

n j k n j k

f x y z

z z


  







 0, 1, 0, 1, 0, 1.i n j m k l       (10) 

Розв’язок різницевої задачі (7) – (10) знаходимо шляхом поетап-
ної параметризації конформного інваріанту   криволінійного парале-
лепіпеда \ ГGz , координат граничних та внутрішніх вузлів шуканої 

гідродинамічної сітки zG   за алгоритмом, який детальніше описаний 
в [1], із врахуванням почергового використання систем (7) і (8). 

Програмна реалізація алгоритму та числові приклади. Вище описа-
ний алгоритм був реалізований у вигляді пакету програм для сучасних 
багатоядерних ПЕОМ під управлінням ОС Windows, який дозволяє 
отримувати як числові результати роботи алгоритму, так і візуальне їх 
представлення у вигляді графіків, малюнків тощо. Комп'ютерна збіж-
ність та точність алгоритму перевірялася за допомогою серії тестових 
задач. Так, у випадку області 1Gz , обмеженої сферами ( , , )f x y z   

2 2 2 25x y z    , 2 2 2( , , ) 100f x y z x y z     , при * 0.1  , * 0.2  , 
1  , 30n  , 44m  , 6l   ми отримали динамічну сітку, зображену на 

рис. 3. При цьому параметри n , m , l  вибиралися з умови найбільшої 
подібності побудованої сітки до кубічної. Числові результати 
розв’язання тестової задачі подані у табл. 1, де Q – абсолютна похибка 
величини Q (визначалася шляхом порівняння із точним розв’язком), а 
 – максимум нев’язки рівнянь системи (5).  
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Рис. 3. Динамічна сітка в фізичній області 1Gz   

 
Табл. 1. Результати розв’язання задачі в області 1Gz  

№ n m l  Q Q 
1 8 60 32 0.00001 19.760776 0.021576 0.033614 
2 12 90 48 0.00001 19.748804 0.009595 0.011308 
3 16 120 64 0.00001 19.744608 0.005399 0.005097 
4 20 150 80 0.00001 19.742665 0.003456 0.002718 
5 24 180 96 0.00001 19.741609 0.002400 0.001617 
6 28 210 112 0.00001 19.740972 0.001794 0.001039 
7 32 240 128 0.00001 19.740559 0.001350 0.000706 
8 36 270 144 0.00001 19.740276 0.001067 0.000502 
9 40 300 160 0.00001 19.740073 0.000864 0.000369 

 
Результати розв’язання цієї ж задачі у фізичній області 2Gz  скла-

днішої геометрії:  2 2 2
* : ( 1.986) 395S x y z    z ,  :S  z  

2 2 2( 3.502) 30.121x y z     при * 0  , * 1.2  , 1  , 14n  , 

40m  , 45l   подані на рис. 4 та у табл. 2.  
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Рис.4. Динамічна сітка фізичної області 2Gz  

 
Табл. 2. Результати розв’язання задачі в області 2Gz  

№ n m l  Q 
1 14 40 45 0.00001 18.939993 0.126117 
2 28 80 90 0.00001 19.335158 0.041075 
3 42 120 135 0.00001 19.468836 0.021613 
4 56 160 180 0.00001 19.536050 0.013163 
5 70 200 225 0.00001 19.576499 0.008821 
6 84 240 270 0.00001 19.603515 0.006314 
7 98 280 315 0.00001 19.622838 0.004738 

 
Висновки і зауваження. 
1. Аналіз отриманих числових результатів (див. табл. 1) свідчить про 

збіжність послідовності числових розв’язків, отриманих за описаним 
нами алгоритмом для пропорційно зростаючої кількості вузлів сітки, 
до точного. 

2. Збіжність, адаптованого у роботі, алгоритму на практиці та візуальна 
коректність результатів його роботи для нового класу задач додає 
оптимізму у подальшому вирішенні питання математично строгого 
обґрунтування даних фактів. 
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