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 А. О. Сяський, Н. В. Шинкарчук, 2010 С. 199–209 

УДК 539.3 

Сяський А. О., Шинкарчук Н. В. 

МІШАНА КОНТАКТНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПЛАСТИНКИ З 
КРИВОЛІНІЙНИМ ОТВОРОМ І ЖОРСТКОГО ДИСКА 

Розглядається мішана контактна задача для ізотропної пластин-
ки і жорсткого диска при наявності на лінії розмежування матері-
алів зон спаю, гладкого контакту і відставання. Методом механі-
чних квадратур і колокації досліджується напружений стан на ко-
нтурі еліптичного отвору пластинки.  

Вступ. Розрахунок циліндричних з’єднань в передачах обертального 
руху приводить до необхідності розв’язання контактних задач про взає-
модію пластинок з круговими отворами і пружних або жорстких дисків. 
Внаслідок інтенсивної експлуатації таких передач на лінії сполучення 
пластинки і диска появляються тріщини, що приводять до значного 
послаблення передачі.    

Задачі про напружений стан пластинки з впаяною круговою шай-
бою із іншого матеріалу при наявності на лінії спаю одного або системи 
розрізів наведені в [1-3].  

В роботі [4] розглянута задача про передачу моментного наван-
таження до пластинки через абсолютно жорсткий диск, вставлений в 
отвір пластинки з натягом. Досліджується поява зазору між пластинкою 
і диском. 

Мішана контактна задача для пластинки з еліптичним отвором і 
жорсткого диска при їх частковому сполученні сформульована в [5]. 
Граничні умови задачі в зоні сполучення вибираються у вигляді рівнос-
тей деформацій контурних точок пластинки і диска, а в зоні гладкого 
контакту – у вигляді рівності їх кривин. 

У цій роботі в уточненій постановці пропонується числово-
аналітичний розв’язок задачі про передачу силового і моментного нава-
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нтаження від абсолютно жорсткого диска до контуру криволінійного 
отвору нескінченної ізотропної пластинки при наявності на лінії розме-
жування матеріалів зон спаю, гладкого контакту і відставання.  

Постановка задачі. Розглянемо нескінченну ізотропну пластинку тов-
щиною 2h  з симетричним криволінійним отвором, контур якого   має 
форму правильного N -кутника із закругленими кутами. Середню пло-

щину пластинки віднесемо до системи прямокутних  ,x y  і полярних 

 ,r   координат з полюсом в центрі отвору.  

Розглянемо функцію [6] 

   1Nz R 
  

 

 
   

 
, (1) 

яка здійснює конформне відображення зовнішності S  одиничного кола 

 ( 0 1  ) в площині ie    на область, яку займає пластинка в пло-

щині z x iy  . Тут R  – характерний розмір отвору(не обмежуючи зага-

льності, вважаємо 1R );   – параметр, який характеризує відхилення 

форми криволінійного многокутника від кола;  ,   – полярна система 

координат в площині  ; 1i  . При 2N  , 1   функція (1) реалізує 

конформне відображення на зовнішність   зовнішності еліпса; при 

3N  , 1
2

   – зовнішності трикутника із закругленими кутами; 4N  , 

1
3

   – зовнішності квадрата із закругленими кутами.  

Нехай в отвір пластинки без зазору і натягу вставлено абсолютно 

жорсткий диск такої ж форми. На ділянці 3 1 1,           контуру   

диск спаяний з пластинкою. В центрі диска прикладено зосереджену 
силу 0 0( , )X Y  та зосереджену пару сил з моментом 0M , внаслідок чого 
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на ділянці 1 0 0,       пластинка вступає в контактну взаємодію з жор-

стким диском. На ділянках 2 0 1 1 0, , 2                     контакт 

між пластинкою і диском відсутній (рис. 1). Тут 0 0 1 1, , ,           – 

полярні кути граничних точок ділянки контакту 0 0,   
   та спаю 

1 1,        . 

Розв’язок задачі полягає у визначенні напруженого стану на кон-
турі отвору пластинки, величини зон контакту та відставання, кута по-
вороту диска. 

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема задачі 

Вивід інтегральних рівнянь. Вирази для компонент вектора зміщення 

контурних точок пластинки ( , )u v  та жорсткого диска ( , )д дu v  при зада-

ному навантаженні запишемо у вигляді [4]  
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0
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Xtf t dt v N N
 

 


 

 






       

 0 (1 ) ( 2) cos(( 2) )
2
Y v N N 


    ; 

   0
0 0 1( ) iд

Г Nu iv U iV e  


 
      
 

. (2) 

Тут 0 , 0 , 1 , 1  – образи кутів 0
 , 0

 , 1
 , 1

  при відображенні 

(1); E ,   – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу пластинки; 

 
0

* *
1 2 ρ ρλ

itf if i T iS e dt




   ;  * * ( )T iS T iS         ; ie   ; T , S  – 

нормальні та дотичні  зусилля на контурі отвору пластинки; 1 2,c c  – 

довільні сталі; 0 0,U V  – жорстке зміщення диска, 0 – кут його повороту. 

Граничні умови задачі в зоні контакту  0 0,   приймаємо у ви-

гляді рівності нормальних зміщень пластинки і диска. При відсутності 
сил тертя їх можна записати так [4] 
 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )a u b v N Sin N a U b V          ; 

 0S   ; 1  , (3) 

де  
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      cos 1 cos( 1 )a N N       ,      sin 1 sin( 1 )b N N       . 

В зоні спаю  1 1,      пластинки і диска граничні умови за-

писуємо у вигляді рівності зміщень їх контурних точок 

 дu u ; дv v ; 3  . (4) 

Підставляючи (2) в граничні умови (3), (4), одержимо систему чо-
тирьох сингулярних інтегральних рівнянь з логарифмічними ядрами для 
визначення функцій 1f  , 2f  . 

        
0

0 0

0
1 2

2 (1 )1 ' ' ln sin
2 2

Yt va f t dt f t dt


 


  

 

      


   

  
1

1

0
2

2 ' ln sin (1 ) ( 2) cos(( 2) )
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Xtf t dt v N N
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0
2(1 ) ( 2) sin(( 2) ) 1 '

2
Y

v N N b f t dt




   


         
  

    
0 1

0 1

1 1
2 2' ln sin ' ln sin

2 2
t tf t dt f t dt

  

  

 
 





 
     

 0 0(1 ) ( 2) sin(( 2) ) (1 ) ( 2) cos(( 2) )
2 2
X Y

v N N v N N   
 

          

    0
0 1 2

(1 ) 2 sin( )
2

X v Eh N N a c b c     


    
  , 

        1 2' ' 0f a f b     ;  0 0,   . (5) 

          
0 0

0 1 0
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 0 0(1 ) (1 ) ( 2) sin(( 2) )
2 2

Y Yv v N N  
 

      
 

 1 02 (sin sin(( 1) ))c Eh N       , 

          
0 0

0 1 0

2 2 1
21 ' 1 ' ' ln sin

2
tf t dt f t dt f t dt

 

   


 



      


    

  
1

1

0
1

2 ' ln sin (1 ) ( 2) cos(( 2) )
2 2

Ytf t dt v N N
 

 


 

 






       

 0 0(1 ) (1 ) ( 2) sin(( 2) )
2 2

X Xv v N N  
 

      
 

 2 02 (cos cos(( 1) ))c Eh N       ;  1 1,       . (6) 

Тут 1 0 12c EhU c  , 2 0 22c EhV c  . 

Крім системи рівнянь (5), (6) повинні виконуватись умови силової 
і моментної рівноваги диска [6] 

      
0 0

0 0

* * *
0 sin cosM S t dt T t Nt S t Nt dt

 

  
 


 
        
 
   

      
1 1

1 1

* * *sin cosS t dt T t Nt S t Nt dt
   

  
   


 

 

 
       
 
  ; 

          
0 1

0 1

* * * *
0cos sin cos sinT t t S t t dt T t t S t t dt X

  

   
  





      ; 

          
0 1

0 1

* * * *
0sin cos sin cosT t t S t t dt T t t S t t dt Y

  

   
  





     , (7) 

які служать для визначення сталих 1 2 0, ,c c   . 

Якщо функції  1f  ,  2f   будуть відомі, то величини T
 , S

  

визначаються за формулою [4] 
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     2 1
iT iS f if e 

         , (8) 

а контактні зусилля на контурі криволінійного отвору через величини 

T
 , S

  (8) визначаються залежностями [7] 

 
* *

2 2 ;
T S

T  


 

 






* *

2 2 ,
S T

S  


 

 





 (9) 

де введено позначення  

   i     ,  1 1 cosN N     ;  1 sinN N    . 

Кільцеві зусилля T  на контурі отвору пластинки знаходимо із 

співвідношення [8]  

  
0

0

2 2
2 2

1 1(1 )( ) ( ) ( , )
( )

T vT v T R t


  


   
 

     
   

 
0

0

0 01( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
2 2

t tQ t ctg T t dt Q t R t ctg S t dt


 


 
  


            

 
1 1

1 1

1 1( , ) ( , ) ( ) ( , )
2

tR t Q t tg T t dt Q t
 


 


     

 
          
       

 0
0( , ) ( ) },

2
tR t tg S t dt V 


   

    

       (10) 

в якому 

 

 
 

   

0 0
0 0

1 1

0 1 1 0

{ ( ), ( )}, , ,

{ ( ), ( )} { ( ), ( )}, , ,

0, , , ;

T S

T S T S
 

   

    

        

      

 
   


   

  

       ( , )R t t t        ;        ( , )Q t t t        ; 

0 ( 1)
0 0 0 0

1 ( )(3 ) (1 )( 2) ( )
2

o i i NiV X iY v e v N X iY e 
 


           

 . (11) 
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Наближений розв’язок задачі. Знаходження точного розв’язку системи 
(5) – (6) при умовах силової і моментної рівноваги (7), пов’язано із зна-
чними математичними труднощами, тому для наближеного розв’язку 
використовуємо модифікований метод Мультоппа-Каландія, ефектив-
ність якого проілюстровано в роботах [4, 5, 8]. 

Результати числового розрахунку. Для пластинки з еліптичним( 2N  , 
0.2   ) отвором проведено розрахунки нормальних T , дотичних 

S  і кільцевих T  зусиль на контурі отвору при 0 0X X ; 0 0Y  ; 

0 0M  . Результати розрахунку ілюструються на рис. 2-4. Штрихові лінії 

побудовано для випадку 1 1;2 2
    , cуцільні – 1 1;4 4

    , 

штрихпунктирні – 1 1;8 8
    . Зона контакту для кожного з цих 

випадків визначається полярними кутами (град.) 0 51.42 ;     60.86 ;  

64.77 відповідно при 0.2   і 0 77.54 ;     81.37 ; 82.55 відповідно 

при 0.2   . 

 
Рис. 2. Епюри розподілу зусиль 0T X , 0S X на контурі отвору 
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Рис. 3. Епюри розподілу зусиль 0T X , 0S X  на контурі отвору  

 

 
Рис. 4. Епюри розподілу зусиль 0T X зусиль на контурі отвору  
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Аналізуючи одержані результати можна зробити такі висновки: 

- збільшення ділянки спаю пластинки і диска приводить до змен-
шення зони контакту; 

- контактні і кільцеві зусилля на кінцях зони спаю мають корене-
ву особливість і приймають необмежені значення.   

Запропонований метод може бути використаний для розрахунку 
ортотропної пластинки з еліптичним отвором. 
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