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 С. В. Ярощак, 2010 С. 281–290 

УДК [519.876.5:530.182]:553.98 

Ярощак С. В. 

ОДИН МЕТОД МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ЕВОЛЮЦІЇ 
ГРАНИЦІ РОЗДІЛУ РІЗНОКОЛЬОРОВИХ РІДИН У 
НЕОДНОРІДНОМУ ПЛАСТІ 

Розроблено підхід до числового розв’язання обернених задач на 
квазіконформні відображення для моделі типу «нагнітальна та 
експлуатаційна свердловини» у горизонтальному неоднорідному 
пласті, що автоматично вирішує проблему побудови гідродинамі-
чної сітки, знаходження положення границі розділу різнокольорових 
рідин у різні моменти часу, частки витісняючої рідини у повній фі-
льтраційній витраті (зокрема, час повного обводнення експлуа-
таційної свердловини). 

Вступ. У роботі [1] розроблено підхід до математичного моделювання 
процесів витіснення у нафтогазових пластах (прогнозування динаміки 
руху лінії розділу різнокольорових рідин) для випадку однорідного 
пласта-колектора, що значним чином спрощує передбачення поведінки 
системи рідина-пласт при різних умовах впливу на неї. 

У цій роботі відповідний підхід узагальнено на випадок неодно-
рідності пласта-колектора. 

Модель НЕС [1] в неоднорідному пласті-колекторі. Розглянемо зада-
чу на еволюцію (рух) границі розділу t  двох різнокольорових рідин 

для моделі типу «нагнітальна та експлуатаційна свердловини» в горизо-

нтальному неоднорідному пласті (тризв’язна криволінійна область zG , 

обмежена трьома гладкими замкненими контурами: 

* * * * * *{ : ( ), ( ), } { : ( , ) 0}L z x x y y z f x y           , * *{ : ( )L z x x   , 

* * * *( ),  } { : ( , ) 0}y y z f x y        , 0 0 0{ : ( ), ( ),  L z x x y y   
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0 0 0} { : ( , ) 0}z f x y      , z x iy  ; рис. 1). Границя t , положе-

ння якої в початковий момент часу є відомим, розділяє пласт zG  на 

область фільтрації витісняючої рідини w
zG  та область o

zG  фільтрації 

витісняємої. 

 

  

tA
B

D

C

C

0L
zG

*L
w
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B

*L

o
zG

D

O


 ( )B C 

*( )A  *( )D ( )A  ( )D 

B C 

G
Q

wG oG

t

 
Рис. 1. Фізична область та відповідна їй  
область комплексного квазіпотенціалу  

 
Рух двох рідини у пористому пласті описується законом Дарсі та 

рівнянням нерозривності [1-2]: 

 k grad 


 


, 0div 
 , ( , ) w o

z zx y G G   (1) 

за умов 

 * *  L  , *
*

L
  , 

0
0Ln





 , (2) 

 
tw o 


 , 

t

w o

w o

k k
n n
 

 


 


 
  , (3) 

де  ( , ), ( , )x yx y x y  
  – швидкість фільтрації, ( , )x y   – квазіпо-

тенціал, ( , )k k x y  – коефіцієнт проникності,   – в’язкість, причому 

w   в w
zG  і o   в o

zG , n  – одиничний вектор біжучої нормалі до 
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відповідної кривої (індексом „ w ” будемо позначати величини, що хара-

ктеризують рух рідини в w
zG , а індексом „ o ” – в o

zG , wG , oG  – відпо-

відні w
zG , o

zG  підобласті області G ). 

При русі границі t  розподіл квазіпотенціалу взагалі кажучи змі-

нюється, але у зв’язку із зробленим вище припущенням про різнокольо-
ровість рідин (положення границі розділу не впливає на розподіл квазі-
потенціалу), можна знехтувати умовами (3) і розв’язувати задачу на 
знаходження квазіпотенціалу незалежно, після чого відшуковувати 
положення границі розділу. Для спрощення розрахунків вважаємо, що 

1  . 

Аналогічно до [3], ввівши комплексно спряжену до  ,x y   

функцію течії ( , )x y   та здійснивши умовні розрізи * , *  області 

zG  вздовж ліній розділу течії (через BВ та СС, AА та DD на рис. 1 поз-

начено відповідно верхні та нижні береги цих розрізів, де 
* *
0 0( , )A B x y  , 0 0

* *( , )C D x y   – точки «призупинки», 

* * *( , )A B x y L   , * * *( , )C D x y L   ), приходимо до задачі на ква-

зіконформне відображення      , i ,z x y x y       [3-5] утвореної 

при цьому однозв’язної області 0 *
*/( )z zG G    на відповідну пря-

мокутну область комплексного квазіпотенціалу  :G i       

*     , 0 Q  : 

 

0

*
*

* * 0 0
0 0 * *

,  ,  ( , ) ,

,  ,  0,  ,

( , ) 0,   ( , ) 0,

z

AB CD AD BC

k k x y G
x y y x

Q

x y x y

   

     

 

   
   

   

   

 

 (4) 
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де 2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x y    , 
*

y x
L

Q dx dy     – невідома повна 

витрата,  ,   – потенціали в шуканих точках «призупинки» ( відпові-

дно «розходження» та «сходження» течії). 
Обернена крайова задача на квазіконформне відображення 

     , ,z z x iy        області G  на 0
zG  та рівняння для дійсної 

 ,x x    і уявної  ,y y    частини (виконання яких вимагатиме-

мо і на розрізах із врахуванням їх «роздвоєння» при переході від області 

zG  до G ) функції течії при невідомих Q ,  ,  , та розрізах * , *  

запишуться у вигляді: 

  , , , ,w wy x x yk k G G 
   

 
   

      (5) 

 
* * *

* * *
*

*

( ( , ), ( , )) 0,   ( ( , ), ( , )) 0,  0 ,

( ( ,0), ( ,0)) 0,   ( ( , ), ( , )) 0,  ,

f x y f x y Q

f x y f x Q y Q

        

      

   

   
 (6) 

 *
*( ,0) ( , ),  ( ,0) ( , ),  ,  ,x x Q y y Q                (7) 

 ( ( , ), ( , )) 0,  ( ( , ), ( , )) 0, {0, } ,x y x y Q              (8) 

 1 10,  0.x x y yk k
k k       

              
                        

 (9) 

Маючи функцію течії ( )z z   та виділивши її дійсну і уявну ча-

стини Re ( )x z  , Im ( )y z   знаходимо компоненти швидкості 

( , )x
k y

J


  





, 
( , )y

k x
J


  


 


, ( , ) x y x yJ  

   
   

 
   

. 
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Розв’язуємо задачу (5) – (9) та знаходимо положення t  в дові-

льний момент часу [1, 2] за наступною формулою 

 
*

2
0 0 0( , ) ( ( , ), ( , )) ,

df
t x y d





               (10) 

де t  – час проходження частинкою шляху від точки * 0( , )   до біжучої 

точки 0( , )   вздовж лінії течії 0( , )x y  ,   – пористість ґрунту 

(вважатимемо, що пористість обчислюється за формулою ak  , де 

a  – деяке додатне дійсне число). 

Різницевий аналог та алгоритм розв’язання задачі. Введемо в облас-

ті G  рівномірну ортогональну сітку ( , ) :l
i jG    *i ii     , 

*
1

1 1i n
 

 


   


 при 10,i n ; 1( 1)i ii n       , 

2
2 1i n

 
 


   


 при 1 1 21,i n n n   ; 1 2( )i ii n n       , 

*

3
3 1i n

 
 


   


 при 1 2 1,i n n n   ; j j   , Q

m
  , 0,j m ; 

,  1,3l
l l





 

  
 

, де 1 2 3 1n n n n    ; 1n , 2n , 3n , m N  – параметри 

розбиття області комплексного квазіпотенціалу, 1 , 2 , 3 ,   – 

кроки сітки відповідно по змінним   та  , l  – квазіконформні інварі-

анти. 

Рівняння (9) у внутрішності сіткової області G  і розрізах * , 

* , крайові умови та умови періодичності з додатковими умовами для 
граничних та приграничних вузлів (умови ортогональності) апроксиму-
ємо наступним чином [6, 7]: 
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1, ,2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1

1 2,

, , 1 2
, 1 2 , 1 ,

1 2,

1, , , , 1
, 1 2 , , 1

1 2, 1 2,

, 1 ,
, 1 2

( ( ) ( ))

0,  ( ( )

( )) 0,  

,
2

i j i j
l i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j
l i j i j i j

i j

i j i j i j i j
i j i j i j

i j i j

i j i j
i j
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k x x k x x
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x x
k y y

k

y y y y
k y y

k k
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, 1 2
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2 2

,  , ,
2 2 2
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i j

y y x x
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y y x x y y
k k

x x y y
k k i n l

i n n n l j m i n

 


  


 


   
    

  
    

    
  

  
    

 

        2 1, 1,  3;n n l
























  


 (11) 

 

   
   

*
* 0, 0, , ,

,0 ,0 , , 1 1 2

,0 , ,0 , 1

,0 , ,0 , 1 2

, 0,  , 0,  =0, ,

, 0,  , 0,  = 1,n n ,

,  ,  0, 1,

,  ,  , ;

j j n j n j

i i i m i m

i i m i i m

i i m i i m

f x y f x y j m

f x y f x y i n

x x y y i n

x x y y i n n n

  

    

    


   

 (12) 

 

1, 0, 2, 0, 1 0, 1 1, 0, 2,

0, 1 0, 1 , 2, 1, , 1

, 1 , 2, 1, , 1 , 1

,1 ,0 ,2 1,0 1,0

(4 3 )( ) (4 3 )

( ) 0,  0, 1,  (3 4 )(

) (3 4 )( ) 0, 0, 1,

(4 3 )(

j j j j j j j j

j j n j n j n j n j

n j n j n j n j n j n j

i i i i i

x x x x x y y y

y y j m x x x x

x y y y y y j m

x x x x x

 

    

    

 

      

      

       

   ,1 ,0 ,2 1,0

1,0 1 1 2 , , 2 , 1 1, 1,

, , 2 , 1 1, 1, 1 1 2

) (4 3 )(

) 0,  1, ,  (3 4 )( )

(3 4 )( ) 0,  1,  ,

i i i i

i i m i m i m i m i m

i m i m i m i m i m
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де , ,( , ), ( , )i j i j i j i jx x y y     . Невідому витрату Q  шукаємо за 

формулою Q m   , де 
3

1

1
3

l

ll







   , l  – одержуємо на підставі 

умови «квазіконформної подібності в малому» відповідних елементар-
них чотирикутників двох областей: 
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1 , 0

1
1

n m

i j
i jm n

 





  , 

 
1 2

1

1, 1

2 ,
2 , 1,0

1
1

n n m

i j
i j nm n

 
  

 


  ,  

 
  1 2

1, 1

3 ,
1 2 , ,0

1 ,
n m

i j
i j n nm n n n

 
 

 


    , , 1

,
1 2, 1 2 , 1,

1 i j i j
i j
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, (14) 

де 

   2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i ja x x y y     ,    2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jb x x y y       

У процесі ітераційного розв’язку задачі невідомі  ,   шукаємо за фо-

рмулами: * 1 1( 1)n      , *
3 3( 1)n      . 

Згідно з (10) маємо формулу для наближеного розрахунку часу 

проходження частинкою шляху вздовж j -тої лінії течії від *i -ї до *i -ї 

еквіпотенціалі: 
*

*
*

*

,
2( , )

,
( ( , ), ( , ))

i
i j i

j i i
i i j ji i

k
t a

x y



    


 

 

  
 0,j m , 

*
*(i ,i ) 0, n  (зокрема, (0, )j nt  – час руху частинки рідини від нагнітальної 

свердловини до експлуатаційної). Алгоритм розв’язання задачі повто-
рює кроки алгоритму розробленого в роботі [1]. 

Числові розрахунки. Вище описаний алгоритм числового розв’язання 
поставленої задачі реалізований у вигляді комп’ютерної програми для 
ПК IBM PC/AT. Для перевірки його коректності проведено числовий 

експеримент на тестовому прикладі, коли, * ( ) 0.3cos( ) 0.6x    , 

* ( ) 0.3sin( )y   , *( ) 0.3cos( ) 0.6x    , *( ) 0.3sin( )y   , 0 ( )x   

2(cos( ) 0.1cos(2 ))   , 0 ( ) 2(sin( ) 0.1sin(2 ))y     , 0 2   , 
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* 0  , * 1  , 1a  , 
2 2

1( , ) 0.7 0.9
1 ( 1) ( 1)

k x y
x y


  
    

 

2 2

1

1 ( 1) ( 1)x y



    

. 

Коефіцієнт ( , )k x y  відображає наявність сильно та слабо проник-

них ділянок відповідно в околах точок з координатами (1,1)  та ( 1, 1)  . 

Відповідна динамічна сітка у випадку 1 2 3 9 39 5 80n n n m        

зображена на рис. 2, де жирними лініями виділено границю розділу 
рідин t  в відповідні моменти часу. Значення повної фільтраційної 
витрати та потенціалів в точках призупинки відповідно рівні 

1.4821Q  , 0.1792   та 0.8893  . Час прориву витісняючої рідини 

в експлуатаційну свердловину рівний 0.75t  . 
 

   

0
0.4
0.75

2.01
13.49

1G

 
Рис. 2. Гідродинамічна сітка 

 

Висновки. Запропоновано підхід до числового розв’язання обернених 
крайових задач на квазіконформні відображення для моделі типу «на-
гнітальна та експлуатаційна свердловини» у горизонтальному неоднорі-
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дному пласті, який автоматично вирішує проблему побудови гідроди-
намічної сітки, знаходження положення границі розділу різнокольоро-
вих рідин у різні моменти часу, точок «призупинки» («розходження» та 
«сходження» течії), частки витісняючої рідини у загальній фільтрацій-
ній витраті (зокрема, час повного обводнення експлуатаційної свердло-
вини). Особливо актуальним, на наш погляд, є можливість встановлення 
часу, коли заводненість пласта перевищує встановлену норму, а це в 
свою чергу означає, що подальша експлуатація свердловини економічно 
не вигідна і необхідно її зупинити, або ж провести водоізоляційні робо-
ти [8]. 
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INHOMOGENEOUS LAYER // The algorithm of numerical solution of inverse 
problems on quaziconformal mappings to injection and production wells model in the 
horizontal inhomogeneous prone reservoir which automatically solves the problem of 
a hydrodynamic grid construction and the problem of finding of the liquids separation 
line in different time moments and displacing liquid part in the total filtration (in 
particular, the time for complete operating irrigation wells) was built. 




