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Бомба А.Я., Гладка О.М., Кузьменко А.П. 

СИНТЕЗ ЧИСЛОВИХ МЕТОДІВ КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ І 

СУМАРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ РОЗВ'ЯЗАННЯ МОДЕЛЬНИХ 

КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ З ВІЛЬНИМИ МЕЖАМИ 

На основі синтезу числових методів комплексного аналізу та су-
марних зображень розроблено конструктивний підхід до розв'язан-
ня модельних крайових задач для розрахунку фільтраційного ре-
жиму у криволінійних, обмежених лініями течії і еквіпотенціальними 
лініями, областях із вільною (невідомою) ділянкою границі. Запро-
поновану методику продемонстровано на прикладі розрахунку ха-
рактерних параметрів фільтрації у ґрунтовій греблі без проміжка 
височування. 

Вступ. У роботах [1-3] для побудови динамічної сітки потенціальних і 

квазіпотенціальних процесів руху, розрахунку полів швидкостей з од-

ночасним знаходженням інших характеристик (витрат тощо) був розро-

блений конструктивний підхід на основі синтезу числових методів ком-

плексного аналізу та сумарних зображень. У даній роботі цей підхід 

поширений нами на розв’язання крайових задач для розрахунку фільт-

раційного режиму в середовищах з кривими депресії (вільними межа-

ми). 

У статті наведена загальна постановка модельної крайової задачі 

для криволінійної чотирикутної області, обмеженої лініями течії і екві-

потенціальними лініями із вільною межею, та проілюстровано її засто-

сування до задачі, що моделює процес фільтрації у ґрунтовій греблі, у 

якій, на відміну від традиційних постановок таких задач, замість промі-

жка височування є непроникна ділянка (лінія течії). Розв'язування задачі 

зводиться до обернення конформного відображення даної фізичної об-

ласті на відповідну область комплексного потенціалу, що є прямокут-

ником з невідомою висотою (повною витратою). При цьому, вузли ди-

намічної сітки розраховуються за формулами сумарних зображень, які 
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дозволяють на кожному ітераційному кроці враховувати вплив усіх 

граничних вузлів сумарно, і, отже, пришвидшити досягнення спряжено-

сті шуканих гармонічних функцій. В результаті розв'язування задачі 

автоматично вирішується проблема розрахунку вузлів та побудови ди-

намічної сітки, знаходження невідомої ділянки границі області і коор-

динат точки перетину її із заданою ділянкою та значення потенціалу 

(напору) у цій точці, обчислення повної витрати. 

Постановка задачі. Розглянемо стаціонарний процес фільтрації у кри-

волінійній області zG  ( )iyxz += , яка (аналогічно до [4, 5]) обмежена 

гладкими кривими: ( ) 0= := * yx,fzAB , ( ) ,0= := *
0 yx,fzCB  

*yyyC  , ( ) Cyyyx,fzCD ,0= := * , ( ) 0= := *
* yx,fzDA , 0BB  – 

вільна (невідома) межа (крива депресії), CB yy ,  – задані ординати точок 

B  і C  відповідно, *y  – шукана ордината точки 0B  (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Схема області фільтрації zG  і відповідна їй область комплексного 

потенціалу 

Як і раніше, процес фільтрації описуватимемо рівнянням руху 

 grad=


 (закон Дарсі) та рівнянням нерозривності 0=


div  [6], де 

),(i),( yxyx yx  +=


 – швидкість фільтрації,   – коефіцієнт провідно-

сті,   – потенціал поля, такий, що * =
AB

, * =
CD

, 
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
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

DACBB nn


, n  – зовнішня нормаль до відповідної ділянки 

границі даної області, )(
0

y
BB

= , де )(y  - монотонно зростаюча 

(спадна) функція, *)( = By , *
*)( = y . 

Задача на конформне відображення +== ),()( yxz  ),( yxi  

області zG  на відповідну область комплексного потенцiалу 

 : iG +==  ,*
*    Q0  ( ),( yx =  – функція течії 

комплексно спряжена до ),( yx = ) з невідомим параметром – повною 

витратою  +−=

AB

xy dydxQ   має вигляд [4, 5]: 

 
xyyx 


−=








=



 






, , (1) 

 Qy CBBADBBCDAB =====
00

,0),(,, *
*  . (2) 

Для забезпечення виконання умов Коші-Рімана (1) (аналогічно до 

[4, 5]) запишемо умови ортогональності ліній течії та еквіпотенціальних 

ліній до відповідних ділянок границі фізичної області AB, AD, CD, CB0  

і 0BB  (останнє рівняння – це умова ортогональності ліній динамічної 

сітки, в якому не використовується рівняння самої границі): 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )













=

=

=

=

=

.0),(),,(grad),(),,(grad

,0),(),,(grad),(),,(grad

,0),(),,(grad),(),,(grad

,0)0,(),0,(grad)0,(),0,(grad

,0),(),,(grad),(),,(grad

*

*****

*
*

*****

QyQxQyQx

QyQxfQyQx

yxfyx

yxfyx

yxfyx











 (3) 

Обернена до (1) – (3) задача на конформне відображення 

+== ),()(  xzz ),( iy  області G  на zG  при невідомому Q  має 

вигляд: 
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=
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0
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*

*
*
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*
*
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yxyx

x
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y
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x
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y
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x
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y
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x
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y

fx
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


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



 (5) 

Тоді, відповідні рівняння другого порядку для знаходження фун-

кцій ),( xx =  та ),( yy =  у дивергентній формі (аналоги рівнянь 

Лапласа при 1= ) запишуться у вигляді: 

 

.0
1

,0
1

=















+
















=















+


























yy

xx

 (6) 

Зокрема, проілюструємо запропонований підхід на прикладі про-

гнозування фільтрації у ґрунтовій греблі. На відміну від традиційних 

постановок задачі фільтрації через ґрунтову греблю тут замість проміж-

ка височування є абсолютно непроникна ділянка границі: CB0  – лінія 

течії (див. рис. 1, 2). Відповідна фізична область фільтрації zG
~

 

( )iyxz +=  (аналогічно до [4]) задана таким чином: 

 =−== xymyxfzAB 1* ),(:  *0,0 Hy =  

 ,0),(: 2
*

0 =−+== LxymyxfzCB  *
* Hyy  , 

 ,0),(: 2
* =−+== LxymyxfzCD  0*  yH ,  == ),(: *

* yxfzAD  
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Lxy == 0,0 , 0BB  – вільна (невідома) межа (крива депресії), AD  

– непроникна основа греблі, GH  та *
*, HH  – відповідно висота греблі 

та напори на ній, b  – ширина гребеня, GHlm 11 =  та GHlm 22 =  – 

коефіцієнти закладання верхового та низового відкосів, 21 lblL ++=  – 

загальна ширина греблі, *y  – шукана ордината точки 0B  (див. рис. 2). 

 

Рис. 2. Схема області фільтрації zG
~

 і розрахована динамічна сітка 

Процес фільтрації, як зазначено вище, описуємо рівняннями 

hgrad= 


, 0=


div  [4, 5], де   – коефіцієнт фільтрації, який для 

зручності покладемо 1= ; ),( yxhh =  – напір в точці ),( yx , такий що 

*Hh
AB

= , *Hh
CD

= , yh
BB

=
0

; hh
~~

−=−=   – потенціал поля 

(
*

*

*~

HH

Hh
h

−

−
= ), тоді 0* ==

AB
, 1* ==

CD
, 

*
*

*

0 HH

yH
BB −

−
= , 

0

0

=



=





DACBB nn


. 

Задача (1) – (3) на конформне відображення області zG
~

 на відпо-

відну область комплексного потенцiалу G
~

з невідомою витратою Q  

має вигляд: 

 ;,
xyyx 


−=








=



 
 (7) 
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 ;,0,,1,0
0

Qy BCADBBCDAB ==−===   (8) 
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 (9) 

а відповідна їй обернена задача запишеться у вигляді: 
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 (10) 
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m
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m




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 (11) 

Ця задача зводиться до розв’язування в G
~

 рівнянь Лапласа 

0),(,0),( ==  yx  при заданих крайових умовах (10) та умовах 

ортогональності (11). 

Різницева задача. Різницевий аналог поставленої задачі у рівномірній 

сітковій області ( ) : ,
~

jiG 
 =  ,ii =   1+,0= mi , jj =  , 

;1+,0= nj  ,
1

,
1

1

+
=

+
=

n

Q

m
  









= , Nnm,  запишемо у 

вигляді [4,7]: 
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



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


(12) 

де ),(  ),,( ,, jijijiji yyxx  == ; 
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 (14) 

Конформний інваріант   отримаємо на підставі умови “конфор-

мної подібності в малому” відповідних елементарних чотирикутників 

двох областей [4]: 

 
( )( ) =++

=
nm

ji

ji
nm

,

0,

,
11

1
 , (15) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2,11,1
2

,11,1
2

,1,
2

,1,

2
1,1,1

2
1,1,1

2
,,1

2
,,1

,

jijijijijijijiji

jijijijijijijiji

ji

yyxxyyxx

yyxxyyxx

++++++++

++++++++

−+−+−+−

−+−+−+−
= . 

Невідому витрату Q наближено обчислюємо за формулою [4]: 

 




1+
=
n

Q . (16) 

Алгоритм числового розв’язання. Алгоритм розв’язання різницевої 

задачі (12) – (16) побудуємо з використанням методу сумарних зобра-

жень. Формули сумарних зображень [8-10], що є розв’язками рівнянь 
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(12), мають вигляд: 
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де елементи матриці  n
kjkjpP

1,, =
=  обчислюються як 

,sin
12

2
1, +

+
=

n
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
 а елементи діагональних матриць  n
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)cos1(1
1
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 . Системи рівнянь для обчислення kkkk dcba ,,,  
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де 
*
,kjp ( nkj ,1, = ) - елементи матриці *P , оберненої до Р ( EPP = * ); 
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( )1,,0,,1

1
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+=  ntkntk

m

t
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t
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
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
 , nk ,1= . 

В алгоритмі (аналогічно до [5]) будемо поетапно фіксувати зна-

чення параметрів   (або Q), координат граничних та внутрішніх вузлів 

сітки 
G

~
, використовуючи ідеї методу блочної ітерації. Задаємо кілько-

сті m та n вузлів розбиття сіткової області 
G

~
, параметр  , що характе-

ризує точність наближення розв’язку відповідної різницевої задачі та 

бажаний рівень конформності відображення * , початкові наближення 

координат граничних вузлів 
( ) ( ) ,, 0

,0
0
,0 jj yx  

( ) ( ) ,, 0
,1

0
,1 jmjm yx ++  ( ) ( ) ,, 0

1,
0

1, ++ nini yx  

( ) ( )0
0,

0
0, , ii yx . Обчислюємо методом сумарних зображень (11) відповідні 

початкові наближення координат внутрішніх вузлів 
( ) ( )( )0

,
0
, , jiji yx , 

njmi ,1,,1 ==  і знаходимо за формулами (9), (10) початкові набли-

ження ( ))0(
,

)0(
,

)0( , jiji yx =  конформного інваріанта   та повної витрати Q. 

Далі уточнюємо координати граничних вузлів (7), (8) (даний граничний 

вузол на k-ому кроці підправляємо за умов, що фіксованими є навколи-

шні та відповідні приграничні [4]). Нове наближення координат внутрі-

шніх вузлів ( ))1(
,

)1(
, ,

++ kk
jiji yx  ( ,1,0=k  – номер кроку ітерації) знову 

проводимо за формулами сумарних зображень (11), які, на відміну від 

сіткових ітераційних методів, дозволяють відразу (за один крок без 

організації ітераційного процесу) отримати прийнятний розв'язок. Після 

цього, знову уточнюємо   та Q . Наприкінці кожної ітерації перевіряє-

мо виконання умов стабілізації координат граничних вузлів. Визначає-

мо величину ( ) ( )2)1(
,

)(
,

2)1(
,

)(
,

,
max −− −+−= kkkk

jijijiji
ji

yyxxS  зміщення вузлів на 

границі за проведену k-ту ітерацію; якщо вона більша за  , то перехо-



Волинський математичний вісник 

 114 

димо до уточнення вузлів. У протилежному випадку оцінюємо ступінь 

конформності 2
2

2
1  +=  отриманого відображення області комплек-

сного потенціалу на фізичну область, де 21,  – нев’язки апроксимацій 

рівнянь (7): 

);()(,max 1,1,,1,1
)1(

,
)1(

,

1,1

1,
1 −+−+

−−

=
−−−== jijijijijiji

mn

ji
yyxx  

)()(,max 1,1,,1,1
)2(

,
)2(

,

1,1

1,
2 −+−+

−−

=
−+−== jijijijijiji

mn

ji
xxyy . 

Результати розрахунку. Провівши розрахунки за описаним алгорит-

мом при розбитті області фільтрації 2060=nm , точності наближен-

ня 
510−= , конструктивних параметрах греблі мHG 15= , мH 12* = , 

мH 3* = , мb 8= , мl 201 = , мl 222 =  отримано гідродинамічну сітку 

руху (див. рис. 2), знайдено повну фільтраційну витрату 

добумQ 320277.0= , координати точки ( )763.5;548.410B  і відповідне 

їй значення 693.00 = . 

Висновки. Таким чином, на основі синтезу числових методів конформ-

них відображень та сумарних зображень розроблено конструктивний 

підхід до розв'язання модельних крайових задач для криволінійних об-

ластей, обмежених лініями течії і еквіпотенціальними лініями, із віль-

ною межею. Побудований алгоритм забезпечує можливість автоматич-

ного розрахунку динамічної сітки, обчислення повної витрати, знахо-

дження невідомої ділянки границі і координат точки перетину її із зада-

ною ділянкою та значення потенціалу (напору) у цій точці. Проведені 

числові розрахунки характерних параметрів фільтрації у ґрунтовій гре-

блі без проміжка височування. 

Поєднання методів комплексного аналізу (обернень конформних 

відображень) і формул сумарних зображень для наближення внутрішніх 

вузлів дозволило суттєво покращити існуючі алгоритми розв'язання 

такого класу задач. 
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ных методов комплексного анализа и суммарных представлений разработан 

конструктивный подход к решению модельных краевых задач для расчета 
фильтрационного режима у криволинейных, ограниченных линиями тока и 

эквипотенциальными линиями, областях со свободным (неизвестным) участ-

ком границы. Предложенную методику продемонстрировано на примере рас-

чета характерных параметров фильтрации в земляной плотине без промежу-

тка высачивания. 
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REPRESENTATIONS FOR DECISION OF THE MODEL BOUNDARY VALUE 

PROBLEMS FOR DOMAIN WITH FREE BOUNDARY // The constructive ap-

proach to decision of the model boundary value problems for the calculation the mode 

of filtration in curvilinear domains bounded by lines of flow and equipotential lines 

with a free (unknown) border was developed on the basis of syntheses of the numeric 

methods complex analysis and summary representations. Proposed method was 

demonstrated for an example the calculation of the characteristic parameters of 

filtration in an earth dam without gap seepage. 
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