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Присяжнюк І. М., Крока Л. Л. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОДНОГО КЛАСУ ПРОЦЕСІВ 

КОНВЕКТИВНОГО МАСОПЕРЕНОСУ В БАГАТОЗВ’ЯЗНИХ 

ОБЛАСТЯХ З КЕРУВАННЯМ 

Розглядається і вирішується модельна задача конвективного 
масопереносу при фільтрації в пористому середовищі - 
тризв’язній області, обмеженій еквіпотенціальними лініями, у 
випадку автоматизованого керування параметром потужності 
фільтра з метою забезпечення необхідного розподілу розчиненої 
речовини по заданій ділянці зовнішнього контуру. Проведено 
числові розрахунки.  

Вступ. Використання методики переходу від фізичної області до 

відповідної області комплексного потенціалу разом з числово-

аналітичними методами дозволило знайти розв’язки задач 

конвективного масопереносу при фільтрації в областях складної 

геометрії, обмежених лініями течії та еквіпотенціальними лініями [1-3]. 

У випадку сталих значень граничних потенціалів на контурах, що 

обмежують область, для побудови динамічної сітки (у тому числі ліній 

розділу течії) і поля швидкості з паралельним розрахунком інших 

характеристик (витрат, величин перетоків і т.п.) потенціальних і 

квазіпотенціальних полів у роботах [4-6] розроблений метод 

розв’язання відповідних обернених крайових задач на конформні і 

квазіконформні відображення. З урахуванням цього в [7] отримані 

формули для наближеного розв’язку задач конвективного масопереносу 

на даному фільтраційному полі.  

На даний час залишається малодослідженою проблема 

математичного моделювання такого роду процесів за умов 

автоматизованого керування. Вирішення цієї проблеми дозволить 

отримувати наперед заданий розподіл концентрації розчиненої 

речовини або її кількість вздовж певної ділянки зовнішнього контуру чи 

всередині досліджуваної області в результаті спеціального впливу на 
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граничну вхідну умову, параметри масообміну. У даній роботі  

розроблено методику такого впливу на розподіл концентрації 

розчиненої речовини на виході з розглядуваної області за допомогою 

параметра фільтра, встановленого на обмежуючому внутрішньому 

контурі, який поповнює вихідний потік.  

1. Загальна постановка задачі. Розглянемо процес конвективного 

масопереносу в тризв’язній області (пористому пласті) Gz, обмеженій 

трьома замкнутими гладкими контурами L*, L0, L*  комплексної 

площини ( )z  (рис. 1, )a ). Нехай басейн 0L  можна розташувати лише у 

такому положенні, що до водозабору PR  частково потраплятиме і 

неочищена вода, яка поступатиме з ділянки 0 1P A  контуру *L , 

обминаючи 0L .  

 
а)                                                    б) 

Рис. 1.   Фізична область Gz  (а) та відповідна область комплексного 

потенціалу G  (б) 

 

Керуючи параметром 1 0 2( , ),K t K B R B  (потужність фільтра, 

встановленого на обмежуючому внутрішньому контурі B1R0B2, який 

поповнює вихідний потік, 0 1 0 2 0( , ) [ ;1], , 0 1K t K B R B      ), 

необхідно отримувати на виході в кожен момент часу таку кількість 

розчиненої речовини вздовж PTR , яка б не перевищувала допустимого 

значення 
grc . Для отримання єдиного розв’язку вимагатимемо, щоб в 

кожен момент часу концентрація розчиненої речовини вздовж TR  була 

сталою. 
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Відповідну задачу представимо у вигляді [7]: 

x x y y tv u v u u− − = ,                                           (1) 

( )0

00
, ,

t
u u x y

=
= *

*
( , )Lu u M t= , *

0
0
0

0
0

( , )
| ( , ) , ,
L

L

K t
u u M t dl M L= 


  (2)                                    

0 = , 
* *L = , 

0 0L = , *

*

L
 = ,                          (3)  

( , ) ; ( , ) ( ), ,gr

PTR

u M t dl c u M t u t M TR =   

де ( , , )u u x y t= – концентрація розчинної речовини у фільтраційній течії 

речовини в точці ( , )x y  у момент часу t, ,0zz x iy G t= +     , 

( , )x yv v grad=  – вектор швидкості фільтраційної течії, а   – потенціал 

фільтрації, *

* 0    , М – біжуча точка відповідної ділянки границі 

даної області,   - коефіцієнт пористості середовища ( 0 1  ), 

0

* 0,  u u – задані достатньо гладкі та узгоджені функції, 

*

0 0

( , )
{ : 0}

x y
L z x iy L

n


= = +  


,  0

0 0

( , )
: 0}

x y
x iy L

n
L z


= +  


= , 

0 *

0 0 0,L L L=

0

y x

L

Q v dx v dy= − + , n  – вектор внутрішньої нормалі до 

zG , – довжина ділянки *

0L  [7].  Вважаємо, що басейн, обмежений 

контуром 0L , миттєво розчиняє та перерозподіляє речовину, яка 

поступає до нього через ділянку 0

0L , а, отже, має місце її рівномірний 

розподіл вздовж *

0L . Таким чином, гранична умова на контурі *

0L  

залежить від розподілу концентрації розчиненої речовини в області 

1 1A B BA . 

2. Пошук значень параметра керування. У [6] наведено алгоритми 

розв’язання модельних задач на конформні відображення для 

тризв’язних областей, обмежених еквіпотенціальними лініями. Тому 

вважатимемо фільтраційну задачу (3) розв’язаною, зокрема, 

розраховане поле швидкостей ( ( , ), ( , ))x yv v x y v x y= , значення витрат 
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*

*, ,Q Q Q , координати точок *

1 2 1 2 1, , , , , , , , ,A A A B B B B C C T . 

Перейшовши від змінних ( , )x y  фізичної області zG  до змінних 

( , )   області комплексного потенціалу G , задачу (1)-(2) зведемо до 

відповідної задачі [7]: 

2 ( , ) , ( , , ) (0, ) ;
df

tv c c t G     − =    = 
         

2 2 2( , ) ;x yv v v v v 
→→

= = +  ( , , ) ( ( , ), ( , ), );c t u x y t     =          (4)  

0 0( , ), ( ( , ), ( , ), ),t x y t=      
*

0

0 0 *| c ( , ); | c ( , ),tc c t   = == =

0

**

1 2
, * 0

( , )

| ( ) ( , ) ( , , ) ,( , )

Q

QQ Q

c Q Q t c t d G  



      −
=



= −  . 

Розв’язок задачі конвективного масопереносу (4) знайдемо 

методом характеристик [7] в області  1 2 3 ,G G G G   =    де 

   1 2 *

* 0 * 0 *( , ) : , , ( , ) : , ,G Q Q G Q Q            =     =      

 3 *

* *( , ) : ,0G Q      =     у вигляді 

1 3

1

2

2

( , , ),( , ) ,
( , , )

( , , ),( , ) .

c t G G
c t

c t G

 



   
 

   

  
= 


 

 
0 1

0 1 1 1

1

* 1 1

( ( ( , ) , ), ), ( , ),
( , , )

( , ( , ),), ( , ),

c f f t t f
c t

c t f t f

     
 

    

− − 
= 

− 
        (5)  

*

0 1
0 2 2 2

2 1
* 0 0 2 2

( ( ( , ) , ), ), ( , ),

( , , )
( ) ( , ) ( , , ( , )) , ( , ),

Q

Q

c f f t t f

c t
Q Q t c t f d t f

     

 
        

−

−

 − 


= 
− − 




(6) 

 

де 

*

1 2
( , )

( , )

d
f

v





 
 

 
=   - час проходження виділеної частинки вздовж 

відповідної лінії течії ( , )x y =  від точки * *( ( , ), ( , ))x y     до точки 

( ( , ), ( , ))x y    , 1 3( , ) G G     , 1

1 ( , )f t −  - функція, обернена до 
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1( , )f   ,

0

2 2
( , )

( , )

d
f

v





 
 

 
=  , 2( , ) G   , 1

2 ( , )f t − - функція, обернена 

до 2 ( , )f   . 

Для існування функції ( , )t   вимагатимемо виконання 

наступних умов:  

*

0

*

1( , , )d ,
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−
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−
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Очевидно, що для * *

*[0;min ( , )], [ ; ]t f Q Q     концентрація 

розчиненої речовини на ділянці TR  залежить виключно від початкової 

умови. Момент часу 0t  ( * * *

0 2 2 *(min ( , );max ( , )), [ ; ]t f f Q Q      ), в 

який на виході з тризв’язної області отримаємо необхідну концентрацію 

розчиненої речовини, знайдемо з наступної умови: 

2

1 *

*0
1 0 2

*

( , , ( , ))d d ( ),

Q
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Q

c t f c t
Q Q
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* 0 1 *
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Q Q

Q

c t c c t c f f t
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−

−

= − − − −
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Зауважимо, що починаючи з моменту часу *

2max ( , )t f  =  

*

1 * 2,Q Q = = . Час, для якого варто розпочати процес фільтрування 

на ділянці *

0L  контуру *

0L , з метою забезпечення необхідної кількості 

розчиненої речовини на контурі PTR  у момент часу 0t , виражається 

функцією *

0 2( ) ( , )t t f  = − . 

Параметр керування   пов’язаний зі значеннями концентрацій 

на контурах, що обмежують тризв’язну область, співвідношенням: 
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* *

* *

* *

* 2 2( ) ( , ( , )) ( , , )d d ( )

Q Q

gr

Q Q

Q Q t f c t c t       − − =  .      (7) 

Рівняння (7) є інтегральним рівнянням першого роду, яке в загальному 

випадку або не має розв’язків взагалі, або розв’язок є не єдиним [8]. 

Умвою єдиності розв’язку і є умова рівномірного розподілу 

концентрації розчиненої речовини вздовж ділянки RT  контуру 
*L . Тоді 

розв’язок ( , )t   отримуємо у вигляді:  

*

*

*

2

2 0

( ( , ))
( , )

( , , ) d

gr

Q

Q

c t f
t

c t

+
=



 
 

  

. 

За умови збоїв в роботі очисних споруд на контурі 0L , час, 

впродовж якого варто припинити водозабір на ділянці PR  контуру 
*L , 

знайдемо з умови * *

2 2 0 0min{ ( , ) ( , ) | [ , ]}t f f Q Q    = −  . 

4. Результати числових експериментів. Наведемо результати 

числових розрахунків описаного вище процесу на ідеальному 

фільтраційному фоні, породженому двома особливими точками 1 1z = −  

та 2 1z = . На рис. 2 зображено розподіл концентрації розчинної 

речовини на ділянці TR  при вимкнутому фільтрі (крива 1) і у випадку 

врахування роботи фільтра (крива 2) для 

*
0

1| 1.1 (0,2sin(3 )sin(2 ) 0.793)
L

c t  −= + , 0,4grc = , 
*

| 0.2Lc =   

1sin(3 )sin(2 ) 0.793t − + . Зокрема, на рис. 2, а) показано розподіл 

концентрації розчиненої речовини вздовж усієї ділянки TR  у 

фіксований момент часу 0.4t = , на рис. 2, б) представлено залежність 

концентрації розчиненої речовини від часу вздовж лінії течії 0.235 = . 

На рис. 3 проілюстровано розподіл значень параметра фільтра вздовж 

контуру 1 0B R  у моменти часу t=0.137 (крива 1), t=0.392 (крива 2). Зміну 

значень параметра фільтра з часом у фіксованих точках контуру 

1 0B R (кривій 1 відповідає  =0.733, 2 -  =0.6, 3 -  =0.467, 4 - 

 =0.333) представлено на рис. 4. 
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a) 

 

б) 

Рис. 2. Розподіл концентрації розчинної речовини 

 

Рис. 3. Розподіл значень параметра фільтра вздовж контуру 1 0B R  у 

фіксовані моменти часу  
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Рис. 4. Зміна значень параметра фільтра з часом у фіксованих точках 

контуру 1 0B R  

 

Висновки. За умови фіксування значень граничних потенціалів на 

контурах, що обмежують область, з’являється можливість 

автоматизованого керування значенням концентрації розчиненої 

речовини на окремих ділянках зовнішнього контуру, що обмежує 

розглядувану область, зокрема за допомогою параметра фільтра, 

встановленого на одному з внутрішніх обмежуючих контурів, що 

поповнює вихідний потік. В процесі розв’язання такого роду задач 

виникає потреба задання додаткових умов з метою вибору єдиного 

розв’язку. 
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